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D’une étude des intégrales de Wallis à la question 1 et
d’un développement asymptotique de lnn! à la question 2,

on déduit la formule de Stirling à la question 3.

1. On pose, pour chaque entier naturel n,

In =

∫ π/2

0

(sin θ)n dθ.

(a) Montrer que, pour tout n ≥ 2, In = (n− 1)

∫ π/2

0

(sin θ)n−2(cos θ)2 dθ.

(b) En déduire la relation de récurrence In =
n− 1

n
In−2 pour tout n ≥ 2.

(c) Montrer que la suite (In) est décroissante.

(d) En déduire que
n

n+ 1
≤ In

In−1
≤ 1 pour tout n ∈ N∗.

(e) Montrer que la suite (nInIn−1) est constante et calculer cette constante.

(f) En déduire que In ∼
√

π

2n
.

(g) Montrer que, pour tout k ∈ N, I2k =
(2k)!

4k(k!)2
· π
2
.

(h) En déduire un équivalent de
(2k)!

(k!)2
.

2. Prouver l’un après l’autre les développements asymptotiques suivants :

(a) ln(n!) = n lnn+ o (n lnn)

(b) = n lnn− n+ o(n)

(c) = n lnn− n+
1

2
lnn+ o(lnn)

(d) = n lnn− n+
1

2
lnn+K + o(1)

où K est un réel, déterminé à la question suivante.

3. En déduire la formule de Stirling.


