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CORRIGE DU KDO DU 8/09/2026

1. (a) Soit n > 2. On intégre par parties car les fonctions u : 6+ (sin€)" ! et v : § — —cosf sont de

/2 w/2
classe C! : I, = / w' = [uv] —/ w'v. u(f) = (sinf)" 1 et v(f) = — cosf. D’olt
0 0

/2
I, = [—(sin6)" ' cosd] 3/2 +(n— 1)/ (sin 0)"~%(cos #)* df. Or le terme entre crochets est nul.
0

w/2
Donc| I,=(n-— 1)/ (sin #)" 2 (cos §)* db
0

/2 /2 /2
(b) Soit n >2:1I, o—1I, = / (sin )" 2 df — / (sinf)" df = / (sin#)""2(1 — sin®0) df =
0 0 0

/2
/ (sin )" (cos §)* d6.
0

Dot I,,_o — I, = =451, donc | I, = - I,_o |pour tout n > 2.

(c) Pour tout 6 € [0,7/2], 0 < sinf < 1. Dot1 0 < sin™ @ < sin" ' . Par croissance de 'intégrale,

0<1I,<1I,_1. Donc la suite (I,) est décroissante

n _ In+1 In
n+1 Iy = Iy ™

(d) La suite (I,,) est décroissante, d’ou I,,41 < I,, < I,,_1. D’ou

divisant par I,,_; qui strictement positif car :
— pour tout 8 € [0,7/2], (sin®)"~* >0, d’ott I,,_1 > 0;
— par I'aburde, I,,_; # 0 : supposons que I,,_; = 0. Or La fonction 6 ~ (sin#)"~! est continue

et ne change pas de signe sur [0, 7/2], d’ou elle est nulle sur [0, 7/2] d’apres le théoréme de
I'intégrale nulle. C’est absurde car (sin 5)"~! =1 # 0.

-1
(e) I, = i I,—o, dou nl, I,y = (n — 1)I,,_1I,_2. Donc la suite (nl,I,_1) est constante. Et
n

/2 /2
cette constante est égale a I1ly. Or Iy = / do = w/2 et I} = / sinfdf = 1. Donc
0 0

0
la suite (nl,I,_1) est constamment égale & 5




2.

(f) De I’encadrement 1d, on tire que

— 1 grace au théoréeme des gendarmes. D’ou I, ~ I,, .
n—1 n— oo

7T ™
La suite (nl,I,,—1) est donc constante, égale a 5 et équivalente & nIZ. Dot nl? ~ 5+ Done

I, ~ 2l car la suite (I,,) est positive.
n
2k —1 2k — 12k — 2k—1)(2k—3)---1
@ S k€ N = Ty = MR ts = = Bt
(2k)! T (2k)!

—. Donc Iy, = pour tout k € N.

[(2k)(2k — 2)---2]* 2 Ak (k2 2

(h) D’apres I'équivalent 1f, Iop ~ /%, d’ont e T en utilisant 1’égalité 1g.

(a) La premiere formule est une réécriture de ~ avec un o :

In(n!) ~nlnn < In(n!) =nlnn+o(nlnn).
Or In(n!) = Z In(k) pour tout n € N*, d’olt I'équivalent en comparant la série Y In(n) et I'intégrale
k=1

/ln(x) dz.

(b) On cherche un équivalent de u,, = In(n!) — nlnn en étudiant la série télescopique > (u, — Up—1) :

1
Up—Up—1 =Inn—nlnn+(n—1)ln(n—1)=(n—1)1n (1 — ) ~ —1 qui ne change pas de signe.
n

Or la série Z(—l) diverge, d’oui la série > (u, — un—1) diverge aussi et leurs sommes partielles
sont équivalentes :

Z(uk —ugp—1) =In(n!) —nlon ~ Z(—l) =-n+1l~—n.
k=2 k=2

Donc| In(n!)=nlnn—n+ o(n)

(¢) On cherche un équivalent de u,, = In(n!) —nlnn + n en étudiant la série Y (up — Up—1) :

1 1 1 1 . .
Up — Up—1 = (n—1)In (1 — ) +1l=—+o0 () ~ — qui ne change pas de signe.
n 2n n 2n

Or la série 3" 1 diverge, d’ot la série U, — Up_1) diverge aussi et leurs sommes partielles sont
n b

équivalentes :
n n 1

1
—ugp_1) =In(n!) —nl -1~ — ~ —Inn.
kZ_Q(Uk ug—1) =In(n!) —nlnn+n ;WC 5 Inn



1
Donc| In(n!)=nlnn-—n+ 51nn+0(lnn)

(d) On cherche un équivalent de u,, = In(n!) —nlnn+n — §Inn en étudiant la série - (uy — up—1) :

1 n (1 1 1 1 n 1 1
Uy —Up1=|(n—=]In{1—-= = — ol =) ~— .
! 2 n 12n2 n? 12n2

Or la série ) & converge, d’ou la série > (u,, — u,_1) converge aussi, donc la suite u,, converge.

1
Soit K sa limite. Alors| In(n!)=nlnn—n-+ 5 Inn+ K + o(1)

3. On calcule 'exponentielle de la formule obtenue a la question précédente :

n! =n"e "/neX exp [0 (1)] ~ n"e "/nek.

(2n)!  (2n)2me~2/2neX 472 e s
B~ 5~ 7> & comparer avec I'équivalent obtenu a
n! (n"e="y/nek) vne

2n)!  4n

~

n!2 N

D’ou l'on tire ’équivalent

la question 1h :

Donc e = /27 et n! ~ n"e "2mn




