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CORRIGE DU D.S. N° 1 DE MATHEMATIQUES

EXERCICE 1

1
~.x—1-lnz 1-1
1) La fonction f est dérivable et, pour tout > 0, f/'(z) = £ 5 = an,

T T
x 0 e +00
vy | I+ 0 -
I
Y 7 e N\
—0 0

2) La série > 1“7” est divergente car Z% diverge et Vn > 3, an > % > ( . La suite (I“T") :
— est décroissante & partir du rang 3 car la fonction f est décroissante sur [e, +o00[ d’apres la q. 1;
— tend vers 0 d’apres les croissances comparées.
Donc la série Y (—1 )”1“” est convergente d’apres le théoreme des séries alternées.

3) Soit n > 3. La fonction f est continue et décroissante sur [3,4o00[ d’aprés la q. 1, d’olt, pour tout

v, Bl Iz nn

n+l — = T n
n+l 1 ntl ) o n+l
Par croissance de l'intégrale, / In(n +1) dr < / 22 < / ﬂ dz.
In(n + 1) Inn

1 1
Donc i 5(111(11 +1))2 Q(lnn)2 < —

4) La fonction f est continue et décroissante sur [3, +oo[, d’out

n+1
/ lnixdx lnk Zlnk / ln—xdx
3 X

k=3

pour tout n supérieur ou égal a 3. D’out

n+1
/ e g <M3, / nz ..
3 3 3

x x
Donc ) ) ) )
(In(n+1))* (In3) <5, < In3 n (Inn)*  (In3) .
2 2~ - 3 2 2

1
En divisant chaque membre par 5(1n n)2, on obtient deux gendarmes qui tendent vers 1.

1
— 1. Donc| S, ~ §(lnn)2.




5) Premiere méthode (théoréme de la limite monotone) : La suite (u,,) est décroissante car

1 1 In(n+1 1 1
s~ tn = Sus — S — 3(n(n+ D)+ Snm)? =PI Lo 4 1)) 4 nny?
1 1))? In 3)2
qui est négatif d’apres la q. 3. Elle est minorée car S,, > ( n(n;— ) — ( n2 ) d’apres la q. 4, d’ou
2 2 2 2
w > (In(n+1))* (n3)* (Inn) o _ (In 3)
- 2 2 2 = 2

et cette constante est donc un minorant.

La suite (u,) est décroissante et minorée, donc convergente.

Seconde méthode (série télescopique) :

La suite (u,) a la méme nature que la série télescopique > (un — tp—1).

Or up — up—1 = lnin) —3(n(n))?+ i(ln(n—1))% e
(In(n —1))* = <1nn +1In(1 - ;)> = (Inn)? — 21%” - 12—2” + 0(1%2”).

D’olt tp,—upn—1 ~ 5" qui ne change pas de signe. De plus la série ) = Inn converge. Donc| la suite (u,) converge.

2n
Ink In2 In(2p — 1)
Top = Z(_l)kT Z L Z (2p , en séparant les indices pairs et impairs. D’ou

k=2 p=1
To — o9y Zln2+lnp Zln I 22 +Zlnp iln(k)zlﬂzil-l—zn:lnfp—iw
- p=1 k=1 k p:lp p=3 p k=3 k

Donc Tgn = Hn -In2 + Sn — Sgn.

H, —Inn tend vers v, dout H,, = Inn+ v+ o(1). D’apres la q. 5, il existe une contante K telle que
1 1
Sy = i(lnn)2 + K + o(1). Par suite, Sa,, = i(ln(Qn))2 + K +o(1) et Ty, = Hy, -In2 4 S,, — S, =

Inn+~+o(1)] - In2+ %(lnn)2 + K +0(1)} - [;(ln@n))2 + K +o0(1)] =yIn2— 1(In2)? + o(1).

Donc| To, — 7 In2—1.(In2)2

n—




PROBLEME (VITESSE DE CONVERGENCE, EXTRAIT DE CENTRALE PC 2017 MATH 2)

1) a) La suite (u,) définie par usg = ugp+1 = %7 pour tout k € N, est dans E (puisqu’elle converge vers
£ =0 et ne vaut jamais 0), mais pas dans E°. En effet, on a :

Up41 1sin=2k
Vn €N, uC:":{ .

" Uy, msinz?k—l—l

Donc lim 4, =1#0= lim u$ ce qui montre que la suite (uf) diverge.
Jm ug, =1#£0= lim ug, ., ceq q (ur,) g

L’ensemble E¢ est donc strictement inclus dans F

b) La preuve qui suit s’inspire de celle du critéere de d’Alembert > preuve du théoréme 10 du chapitre
I. Comme (u,) € E°, on a ¢ > 0 (en tant que limite d’une suite & termes positifs).
Supposons, par ’absurde, que £¢ > 1. Alors, en notant v, = |u, — £ :

A >1, INeN, vn>N, >y

Un

Do, pour tout n > N, v, = vn X DL x ... x o >y x AN

UN Un—1 —

AN 5 400, on en déduit que v, — oo par comparaison, ce
n—oo n—0o0

qui est contradictoire avec la convergence de (u,) vers £. L’hypothese est donc absurde et

Comme vy > 0 et

¢¢ appartient au segment [0, 1]

2) a) e Lasuite (u,) = (ﬁ) converge vers { = 0 et ne vaut jamais 0, donc (u,,) € E. De plus,

k
n 1
Vn € N, u%:u+12<n+> — 1
Up, n-+2 n—oo

Donc (un) appartient & E¢, avec £¢ = 1, et la convergence est lente

e La suite (v,) = (nfq"™) converge vers £ = 0 (par croissances comparées) et ne vaut jamais 0
pour n > 1, donc (vy,) € E. De plus,

" Un n n—oo

k
1
Vn € N*, UC:U"H:<H+ ) q — q

Donc| (v,) appartient a E°, avec £° = g €]0, 1], et la convergence est géométrique de rapport g

e La suite (w,) = (=) converge vers £ = 0 et ne vaut jamais 0, donc (w,) € E. De plus,

w 1
vnel, w’c“‘:iziﬂ:n—l—l o
n

Donc (wy,) appartient & E°, avec £¢ = 0, et la convergence est rapide




i)

ii)

ii)

Pour tout n € N, v,, = ¢2" (14+27") "¢t comme 2= — 0, on peut écrire, au voisinage de oo :
n—oo

vy = 2 (27T H(2T)) Z g 02T 2T Z o (1—-27""140(27")

Par conséquent, au voisinage de 00, v, =€ — 557 + 0 (QL)

La suite (v,,) converge vers { =e et v, —e ~ fQ,fﬁ < 0, donc v,, < e a partir d'un certain

n—oo
rang. Ceci montre que (v,) € E. De plus,
e |vn+1 —¢ e/2nt2 1
Lo — ~ = -
" |vp, —e] n—oooe/2nt1 2

Donc| la suite (v,)nen appartient & E€ et sa vitesse de convergence est géométrique de rapport %

Cela résulte d'une comparaison série-intégrale : comme la fonction ¢ — =X est continue et

t(l
décroissante sur [1, 400, on a :

k+1 k
Yk > 2, / @<i</ dt
- koot T kYT Jpa

En sommant pour k£ variant de n +1 a N > n, on obtient :
Ntg L N at
V(n,N)eN? N >n>1, / =< Z 7§/ =
w1 107 A ke T ), e
=n+1

L’encadrement précédent s’écrit :

(N+ 1)17(1 _ (TL+ 1)1704
l-«a

IN

Les inégalités larges passent a la limite, donc, en faisant tendre N vers oo, on obtient (puisque
1 — a < 0) 'encadrement :

—(Tl+ 1)1—a o0 1 _nl—a
SURS I o

1—«

5 NI 1 1 1 1
C’est-a-dire mm S l— Sn S a—1na=1

La suite (S),) est strictement croissante et converge vers ¢, donc S,, < £, pour tout n € N, ce

qui montre que (S,) € E. De plus, S = e;fbi:l

, donc, en utilisant les inégalités précédentes :

na—l .
et <o =l

D’apres le théoreme des gendarmes, S — 1.
n—r oo

Par conséquent (S,) appartient a E° et possede une vitesse de convergence lente




3)

a) Puisque (u,) € E et que la vitesse de convergence de (uy,) est d’ordre = > 1, il existe une constante

M > 0 et un entier ng tel que, pour tout n > ny, % < M. On a donc, en multipliant cette

inégalité par |u, — £]" 7! :

u —/
Vn > nyg, nﬂ‘ §M|un—£|“1
T 4
Comme r—1 > 0 et que u, —¢ — 0, on obtient, par le théoreme des gendarmes, u;Ll_f — 0,
n—oo n n—oo
ce qui montre que | la convergence de la suite (u,) est rapide
n
b) Soit (Sp)nen la suite définie par Vn € N, S, = = 1.
k=0
1
i) La suite (J;),en est strictement positive et 2 = —1= — 0 < 1. D’apres la régle de

ntl p oo

n!

d’Alembert, la série S 1 -7 est donc convergente, ce qui signifie que|  la suite (S,) converge
n>0

On note s sa limite.
Comme la suite (S,,) est strictement croissante, S,, < s pour tout n € N.

Ceci montre que | la suite (S,) appartient & F

(o]
ii) SoitneN.Onas—S,= Y 4.
k=n+1
e Comme il s’agit d’une somme de termes positifs, elle est supérieure & son premier terme,
ce qui donne 'inégalité s — S,, >

(n+1)
e De plus, en factorisant par (nil),, on a:
S*Sn: i kl;'i(n_i'_11+k)l n+ lik+1
k=n+1" " k=0 ’ k=0 (n+j)
=2
k+1 k+1 oo
Or, pour tout k € N, [[(n+j) > ] 2=2*, donc s — 9, <(n+1) ZQLIC
J=2 Jj=2 k=0

o0
Donc pour tout entier naturel n, ﬁ <s-5,< ﬁ > 2%
’ " k=0

iii) Comme la série géométrique > 2% converge et a pour somme —— = 2, 'encadrement précédent
2

1—

s’écrit (sl +1). <s-5,< ﬁ Par conséquent :
S 41— S 2
Vn € N, n
’ S,—8 | " n+2
Sn+175

D’apres le théoreme des gendarmes,

S n:; 0, ce qui démontre que

la convergence de la suite (S,) est rapide




iv)

ii)

iii)

iv)

Supposons, par 'absurde, que la convergence de la suite (.5,,) soit d’ordre r > 1. Il existe alors
une constante M > 0 et un entier naturel ng tels que :

Vn>mng, |Sny1—s| < M|Sy —s|"

Les encadrements précédemment établis impliquent :

1 27
< —s| < M|S, — s < M—
(n+2)! = S = sl < M5 =l < (n+1)Hr

Et donc, pour tout n > ng, ((n+ 1)1)"=1 < M2"(n + 2). Mais ceci est impossible, puisque
n + 2 est négligeable devant ((n + 1)!)"~! (vu que r — 1 > 0).
Par conséquent, I’hypothese est absurde et

la convergence de la suite (Sy,)nen vers s n’est pas d’ordre r

Comme f(I) C I, la suite (u,) est bien définie. La fonction f étant dérivable en ¢ € I, elle y
est continue. Par conséquent, la suite (f(u,)) converge vers f(¥).

Comme la suite (un41) converge aussi vers ¢, on obtient | f(¢) =£ | par unicité de la

limite.

Supposons, par I'absurde, qu’il existe ng € N tel que uy,, = ¢. Comme f(¢) = ¢, une récurrence

montre que, pour tout n > ng, u, = ¢, c’est-a-dire que la suite (u, )nen est stationnaire, ce qui

est absurde. Par conséquent, la suite (u,) est dans E.

De plus, f étant dérivable en ¢ et la fonction ¢ — |[¢| étant continue en f/(¢), on a :

Un+1 _Z‘ o ‘f(un)_f(g)
n—20 | Uy — 1

— |f'(0)]

n—oo

Ceci montre que :

la suite (u,) appartient & E° et que sa vitesse de convergence est donnée par £¢ = |f/(¢)]

Par labsurde, supposons (u,,) non stationnaire. Alors, d’apres la question précédente, la suite
(un) est dans E° et £¢ = |f'(£)| > 1, ce qui contredit le résultat de la question 1b.

Par conséquent, la suite (u,) est nécessairement stationnaire

Comme on suppose ici (u,) non stationnaire, la suite (u,) est dans FE d’apres la question 3(c)ii
unt1—4 _ |f(un)=f ()]

Tun—1 fa =i est alors bien défini.

et le quotient |

e Supposons que, pour tout k € [1,r — 1], f) (¢) = 0. La fonction f est de classe C"
sur I, elle admet alors un développement limité a I'ordre r en £ d’apres le théoreme de

Taylor-Young et on a, comme u, —¢ — 0:
n—oo

+o(1) —

n— oo

s — €] 1f(un) — FO] |5 =07 ol =00 o)
|ty — £ wn — €] |t — £ ‘ ‘

)
7! ‘ 7! ‘

[wnt1—4

Etant convergente, la suite ( T 0]

) est bornée, donc la vitesse de convergence de (uy,)

est d’ordre r.



e Supposons le contraire, c¢’est-a-dire que 'ensemble {k € [1,7 — 1], f*)(¢) # 0} est une
partie finie non vide de N. Elle admet alors un minimum j et on a :
f(j)(() . . f(j)(g)
s = _ [fun) = FO] _ 55200 = 07 + of(n = )] |5

un =" Jun =47 [un — €7 noves Juy — {73

Comme 7 —j >0 et fU)(¢) #0, on a % — 00, et donc la vitesse de convergence
" n—o0

de (uy) n’est pas d’ordre 7.

Finalement,

la vitesse de convergence de (u,)nen est d’ordre 7 si, et seulement si, Vk € [1,7 — 1], f*)(¢) = 0.




1)

2) Dans cette question, a,, =

b) Posons, pour tout n > 2, S, = . La fonction ¢ —

¢) Posons ug = u; = 0 et, pour tout n > 2, w,, =

a) Posons u,

EXERCICE 2 (exTrRAIT DE CENTRALE PSI 2009 MATH 1)

a) On suppose que (a,,) est une suite réelle qui vérifie (Py) : si (u,) est une suite pour laquelle la série

> uy, converge, alors la suite (u,,) est bornée, car convergente (elle tend vers 0). Daprés ’hypothese,
la série > anuy, converge. On en déduit que la suite (a,,) vérifie (P).

b) On suppose que (a,) est une suite complexe telle que la série > a,, converge absolument. Soit

(uy,) une suite bornée et M un majorant des |u,|. On a alors, pour tout n € N, |apun| < May,]|.
La convergence absolue de la sarie Y a, entraine la convergence de Y |a,u,| donc aussi celle de
> apuy, et, par conséquent, la suite (a,,) vérifie (Pp).

# pour tout n > 1.

a) En posant u, = (—1)", on obtient une suite bornée. De plus, Y anu, est la série 3 L, or cette

série diverge. Donc la suite (a,,) ne Vériﬁe pas (Py).

Ink 1

& oz ©st continue et décroissante sur

k=2

n+1 n
In(In(n + 1)) — In(In 2) = /2 ; Tk

en comparant série et intégrale. Or In(In(n + 1)) tend vers +oo, d’out S, tend vers 400, donc la
série > —1— diverge.

[2; +00], d’ont

(ln BL D’apes le théoreme des séries alternées, la

tend vers zéro en décroissant. Or Y a,u, est la série

série Zun converge car la suite (7lnn)n>2

> —— qui diverge. Donc la suite (a,) ne vérifie pas (P).

a) La convergence de la série Y |ap4+1 — ay,| entraine celle de > (ap4+1 — ay,) car la convergence absolue

entraine la convergence. On en déduit (par télescopage) que la suite (a,) converge.

b) En posant U_; = 0, on peut écrire :

N N N N
Zanun = Z an(Un - Un—l) = ZanUn - ZanUn—L

n=0 n=0 n=0 n=0

On opere le changement d’indice k = n — 1 dans la seconde somme et on regroupe les termes de
méme indice pour obtenir :

N-1

Zanun =anUn + Z — ant1)Upn + aoU_1 = anUn + Z ar — ag+1)Us.
n=0

¢) Supposons que la série Y w,, converge, alors la suite (U,,) converge, donc elle est bornée. Comme

la série > (a, — an4+1) converge absolument, la question 1b indique que la série Y (a, — an+1)Un
converge. De plus, (a,U,) est une suite convergente (car c’est, d’apres la question 3a, le produit de
deux suites convergentes). L’égalité de la question 3b prouve alors que la série Y a,u, converge.
On a prouvé la propriété (Py) pour la suite (a,).

— |an|

si a, # 0 et u, = 1 sinon. Dans les deux cas, a,u, = |a,|. Ainsi la série Y anuy,
diverge tandls que la suite (u,) est bornée puisque formée de termes de module 1. La suite (a,,) ne
vérifie donc pas (Pr).

b) On a montré & la question 1b qu’une suite (a,,) telle que la série > a,, converge absolument vérifie

(P1). Et que, réciproquement, une suite (a,,) telle que la série > a,, ne converge pas absolument,
ne vérifie pas (P;). Finalement, les suites vérifiant (P;) sont celles dont la série associée converge
absolument.



