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Exercice 1 (régle de Raab-Duhamel). Soit (u,) une suite strictement positive.

. . , (7 1 (6]
On suppose qu’il existe un réel a tel que : ot~
Unp, n—oo N

Unt1 _ Unt1 l1-a

1
1. Soit, pour tout n € N*, v, = —. Montrer que :
n Up, Up Mmoo M

2. On suppose que a < 1. En déduire qu’il existe un rang N tel que : Vn > N, nu,, > Nuy. Puis montrer
que la série > u,, diverge.
n

1
3. Soit u, = vVn! x H sin — pour chaque n € N*. Déterminer la nature de la série > u,.
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) Un41 _ _a o pos Undl 1 a 1 , Un41l _ 1 _ 1 _ 1 1 >N
1. D’une part . ln—Nmo >, d’ou . 1= n—l—o(n).Dautre part, e v =1 n+o(n).Dou
Un4+1l _ Yn41l _ 1—« 1 Un4+1l _ Yn4l 11—«
Up v . on to (n) - Donc Uy Vn n:oo n
. e Un+1l _ n l—a soN Und4l . n I : ) . [N
2. Si a < 1, alors == < 0. Or e S D’ou o T < 0 a partir d’un certain rang N. D’ou

Vn > N, (n+ 1)up4+1 > nun. Donc Vn > N, nun, > Nuy.

On en déduit que Vn > N, un > (Nuy) - % Or la série > % diverge. Donc la série Y uy diverge

n
1
3. La suite définie pour tout n > 1 par u, = Vn! x | | sin [ — | est strictement positive. Et Untl — \/n + 1sin ( 1 ) =
b \/E Um, n+1
=1

1 1 1 _ 1 1 I Un41 —1 1
\/n—&—l( n+1—6m3+0(m3)>71—W+o<n—+1>.Dou W_ln:oom Or g <1, donc la

série > un, diverge d’apres la question précédente.

Exercice 2. Soit la suite (u,,) définie, pour tout n € N*, par

1 n 1 P 1 1
unzi JE— P - = .
2n+1 2n+3 4n —1 2k +1

1. Montrer que w,4+1 — Uy ~ 5 En déduire que la suite (u,) converge.

32n
In(2)
5

2. Montrer que sa limite vaut ¢ =



3. Montrer que ¢ — u, ~

64n2’
2n—1 2(n+1)—1
1 1 1 1 1 1
1y = , 0l : g1 = _ ¢
o k=2n2k+1 o tn k;ﬂ %+l 2043 2mt5 TAn—1 dnt1 dnt3©
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Upt+1 — Un = il +4n+372n+1 = (4n+1)(4n +3)(2n + 1)

apres calcul pour tout mettre sur le méme dénominateur. Donc up41 — un ~ ﬁ

La série 3 (un+1 — un) est de méme nature que la série de Riemann Y~ -1 —5, donc convergente.

n—1
Or un = uy + Z(uk+1 — ug) (c’est une somme télescopique), donc la suite (uy) converge.
k=1
2. La fonction f : z — 2zlﬁ est continue et décroissante sur [n;2n], d’ou (en comparant série et intégrale, voir figure) :
W /]\
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FiGURE 1 — COMPARAISON SERIE-INTEGRALE.

1 n+1 EIC | n—1 1 4n —1
—In (n+ ) / dazgung/ 7dx:71n<n )
2 2n+1 n 2x+1 n-1 Z2x+1 2 2n —1

Les deux gendarmes convergent et ont la méme limite % In2, donc u,, converge et sa limite vaut % In2.

n—1 oo o
3. unp = E (ugg1 —ug) +ur, don £ = lim u, = E (g1 — ug) + u1, donc € — uy = E (ug41 — uk) est le reste de la
—
k=1 nee k=1 k=n
oo

série convergente Y (up+1 — ug). Or upy1 —up ~ ﬁ, d’ott £ —uy ~ Z 953 d’apres le théoréeme de sommation des ~.
P

Or, en comparant série et intégrale, on obtient ’encadrement % Z % S Smo 2, d’ou Z 3 2 2, donc
b — up ~ ﬁ.
2p+1 1
Exercice 3. Montrer que la série > (—1)"In (1 + %) est convergente et que, pour tout p € N, Z "1In (1 + > =
n
n=1
21lnu,, ou u, = M En utilisant la formule de Stirling, déterminer un équivalent de u, et en
v P 22pl2 2p + 2 & d P
1
déduire que Z (1 + ) =In2—Inm.
n=1

La suite In (1 + %) tend vers 0 en décroissant, donc la série >_(—1)"In (1 + %) converge d’apres le TSA. En séparant les termes

positifs et négatifs :

2p+1 P 2 2. ... 2
S (-1 (1 Zl 2q+1 Y 2+2) _ 32 %52 x .- x (2p+1) 2l
2q+1 22 x42 x .-+ x (2p)2 X (2p+2)

n=1 q=0

3xb5x---x(2p+1) _ 2X3X4X5X6x---(2p)x (2p+1) (2p+ 1)!
2x4x--x(2p) xV2p+2  [2x4dx---x(2p))Pxv2ZpF2  p2-222-2pF2

en notant up =



En utilisant la formule de Stirling n! ~ (%)n 21 :

(2p +1)2P+1 27 (2p + 1) y ( eP )2 y 1 2 <2p+ 1>2P+1
P e2p+1 pP/27p 22\2p +2  eV2m 2p .

2p+1
X o (20 NPT apinym (14 of o !
On léve la forme indéterminée : (7) =e 7 n( 21’) — e. Dot up —> \/% D’ou Z:l(*l)nln 1+; =
o

2p p—ro0 p—r0o0
2p+1 1
2lnup — In2 —Inw. Donc Z (=1)"In (1 + 7) — In2 —In7. C’est la limite de la sous-suite des sommes partielles de
p—oo —_ n /) p—oo

rang impair. Or la suite des sommes partielles converge car on a montré que la série converge. D’ou la suite des sommes partielles

oo}
1
tend vers In2 — In 7. Donc E (=)™ In <1 + 7> =In2—Inm.
n

n=1



