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2x
1

Exercice 1. Soit F(x) = / P dt.
s t—1In

1. Montrer que la fonction F est dérivable sur ]0, +oo] et que, pour tout = > 0,

In(2) — In(z)
[22 — In(22)] [z — In(x)]

F'(z) =

2. Montrer que, pour tout x strictement positif, 0 < F(z) < z.
2z
3. Déterminer un équivalent de m — % quand t tend vers +oo et calculer / = dt pour tout x > 0.

x

4. Btudier les limites en 0 et en 400 de la fonction F.

1. Pour tout ¢ > 0, Int <t — 1 par concavité du logarithme. Dout—Int > 1.

(Autre méthode — Soit, pour tout t > 0, g(t) =t — In(t). La fonction g est dérivable et ¢’(t) = 1 — % = % D’oti le
tableau des variations de g :

0 1
g |l - 0 +
|
g |1 A/
| 1
Donc, pour tout t > 0, g(t) est supérieur ou égal a 1.)
1
Ainsi la fonction t — m est continue sur [z, 2z]. Elle posséde donc une primitive G : la fonction G est dérivable sur
—1In
1 S |
10, +o0[ et G'(t) = ———— pour tout t €]0, +oo[. Alors / ———— dt = G(2z) — G(z), d’o F(z) = G(2z) — G(z).
t — In(t) « t—1n(t)
La fonction F' est dérivable (car G est dérivable) et
1 1 In(2) — In(x)

Ve >0, Fi(z) =26G'(22) - G'(z) = 221 — In(2z) Cz— In(z) - 2z — In(2z)] [z — In(z)]

2. Det—1Int > 1, on tire que 0 < ﬁ < 1. Par croissance de 'intégrale, 0 < /

2z 1 2z
7dt§/ 1dt = 2z — z. Donc
t —In(t) =

x

0< F(x) <=




1 1 1 1
3. On met en facteur le terme dominant : ——— — n = —. [1

. De 0 < F(z) < z, on tire grace au théoréme des gendarmes : lim F(z) =0"t.

__Int t

— In(¢) r

. — 1] Puis on fait un D.L. : 2t — 0, d’ott
1 lnt lnt 1 1 lnt
=14 &L + BLe(t), ol £(¢) tend vers zéro quand ¢ tend vers +oo. Dol ——— — — = - |1+ &(¢)]. Donc

It t—In(t) ¢

1 1 Int .
————— — — ~ —— si t tend vers +oo.
t—In(t) t 2

2x

nt

Soit > 0. On calcule / = dt en intégrant par parties : les fonctions u : t — Intetv : t+— —% sont de classe C!,
x

d’ou

2@ 2@ Int T~ 2 IntP* 17 1 1 In(2 1
/ m,:[uv}?_/ u/U:{_LT +/ ﬂﬁz{_i +{_, _le 1 @z 1
* * t |, « t? t |, t], z x 2z 2z

Pour ¢ assez grand (c’est-a-dire pour tout ¢ supérieur & un certain T) :

1 1
— d’une part In(¢) > 0, ot —— — — > 0;
t—In(t) ¢
— d’autre part, 1 + &(t) < 2 (car €(t) tend vers zéro quand t tend vers +o0).
1 1 Int
Donc 37 >0, V¢ > T, 0< ——— — ~ <2.—_.
t—1In(t) t t2
2o 1 1 1 1 In(2 1
Par croissance de 'intégrale, si x > T, 0 < / <7 — 7) dt <2 |:ﬂ + - - M — , donc (théoréme des
z t—1In(t) ¢t T x 2z 2z
2z 1 1
gendarmes) / (m - ;) dt tend vers 0 quand z tend vers +oo. Autrement dit : F(z) — In2 tend vers zéro, donc
z —In

F(z) tend vers In(2) si z tend vers +oo.

Exercice 2. On note H,, = Z pour chaque n € N* et on rappelle que H,, —In(n) tend vers un réel v appelé

=1
la constante d’Euler. Soit, pour tout réel ¢t > 0,

= W o=

ro=3-|5]-

Représenter graphiquement la fonction f et justifier qu’elle est continue par morceaux sur ]0, +oo].

Montrer que 'intégrale fo t) dt est convergente.

Calculer, pour chaque entier n € N*| le réel I,, = fl/n ft)dt

En déduire la valeur de I'intégrale fo t) dt.

. La fonction f est cpm sur |0, 4o00[ car (c’est la définition) elle est cpm sur chaque segment inclus dans 0, +o0o[. En effet, un

tel segment contient un nombre fini de discontinuités en des abscisses t,, = % Et, en chaque ty, la fonction vaut f(%) =0,
a une limite & gauche égale a 0 et une limite a droite égale a 1.

Vvt > 0,0 < f(t) < 1. Or l'intégrale f01 1 dt converge. Donc 'intégrale fol f(t) dt converge aussi.

1 19 1 1 n 1/k

Soit n € N* : f®)dt = / - dt—/ \‘7J dt. La premiére intégrale vaut In(n). La seconde vaut Z / kdt =
1/n 1/n t 1/n LT 1/(k+1)

n—1 n—1

1 1 1
E(-———)=S —— =H, —1. Donc I, = 1 +In(n) —
> (k k+1) 3 Gy = e L Done b =14 Inn)



4. D’apreés la premiere question, I,, —> fol f(t)dt. D’apres la seconde question, I, —) 1 —~. Donc fo t)dt =1 —~ par
n—oo n—

unicité de la limite.
Exercice 3. Montrer que ces intégrales convergent et les calculer :
Feo Feo dx In(1—1¢)
P R Ty Qe Sy (e Y
0 oo X222 42 1 +1)2
Exercice 4. Etudiez la convergence des intégrales suivantes :
o0 In(x)

1
p- [
0 1 vV
“+00 7
F:/ e 7 In(z) dx G= / e "lIn(z) dx
0

sm t +oo bln t
H = / / dt
1

t Feo
J= st k= / e da
1 \/f +sint 0

FE = dx

Exercice 5 (Oral Petites Mines 2010). Quelle est la nature de 'intégrale f0+oo arctans | (ﬁ—i) dz?

Notons f: & €]0, +oo[ s 2rctans In(3£2). L'intégrale f0+°° f est impropre en 0 et en 4+o00. Elle converge si, et seulement si, les

1+x
deux intégrales fol fet ffLoo f convergent.

La fonction f est continue sur ]0,1] et a une limite finie en 0 (égale & In2 car arctanz ~ z), d’ol l'intégrale fol f est

convergente car elle est faussement impropre en 0.

2
Au voisinage de 400, on a ln(%) =In (11 ) In[(1+4 2 )( + o(%))] =In(1+ % + o(%)) = % + o(%)7 donc

J@)~ 5

s 1 : +oo 1 N PPN . .
car arctanz — 7. Or —z ne change pas de signe et fl ol dz converge (d’apres le critere de Riemann en +00), ce qui

r—+00

montre que f1+°° f converge.



Finalement, I'intégrale f0+°° f converge.

In(1—t¢
Exercice 6. On étudie la fonction F' :] — 0o, 1[— R, x +— / ni) dt appelée le dilogarithme.

1
In(1—t¢
1. Montrer que 'intégrale / L) dt est convergente.

0

1 “+o00
In(1—1¢
2. On note A = — / ¥ dt. Montrer que l'intégrale / %1 dx converge et qu’ell est égale a .
0 0 €

+oo

3. Pour chaque k € N*, montrer que 'intégrale ze™F dx converge et la calculer.

S—

dx.

]

n 1 +o0 1—enT
4. En déduire que, pour chaque n € N*| Z i / T
k=1 0 e

3

1

5. Montrer que, pour chaque n € N*, 0 < A — k— < —. Qu’en déduire ?
k

SM—‘

Tln(l —t
1. L’intégrale I= / g dt est impropre en 0 et en 1. Elle converge si, et seulement si, les deux intégrales I1 =
0

/2 In(1 — 1 In(1 -
/ Lt) dt et Io = / M dt convergent.
0 t 1/2 t

In(1—1t) N

—1. D’ou l’intégrale I; converge car elle est
t t—0

L’intégrale I est impropre en 0. Or In(1 — t) o —t, d’out
—
faussement impropre.

1 c

In(1 — ¢) dt converge car / In(1—t¢)dt =
1/2

In(1—t¢
L’intégrale I> est impropre en 1. Or n@ = 1) ~ In(1—t) et intégrale /
t t—1— 1/2

1 1
[(t—1)In(l—¢)—t],; — — — - In2. Donc l'intégrale I est convergente.
c—1— 2 2

2. Le CDV z = —In(1 — t), de classe C! et strictement monotone de [0, 1] vers [0, +oo[ , d’ot :

Dln(1l —¢ too g too
les intégrales 7/ gdt et f/ —— e Tdzx —/
t 0 1—e % e’ —
d’apres la question 1. Et elles sont donc égales. > Relire le théoréme de CDV il énonce que (%) les natures sont les mémes
et (ii) les valeurs sont égales (si cette nature est de converger).
—kx

a e —kz 1
3. On fait une IPP : / re R dr = |z —/ dr —— —— par croissances comparées. Donc 'intégrale converge
0 —k 0 —k a—+oo k2

da: ont la méme nature, qui est de converger

1
et vaut 2 pour tout k € N*.
n n
1 —+oo —+oo
3= [Tatan [ (S
k=1 k=1

_ o 1l—e X . .
Or, pour tout =z > 0, E e kT = ¢ xﬁ en reconnaissant une somme géométrique de raison e~% # 1. Donc
e
k=1

—+o0 1—e N7
Z w2 = / T 1 dx, cette derniere intégrale étant impropre en 0.

5. Soit > 0. D’aprés le TAF, 3 €]0,z[, e —e® =e°- (z —0). Or e® > 1. Donc = < e® — 1.

(Autre méthode : dresser le tableau des variations de la fonction [0, +oo[— R, z +— e* — 2 — 1 pour montrer qu’elle est
positive. Ou encore : utiliser la convexité de la fonction exp.)

n
1 400 400 1 —e % —+oo —nx

6.)\72—2:/ z dxf/ dex:/ me dx.
k::lk 0 e —1 0 e —1 0 e —1

D’apres la question précédente, pour tout z > 0, x < e* — 1, d’ou 0 §

1 < 1 en divisant par € —1 > 0. D’ou

“+o0 e—nT +oo n 1
0< / T dx < / e " dx = —. Donc, pour chaque n € N*, 0 < A\ Z = <
0 0 —

e? — 1

3=



oo
D’apres la question précédente et en utilisant le théoréme des gendarmes, la série > 1712 converge et A = Z
k=1

1
=
Exercice 7. Soit f: z € Ry — [/ et—t dt.

et—1
t

Etudier la nature de Iintégrale fol dt. En déduire un équivalent de f(r) quand x tend vers 0F.

Retrouver cet équivalent en utilisant la > proposition 15 du chapitre III.

L’idée est de comparer f(z) & [} % =Inz. Or

t_1
¢ dt
t

@) = 1) ~tno = [

et—1
t

et—1
t

est prolongeable par continuité en 0 (par la valeur 1), Or l'intégrale fol
etgl etgl dt. PREMIERE REDAC : D’otl
f(z) =Inxz — £+ 0(1) =Inz + o(lnz). Donc f(x) ~ Inz quand z tend vers 07. DEUXIEME REDAC : D’ott f(z) = Inx — £+ o(1),

dotn L&) — 1 4 M -, 1+ 0. Donc f(z) ~ Inz quand z tend vers 0F.
z—0

et la fonction t — dt, impropre en 0, converge

car elle est faussement impropre (en effet, tend vers 1 quand ¢ vers 0). Posons donc ¢ = fol

Inz nax

Exercice 8. Soient, pour chaque n € N,

/2 gin(2n + 1)t /2 gin(2n + 1)t
an = / sn@r+ Dty oy, = / sinn + )t ),
0 t 0 sint

1. Montrer que ces intégrales généralisées sont convergentes.

2. Montrer que la suite (b,,)nen est constante. Quelle est la valeur de cette constante ?
T sint

3. Montrer que 'intégrale généralisée I = / —— dt est convergente.

0

4. Montrer que lim a, = 1.
n—oo

5. (Lemme de Riemann-Lebesgue) Soit f une fonction de classe C! sur [0, g] . Montrer que :

w/
lim / i f(t)sin(At) dt = 0.
0

A——+oo

6. Soit f la fonction définie sur [O, g] par

1 1 .
Montrer que f est de classe C*.
7. Etudier lim (b, — ay).
n—oo
+oo o
t
8. (Intégrale de Dirichlet) Montrer que / % dt = g
0

sin(2n+41)t ~ sin(2n+41)t
sint t—0 t
sur ]O, g] et ont une limite finie en 0T, donc les intégrales a, et b, sont faussement impropres, donc convergentes.
7/2 sin(2n 4 3)t — sin(2n + 1)t
0 sint

1. Les deux intégrales sont impropres en 0. Or o 2n 4 1, d’out : ces deux fonctions sont continues
—

2. bpt1 —bn = dt. Or sin(2n + 3)t — sin(2n + 1)t = 2sint - cos(2n + 2)t, d’olt bp41 — by =

/2
2/ cos(2n + 2)tdt = 0. Donc la suite (b, ) est constante (et égale & by = g)
0



T sint
3. L’intégrale I est impropre en 0 et en +oo : Elle converge si, et seulement si, les deux intégrales Ip = / —— dt et

0
+o° sint
I = / —— dt convergent.

L’intégrale Iy est impropre en 0. Elle converge car c’est I'intégrale ag de la question 1.

T sint —cost T cost
L’intégrale I est impropre en +oco0. On intégre par parties : / dt = |:7j| - / 2 dt.
b T e

“+oo
cost Cost

< . Don

—cost]® 1
Or |: :| — — et lintégrale impropre / dt converge car elle converge absolument car
™

t - T—00 T
I'intégrale I1 converge. Donc l'intégrale I converge.

4. Dans cette intégrale impropre en 0, on pose le changement de variable (de classe C! et strictement monotone) u = (2n + 1)t
@n+1)7/2 ginw

(du=(2n+1)dt,t vade 0 & /2, dot u vade 0 & (2n + 1)7/2) : ap = / u — I d’apres la question 3.
0 n oo

u
5. On intégre par parties (c’est possible car f’ est continue) :

JT2 @) sin(At) dt = [~ L £(8) cos(A)] 7% + L [7/2 £7(8) cos(At) dt.

Or —5 [ (7/2) cos(Am/2) — f(0)] —> 0O car XA+ [f(m/2) cos(Am/2) — f(0)] est une fonction bornée.

A—+oo

Et L fﬂ/z F!(t) cos(At) dt New 0 car A — IW/Q f!(t) cos(At) dt est une fonction bornée.

En effet )f”/Qf (t) cos(At) dt) < [T F (1) cos(A)| dt < T2 | (8] dt.

6 1 1 t—sint t/6

- — = - ~
sint t tsint 4_.q t2 t—0

t/6 t—()) 0. Donc f est continue en 0. Ailleurs aussi.
—

1
0+h)— f(0 1__L_9 — 3 -1 4 1 .
1O+1) = F(0) = sinh __h DL 1-h?/6+h%e(h) = — +e(h) — —. D’ou f est dérivable en 0 et f/(0) = —.
h h h? 6 h—0 6 6

—cost 1 R 1—t2/2 4+ t2e(t 1 1—t2/2 +t2e(t 1
— +—2.D’ouf/(t)D:L,43/ ) 1 _ 182+ 1
sin? ¢ t (t —t3/6 + t3e(t)) t 2 —t4/34+t4e(t) ¢

Pour tout t # 0, f'(t) =

S Tl —a-22423+2)+1 _ 1 1
2 2 —
1-67/3+7(t) =( [2+E/3+e(t)) + == +¢(t) — =. Dol f’ est continue en 0. Ailleurs aussi. Donc
+2 2 6 t—0 6
f est de classe C!.

AUTRE METHODE — on utilise le théoréme de la limite de la dérivée : avec la méme preuve que ci-dessus, la fonction f est
1
continue en 0. Avec la méme preuve que ci-dessus, f’(t) t—()] s Donc la fonction f est dérivable en 0 et sa dérivée est
—

continue en 0.

/2
7. bn—an= / f(t)sin(2n + 1)t dt - 0 d’apres les deux questions précédentes.
0 n o0

™ ™
8. On a montré que : a, tend vers I, by, est constant et égal a 3 b, — an tend vers 0. Donc I = 3

Exercice 9. 1. Montrer que les intégrales généralisées

1 1 2
A:/ It et B:/ ()" 4
0 0

t—1

sont convergentes.
1 tl/n (1 _ tl/n)
1-1¢
3. Soient t €]0,1] et, pour chaque x € R, f(z) = t* (1 — ). Montrer que la fonction f est deux fois
dérivable. Calculer f(0), f/(0) et montrer que, pour tout z > 0, |f”(z)| < 3(Int)%.
4. > Réviser la formule de Taylor avec reste intégral.
En déduire que, pour tout ¢ €0, 1],

dt.

1 n
2. Montrer que, pour chaque n > 2, le réel a,, = / $ dx est égal a — /
o 1+ax+---+an! n Jo

< 3(Int)?

1
(1 — 4"y 4 Znt
( )+n n 2n2

3B
< o3 En déduire un équivalent de a,,.

5. Montrer que 3
n

Qp —




1 Int
1. e L’intégrale A = / tnil dt est impropre en 0 et en 1 : soient A1 = f01/2 thlftl dt et Ay = f11/2 thltl dt. L’intégrale A
0 t—

converge si, et seulement si, A; et Ag convergent.

tli—tl o T Int (qui ne change pas de signe), or 01/2 Int dt converge, d’ou 'intégrale A; converge aussi.
L’intégrale A converge car elle est faussement impropre en 1. En effet, tlﬂ—tl = lniﬁ“ en posant t = 1 — u pour se ramener
en 0. Bt Inl=w — zudolw) — 34 51) 1.
—u —u u—0
2 2
e L’intégrale B converge si, et seulement si, les intégrales B; = f01/2 llnf: dt et By = f11/2 11"?; dt convergent.
2
1{‘7: o In2 t. Or lintégrale le/2 In? tdt = [tIn? 25]916/2 -2 le/2 Intdt car les fonctions t — t et ¢ + In? ¢ sont de classe C'.
=

Or [t In? t] 916/ 2 a une limite finie quand z tend vers 0 par croissances comparées. D’ou l'intégrale B; est de méme nature

que f01/2 Intdt, qui est convergente. Donc l'intégrale By converge.

201 In2(1 —
By = f01/2 In (i 2) dz. Or n( z) ~o % tend vers 0. D’out 'intégrale Ba est faussement impropre, donc elle converge.
x T—

1—x)a™

1
2. L’intégrale a, = / ( ] - dx est impropre en 1. On pose le changement de variable t = 2™ (dt = nz" ! dz, x va de 0
0 — X

1 141/ (1 _ ¢1l/n
/#dt
0

41, d’ot1 t va de 0 & 1) qui est bien de classe C! et strictement monotone. D’ott ay, = — -
n _
3. Soit ¢ €]0,1].
Pour chaque = € R, f(z) =t* (1 —t*) = %12t (1 —e?Int) d’ot1 f(0) = 0.

La fonction f est deux fois dérivable sur R (car c’est un produit de fonctions deux fois dérivables) et f/(z) = (1 —2¢%)t% In¢,
d’ott f/(0) = —Int.
Puis f/(x) = t* (1 — 4t%) In?t. Or, pour tout > 0, 0 < t* = e®"* < 1 cart €]0,1] et > 0, d’ott —3 < 1 —4t* < 1, donc
[f"(z)] < 3In%t.

4. La fonction f est de classe C2 (car sa dérivée seconde est continue), d’olt (formule de Taylor avec reste intégral) :

1 n 1
f(1/n) = £(0) + = f'(0) +/ (f - x) f"(x) dz. Donc, pour tout ¢ €]0,1] :
n 0 n

1/n 1
/ - — :v) ' (z) dx
0 n

1
/7 (1 —t/") + = Int
n

IN
S—
2
=
3
/N
S
I
8
~_
=
~
8
~
U
8

1/n 1
< 3(Int)? (f 71) dx
0 n
3(Int)?
- 2n2
1 3(Int)?
5. On sait que [t/™ (1 — /") + = Int| < (In?) pour tout ¢ €]0, 1].
n 2n2
/(1 —t/") 1 Int 3 (Int)2
On divi 1-t>0: - < — tout ¢ €]0, 1|.
n divise par - 1| S g3 g Pour tou 10, 1]

On intégre (c’est possible car toutes ces intégrales convergent d’apres les questions précédentes) :

1 1 2
/ dt g/ 3 (o)~
0 0

2n2 1 —t

tt/m (1 —t/") 1 Int
1-—t nl—t

141/n _41/n 1 1 2
t 1—t 1 Int 3 (Int
D’oﬁ/¥dt+/7n dtg/ —Q(H)dt
0 1—-¢ o nl—t 0 2n® 1-—t
A B A 3B
On divise par n : |an — 2| S g Puis par n—2qui est strictement positif : ‘;;22 - 1’ An = 0. D’out A/ 1
A

tend vers 0 d’apres le théoréme des gendarmes. Autrement dit, ﬁ tend vers 1. Donc a, ~ —.
n—



+oo
Exercice 10. 1. Quelle est la nature de 'intégrale généralisée / In“(t) dt, pour tout & € R?
2

xr
2. Apres une intégration par parties, déterminer un équivalent, quand x tend vers 4+o0, de / In®(¢) dt.
2

In®(¢)
1/t

1. Soit a € R: = tIn®(¢) . —+> 400 sans forme indéterminée si a > 0 et par croissances comparées si a < 0. D’ou
—>+00

% = o(In%(t)) quand ¢ tend vers +oo. Or In“(¢) ne change pas de signe au voisinage de +oo et 'intégrale f2+°° %dt
diverge. Donc 'intégrale f;—oo In*(t) dt diverge aussi.

2. Soit @ > 2. Les fonctions u : t — In*(t) et v : t — ¢ sont de classe C1, d’olt [ wv’ = [uv]3 — [ u'v. Donc
x T
/ In®(t) dt = & In®(z) — 2In%(2) — a/ In®~1(¢) dt.
2 2

Or In®~1(#) = o(In®(t)) quand t tend vers +oo. De plus In®(t) est positif au voisinage de +oco. Enfin I’intégrale
f;roo In®(¢) dt diverge. Donc [ In®~*(t) = o ([ In®(t) dt) > proposition 15 du chapitre ITI. Donc

x—+oo

/zlna(t)dt ~ zln%(z).
2



