D .. Série de sommes

Déterminer, pour « € R fixé, la nature de la série de terme général :
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Lidée est d’encadrer le terme k* + (n - k)°, uniformément en k € [1, n], par des quantités proportionnelles a n” :
la somme des n termes de u,, se compare alors a n fois une puissance de n, ce qui ramene 1'étude au critere de
Riemann.

Pour k € [1,n], on a d'une part, en majorant grossiérement chaque carré par n” :
2
k*+(n-k)° <n®+n*=2n

et d’autre part, en mettant sous forme canonique :
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Supposons désormais a > 0 (le cas @ < 0 est immédiat : le terme général u,, = n ne tend alors pas vers 0, et la série
diverge grossiérement). En élevant I'encadrement précédent a la puissance a > 0, qui conserve l'ordre entre réels
positifs, puis en prenant I'inverse (qui I'inverse), et enfin en sommant sur les n valeurs de k :

on . n
(2n2)® =" T (n2/2)"
c’est-a-dire :
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Il ne reste plus qu’a distinguer les cas selon la position de 2a — 1 par rapporta 1:
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e Si2a-1>1(c'est-a-dire a > 1), la série de Riemann de terme général # converge. Comme u, =0etu, < #,
le critere de comparaison donne la convergence de )" u,,.

e Si2a-1<1(cest-a-dire @ < 1), la série de Riemann de terme général W diverge. Comme u,, = W =0,
le critere de comparaison donne la divergence de Y u,,.

La série }_ u, converge donc si, et seulement si, @ > 1.

Remarque

Le cas a < 0 se traite immédiatement : le terme général u,, ne tend alors pas vers 0 (il est méme minoré par une
quantité qui explose ou reste supérieure a n, selon le signe strict de a), ce qui redonne la divergence, cohérente
avec la conclusion a > 1.

N 1 Décomposition de I'identité

Soient E un K-espace vectoriel et fi, ..., f, € L(E). On suppose que f; +---+ f, = Idg et que f; fj = 0. (g pour tous i,j € [1, p]
distincts. Montrer que fi, ..., f, sont des projecteurs et que E=Imf; ®---@Imf,.

Ce sont des projecteurs. L'idée est de composer la relation Idg = fi +--- + f, par f; : tous les produits croisés dispa-
raissent. Pour i € [[1, p] :

p
fi=fioldp=fi(fi++f)=Y fifi=f}
j=1
puisque f;f; = 0 pour j # i. Chaque f; est donc un projecteur.

La somme des images est E. Pour tout x € E, x = Idg(x) = fi(x) + - + f,(x) avec fi(x) € Imf;. Donc
E=Imfi +---+Imf,.

La somme est directe. Soient y; € Imfj, ..., y, € Imf, tels que y; +---+y, = 0. Appliquons f; : comme y; € Im f}, on
ay; :ﬁ-(yj), doncf,-(yj) = fif}(y]-) =0 pourj# i, et f;(y;) = y;i. L reste y; = 0. Ceci pour tout i : la décomposition du
vecteur nul est triviale, et la somme est directe.




Ainsi E=Im f; ®---®Im f,, et f; est précisément la projection sur Im f; parallelement a la somme des autres images :
pour x = y; +---+J,, on a en effet f;(x) = y; par le méme calcul.

Remarque

Laréciproque estvraie:si E = E; &---® E), etsi f; est la projection sur E; parallelement aux autres, alors ¥ f; = Idg
et f;f; =0 pour i # j. Une telle famille est ce qu’'on appelle un systéme de projecteurs associé a la décomposition.

N 1 Noyau d’'une somme

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie et u, v € L(E, F). Montrer que :

dimker(u+v) <dim(Imu nImv) + dim(ker u nkerv)

Sur ker(u+v), ona u(x) =-v(x) :le vecteur u(x) est dans I'image de u et dans celle de v. C'est ce qui suggere de
restreindre u a ker(u + v) et d’'appliquer le théoréme du rang : le noyau de cette restriction sera ker u nker v, et son
image sera dans Imu NImuw.

Notons N=ker(u+v) et w:N - F, x — u(x), larestriction de u a N.

Image de w. Pour x € N, on a u(x) + v(x) = 0, donc u(x) = v(-x) € Imv. Comme u(x) € Imu de toute fagon,
ImwcImunimu.

Noyau de w. Soit x € N tel que u(x) = 0. Alors v(x) = —u(x) = 0, donc x € keru nkerv. Réciproquement, si
x ekerunkerv, alors (u+v)(x) =0, doncx € N, et w(x) =0. Ainsi kerw =keru nkerv.

Conclusion. Le théoreme du rang appliqué a w, dont I'espace de départ N est de dimension finie, donne :
dimN =dimker w + rgw < dim(ker u nkerv) + dim(Im u N Im v)
Ce qu’il fallait démontrer.

Linégalité est optimale : pour v = —u, on aker(u + v) = E, et le membre de droite vaut rgu + dimker u = dim E par le
théoréeme du rang.

@ ® .1 Perturbation de rang un

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n = 1, ¢ une forme linéaire sur E et a € E. On note f 'endomorphisme
x—x+¢@(x)adeE.

Montrer que det(f) =1+¢(a).

Ecartons d’abord deux cas dégénérés. Si ¢ =0 ou a =0, alors f = Idg et det(f) = 1=1+¢(a). Supposons désormais
@ +0eta=0:1'hyperplan H = ker ¢ est alors de dimension 7 — 1. Lendomorphisme f coincide avec I'identité sur
H, ce qui invite a choisir une base contenant une base de H. Deux cas se présentent selon la position de a.

Cas1:a ¢ H,c'est-a-dire ¢(a) # 0. Alors E = H ®Vect(a), puisque a ¢ H et que H est un hyperplan. Soit (ey, ..., e,_1)
une base de H; la famille B= (e, ..., e,_1,a) est une base de E dans laquelle
flei)=e; (1<isn-1) et fla)=a+p(a)a=(1+¢(a))a

La matrice de f dans B est donc diag(1,...,1,1+¢(a)), de déterminant 1+ ¢(a).

Cas 2: a € H, c’est-a-dire ¢(a) = 0. 1l s’agit de montrer que det(f) = 1. Complétons a, qui est non nul, en une base
(a,e,...,e,_1) de H, puis choisissons e, ¢ H, de sorte que B = (a, e, ...,e,_1, e,) est une base de E. On a f(a) = a,
flei)=e;pour2<i<n-1,et

flen)=es+¢(en)a

La matrice de f dans B est donc I,, a laquelle on a ajouté le coefficient ¢(e;) en position (1,7) : c'est une matrice




triangulaire supérieure a diagonale de 1, de déterminant 1 = 1+ ¢(a).

Dans tous les cas, det(f) =1+ ¢(a).

Matriciellement, f = Id+u olt u = ¢(-) a est de rang au plus 1, et le résultat s’écrit det(I,, + AL) = 1 + LA pour
A colonne et L ligne : cest le lemme du déterminant de rang 1. On en déduit par exemple que I, + AL est
inversible si et seulement si LA # —1, ce qui est la clef de la formule de Sherman-Morrison pour l'inverse d'une
matrice perturbée par un rang 1.

En dimension 2 ou 3, la formule redonne les déterminants des transvections (¢(a) = 0, déterminant 1) et des
dilatations (¢(a) #0).

® .1 Rang par blocs
A

. A
Soient A,B € M,,(K). On pose M = (A A+B) € Mz, (K).
1. Exprimer le rang de M en fonction de A et B.

Les opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes ne changent pas le rang, et I'on peut les faire par blocs :
retrancher le premier bloc de colonnes au second revient a retrancher, pour chaque j, la colonne j a la colonne

n+j. On obtient successivement :
A 0 A 0
rgM:rg(A B):rg(o B)

la premiere égalité par C, — C, — C; sur les blocs de colonnes, la seconde par L, — L, — L; sur les blocs de lignes.

Le rang d'une matrice diagonale par blocs est la somme des rangs des blocs : 'image de (13 1(;) estImA xImB,

vu dans K" x K" = K?", de dimension rg A +rgB. Donc :

rgM=rgA+1gB

On peut formaliser les opérations par blocs comme des produits par des matrices inversibles, ce qui sera utile a

la question suivante :
(L, 0\[fA O0)\(I, I,
M_(In In)(o B)(O I,

. . . . A A IRTIR
comme on le vérifie en effectuant le produit : le produit des deux derniers facteurs vaut (0 B)’ et multiplier a

A
gauche par la premiere matrice ajoute la premiere ligne de blocs a la seconde, ce qui donne ( =M.

A
A A+B

2. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que M soit inversible, et calculer M ~! dans ce cas.

Lamatrice M estinversible si, et seulement si, rg M = 2n, c’'est-a-dire, d’apresla question 1, r g A+rg B = 2n. Comme
rgA <netrgB <n,celaéquivautargA=rgB=n:

M € GLy, (K) = AeGL,(K) et BeGL,(K)
Dans ce cas, la factorisation de la question précédente s’inverse facteur par facteur, dans 'ordre inverse. Les deux

. . . . I, 0 I, -I, PP .
matrices triangulaires par blocs ont pour inverses I et o ], | commeon le vérifie immédiatement,
~In n n
-1 0
et la matrice diagonale par blocs a pour inverse o Bl Donc:




o (L -L\(AT o\(L o0
1_ n n n
M ‘(0 In)( 0 Bl)(—l,, I,,)
(A -B"\(I, 0\ (A'+B' -B!
“\o B'J\-1, 1,] \ -B! B!
On vérifie sur le produit MM " : le bloc en haut & gauche vaut A(A™' +B™') — AB™! = I,,, celui en haut a droite

~AB™! + AB™! = 0, celui en bas a gauche A (A’1 +B’1) ~-(A+B)B'=I1,+AB' - AB™! -1, = 0, et celui en bas a
droite ~AB™'+(A+B)B™' =1,.

U
1%

BY =V -U,soitY=B"'(V-U), puis la premiere ligne A(X+Y) =U donne X =AU -Y.

On peut aussi obtenir M ! en résolvant par blocs le systéme M ();) = ( ) : la différence des deux lignes donne

@ ® .1l Commuter avec tous

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie 7 = 1 et f un endomorphisme de E commutant avec tous les endomor-
phismes de E :

VgeL(E), fog=gof

Lobjet de I'exercice est de montrer que f est une homothétie.

1. Montrer que toute droite vectorielle de E est stable par f.

Lhypothese porte sur tous les endomorphismes : il s’agit donc d’en choisir un qui soit taillé pour la droite
considérée. Le candidat naturel est un projecteur sur cette droite, dont 'image est exactement la droite.

Soit x un vecteur non nul de E et D = Vect(x). Complétons x en une base (x,e,,...,e,) de E, et notons p le
projecteur sur D parallelement a Vect(e,,...,e,), c'est-a-dire I'unique endomorphisme tel que p(x) = x et
p(e;)=0pouriz=2.
Lhypothése donne fop =po f. Evaluons en x :

flp(x)=f(x) et p(f(x))
d’'ol1 f(x) = p(f(x)). Orl'image de p est D, donc f(x) € D.

Ainsi f(D) € D : toute droite est stable.

2. Endéduire que, pour tout x € E, il existe un scalaire A, tel que f(x) = A, x.
Pour x =0, n'importe quel scalaire convient.

Pour x # 0, la question 1 donne f(x) € Vect(x), c'est-a-dire qu’il existe un scalaire 1, tel que f(x) = A x. Ce
scalaire est de plus unique, puisque x est non nul.

/\ Attention

A ce stade, le scalaire A, dépend a priori du vecteur x, et c'est précisément ce qu'il reste a écarter. Conclure
ici que f estune homothétie serait une faute : il reste a voir que le scalaire est le méme pour tous les vecteurs,
ce qui n'a rien d’évident.

3. Conclure.

Il s’agit de montrer que A, ne dépend pas de x. On compare deux vecteurs non nuls, en distinguant selon qu’ils
sont colinéaires ou non.

Soient x et y deux vecteurs non nuls de E.




Premier cas: (x,y) est libre. Appliquons la question 2 au vecteur x + y, qui est non nul :

Aury (x+y)=f(x+y) =f(x)+f(¥) = Aex+ Ayy

En regroupant :
(Axﬂ, - Ax)x + (Axﬂ, —Ay)y =0
La famille (x,y) étant libre, les deux coefficients sont nuls, d’ot1 A, = Axsy =Ay.
Second cas: y = ux avec p # 0. Alors :
Ayy =f(y) =f(px) = pf(x) = pAex = Asy
etcomme y #0, il vient 1, = A,.

Dans les deux cas les scalaires coincident. Il existe donc un scalaire A tel que f(x) = Ax pour tout x € E, autrement
dit :
f=Aldg

Réciproquement, toute homothétie commute évidemment avec tout endomorphisme.

Les endomorphismes cherchés sont donc exactement les homothéties.

Remarque

En termes matriciels, on vient de déterminer le centre de I'algebre M, (IK) : ce sont les matrices scalaires
AL,

® .1l Puissances de sommes

. . -1
Soient ay,...,a,, by, ..., b, € C. On note M la matrice ((ai+b]~)n )

1.

1<ij<n’

Ecrire M comme le produit de deux matrices carrées.

La formule du bindme développe chaque coefficient en une somme de 7 termes, chacun produit d'un facteur ne
dépendant que de i par un facteur ne dépendant que de j : c’est exactement la structure d'un produit matriciel.

Posons donc, pour i€ [1,n] etke[0,n-1]:
n-1y “1-k
A= ( k )Lll- et Bk,j = b]-n

-1
Alors (AB)Z.J. =Yy AixBr,j= (a,- + bj)" , C’est-a-dire M = AB, les indices de sommation k courantde 0 a n—1.

En déduire det(M).

Il reste a calculer les deux déterminants, qui sont tous deux des Vandermonde a peine déguisés. On note
V(xy,...,x,) = det(x{_l) = I (xj —xl-) le déterminant de Vandermonde.
1<i<jsn

k

Le déterminant de A. La colonne k de A est (";1) fois la colonne (ai )i : en sortant ces scalaires par linéarité,

det(A) :;i:[:,(nlz 1) xV(ay,...,an)



Le déterminant de B. Laligne k de B est (bj"’l’k )j :les puissances apparaissent dans l'ordre décroissant, de n—1

a 0. En renversant 'ordre des lignes, on obtient la transposée d'un Vandermonde, de déterminant V(by, ..., by,).
n(n-1)
Le renversement de 7 lignes est une permutation de signature (-1) 2 — c'est la permutation k — n-1-k,

n-1)

qui possede n( >— inversions. Donc :

n(n-1)
det(B)=(-1)"2 V(b,...,by)

Conclusion. Par multiplicativité :

@)= (-0 (") T (a-a) (-0

l<i<j<n
Vérification. Pour 7 = 2, la formule donne — (a, — a; ) (b, — by ), et le calcul direct :

Cl1+b1 d1+b2
a2+b1 d2+b2

:(al+b1)(a2+b2)—(a1+b2)(a2+b1):—(a2—a1)(b2—b1)

Remarque

La factorisation M = AB montre au passage que le rang de M est au plus n quelle que soit la taille : si 'on
prend m > n points a; et bj, la matrice ((a,- + bj)n_l) de taille m est de rang au plus n, donc de déterminant
nul.

® ..l Inverses des nombres premiers

Soit (pn) ,en+ 12 suite strictement croissante des nombres premiers. Montrer que la série ) | — diverge.
Pn

Lidée est de raisonner par I'absurde en supposant la série convergente, ce qui entrainerait la convergence d'une
suite de produits reliée par unicité de la décomposition en facteurs premiers a la série harmonique, dont on sait
qu’elle diverge.

Supposons par 'absurde que Y pi converge. Comme —ln(l = pi) ~ pi et que les deux termes généraux sont
n n/) n—+oo Pn

positifs, la série Y —ln( 1- pi) converge également, par théoréme d’équivalence pour les séries a termes positifs.
n

En passant a I'exponentielle des sommes partielles, on en déduit que la suite de terme général :

LV
uN:H

1
n=11- o0

converge (vers I'exponentielle de la somme de la série précédente).

Or, pour tout M = 1, en développant chaque facteur en série géométrique :

LI oot =1+ +oo 4 !
1—,71 ioPs P !
d’ot1, en développant le produit :
N +oo 1 N 1 1
uy =[] 2H(1++-~+)
n=1k=0Px =i\  Pn 4

En choisissant M suffisamment grand, le produit de droite, une fois développé, contient les inverses de tous les
entiers compris entre 1 et py : en effet, tout entier i € [1, py] ne fait intervenir dans sa décomposition en facteurs
premiers que des nombres premiers inférieurs ou égaux a py, donc parmi py, ..., py. On obtient ainsi :

PN 1
uszf
i=11?

Ceci est absurde, car le membre de droite, somme partielle de la série harmonique, tend vers +oo quand N — +oco
(puisque py — +00), alors que (uy) a été supposée convergente. Cette contradiction établit la divergence de Y pi.







