LycEE CLEMENCEAU — NANTES 2026-2027 — MPI/MPT*

CORRIGE DE LA COLLE N° Q2

Algébre linéaire

3 octobre 2026

Exercice 1. 1. Soit M € .#,(R). Montrer qu’il existe une unique matrice antisymétrique A, une unique
matrice symétrique S et un unique réel ¢ € R tels que

M=A+S8+cl, et Tr(S)=0.

2. En déduire la décomposition de l'espace vectoriel .#,(R) en la somme directe de trois sous-espaces
vectoriels.

1. Analyse : Soit M € .#,(R). Supposons que M = A+ S + cl,,, que A € @,, S € .75 et tr(S) = 0.

Alors tr(M) = 0 + tr(S) + ¢ x tr(I,) = ne car tr(l,) = n et les élements diagonaux (et done la trace) d'une matrice

i P 3. tr( M
antisymétrique sont nuls, d'on1 ¢ = L(“—l

D'autre part, MT = —A+ § + cl, d'on A = M=MT gy g = MIMT _ .1 Doy Punicité de (A, S, c).

Synthése : Posons ¢ = M, A= % et § = i‘ﬂ;\i —cln. Alors M = A+ S + cl, tr(S) = tr(M) — t—r(rgln =0,

e n
la matrice A est antisymétrique et la matrice S est symétrique. D’on I'existence.

2. L’ensemble .%;, N Ker(tr) des matrices symétriques de trace nulle est un sev de .#,(R) car c’est I'intersection de deux
sev. Et Vect(I,) est aussi un sev. De l'existence et de 'unicité de la décomposition M = A + § + cl,,, on tire que :

Mn(R) = ), @ (Fn NKer(tr)) & Vect(1,).
Exercice 2. Soit E un espace vectoriel.
1. Soient p et ¢ deux endomorphismes de E tels que po g = g o p. Montrer que :
Ker(p) + Ker(q) C Ker(pog) et Im(pogq) C Im(p) N Im(q).

2. Soient p et ¢ deux projecteurs de E tels que po g = g o p. Montrer que :
(a) peo g est un projecteur;
(b) les inclusions précédentes sont des égalités.

Soit E un espace vectoriel.

1. 1l suffit de montrer que : Ker(p) C Ker(po q) et Ker(g) C Ker(pogq).
Hypotheése : pog=gop.

Soit = € Ker(p). D'ol1 p(z) = 0f, d’oi go p(x) = g[p(x)] = g(0g) = 0, d’olt = € Ker(go p), d’'ott = € Ker(pogq) (car
pog=gqop).
Conclusion : Ker(p) C Ker(poq).
De méme, Ker(q) C Ker(po q).
2. Par hypothése, pop=p,gog=qgetpog=gqgop.
(a) (pog)o(pog)=(pog)o(gop)=po(gogq)op=pogop=popog=pogq, donc poq est un projecteur.



(b) Soit = € Ker(pe g). Ce vecteur x s'éerit = = g(z) + [z — g(x)].
D'une part, g(x) € Ker(p) car x € Ker(poq).
D’autre part, = — g(x) € Ker(g) car gz — g(z)] = g¢(z) — g 0 g(z) = q(z) — q(z) = Op.
Donc Ker(p o g) C Ker(p) + Ker(g). Et I'incusion dans 'autre sens a déja été montrée, d’ol I'égalité.

Soit = € Im(p) N Im(q).
D’une part, 3z1 € E, y = p(z1) car y € Im(p). D’autre part, 3z2 € E, y = g(z2) car y € Im(g).

Or pop = p car p est un projecteur. Dot y = p(y) = po g(z2). Do y € Im(p o q). Donc Im(p) N Im(q) C Im(peo q).
Et l'inclusion dans 'autre sens a déja été montrée, d’on 1'égalité.

Exercice 3. Soient E un K-espace vectoriel de dimension 3 et un endomorphisme ¢ € £(E) tel que ¢ = 0 et
02 #0. (Onanoté o> =poyet g’ =popoyp.)

1. Montrer qu'il existe un vecteur ug tel que la famille (ug, ¢(ug), 992(11.(})) est une base de E.

2. Ecrire la matrice de i dans cette base.

3. En déduire qu'un endomorphisme commute avec ¢ si, et seulement si, il appartient a K[p].

4. Déterminer tous les endomorphismes de K3[X] qui commutent avec

f : K‘;[X] — KQ[X]
P = P

Voir, ci-dessous, le corrigé manuscrit de Louise.
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