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Exercice 1. Soient a et b deux réels. Diagonaliser, si possible, la matrice

a®> ab ab b?
ab a®> b ab
ab b a® ab
B2 ab ab a?

€ My 4(R).

(On essaiera de deviner des valeurs propres et vecteurs propres de la matrice A.)

Les vecteurs colonnes g1 = (111 1)T, ea=(1 —1 =117, e3=(100 —1)T et 4 = (01 —1 0)T sont des vecteurs propres de
la matrice A, associés respectivement aux valeurs propres A1 = (a + )2, A2 = (a — b)2, A\3 = a® — b? et \g = a® — b2. IIs forment
une base de My 1(R) car ils sont au nombre de 4 et ils sont libres :

ay +az+az3 =0
a1 —az+a4 =0

a1€1 + age + azez + agey = Opa = — a1 —=ags =a3z =aq = 0.
a1 —a2 —ag =0

al +az2 —az =0

La matrice A est donc diagonalisable car la matrice

1 1 1 o0 (a+1b)?
_ 2
P= 1 7} 8 jl est inversible et la matrice P 1AP = (a=b) a2 — B2 est diagonale.
1 1 -1 o0 a? = b

b a ... a

A=|
a
a .« .. a b

1. Montrer que b— a est une valeur propre de A et déterminer une base du sous-espace propre correspondant.
2. Déterminer, s’il en existe, une matrice inversible P telle que P~!- A - P est diagonale.

1. Sia =0, alors A = bl,, et tout vecteur de R™ est un vecteur propre associé a la valeur propre b. Donc Sp(A) =b et la
base canonique de R™ est une base du sep Ker(bl,, — A). Sinon :

b a

S}

T T

AX =(b—-a)X <= @ | =a



— a-(xr1+-+xzn)=0
<~ (x1+:--+zn)=0cara#0
— Ty = —T] —* —Tp—1
1 0 0
0 1 0
— X=zi| : | tz2| |+ FTa-1]|
0 0 1
-1 -1 -1
N—— N——
€1 €2 En—1
De plus, la famille de vecteurs (1, -+ ,en—1) est libre, c’est donc une base du sous-espace propre de A associé a la valeur

propre b — a.
2. Sia =0, alors la matrice A est diagonale, donc diagonalisable car il suffit de choisir P = I,,. Si a # 0, alors tentons une
analyse-synthese :
ANALYSE — Si A est diagonalisable, alors tr A = nb = (n — 1)(b — a) + A ol A, est la derniére valeur propre de A, d’ou
An=b+ (n—1)a;

1
1
SYNTHESE - AX =b+(n—1)a]X <= z1=22="-2p < X =11
1
N
En
CONCLUSION — La famille (libre) de vecteurs (€1, ,en—1,€n) est une base de My, (R) formée de vecteurs propres de la matrice
A. Donc cette matrice est diagonalisable. Plus précisément, si
1 0 0 1
0 1 0 1 b-a
b—a
P= et D=
0 0 1 1
1 1 11 b+ (n—1a

alors P"1AP = D.

Exercice 3 (AB & BA).

1. Soient A et B deux matrices de M,, ,,(K). Calculer les deux produits matriciels par blocs

zl,— BA B I, O ¢ I, O zl, B
0 oI, ) \A 1,) ¢ A 1,)\ 0 =xI,—AB)"
En déduire que les matrices AB et BA ont le méme polyndéme caractéristique et donc le méme spectre.
2. Supposons que A est inversible et que AB est diagonalisable. Montrer que BA est diagonalisable.

1. Soit « € K. Les deux produits matriciels par blocs

zl, — BA B I, 0\ [z, B ¢ I, O zly B _(zI, B
0 el J\A I,) " \zA zI1,) ° A I,)\ 0 al,-AB) = \zA aI,
sont égaux, d’ou leurs déterminants aussi. Or on peut calculer ces déterminants par blocs car ils sont triangulaires par
blocs :
det(zlp, — BA) - det(zIy) X det(Iy,) - det(In) = det(Iy) - det(I,) x det(zly) - det(xl, — AB).
Or det(zI,) = 2™. Dot 2" - (xaB(x) — xBA(2)) = 0 pour tout = € R.
e PREMIERE METHODE : D’out xap(z) — xBa(x) = 0 pour tout = € R*. D’ou le polynéme xap — x4 est nul car il a
une infinité de racines (& savoir tous les réels non nuls). D’olt x4 = xBA-
e SECONDE METHODE : D’ol1 le polynéme X™ - (xap — xBAa) est nul car il a une infinité de racines (a savoir tous les
réels). D’olt xAp = XBA-
Donc les polynoémes caractéristiques de AB et de BA sont égaux. Les valeurs propres étant les racines du polynoéme
caractéristique, les spectres de AB et de BA sont aussi égaux.

2. La matrice AB est diagonalisable, il existe donc une matrice inversible P telle que P"1ABP = D. D’ot B = A—'PDP~1,
donc BA= A"1PDP'A = (A"1P)D(A~1P)~! est semblable &4 D. Donc BA est aussi diagonalisable.



Exercice 4 (uov & vou). Soient u et v deux endomorphismes d’un espace vectoriel.

1. Soit A une valeur propre de uw o v. Montrer que : si A # 0, alors A est aussi une valeur propre de v o u.

2. On suppose que FE est de dimension finie. Montrer que la propriété de la premiere question reste valable
pour A = 0.
3. Soit, pour chaque polynéme P € R[X],

uw(P)=P et o(P)= /OX P(t)dt

Déterminer Ker(uowv) et Ker(vowu). Conclure.

1. Soit A une valeur propre de uwo v : il existe un vecteur x # Og tel que u(v(z)) = Az. D’ou (v o u)(v(z)) = Av(x). Or
v(z) # 0 car u(v(z)) # 0. Donc X est une valeur propre de v o .

2. On suppose que E est de dimension finie. Si 0 est une valeur propre de u o v, alors det(uowv) = 0. Or det(uov) = det(vou).
D’ot1 det(v o u) = 0. Donc 0 est une valeur propre de v o u.

3. Pour chaque polynéme P € R[X], uov(P) =P et vou(P) =P — P(0). D’ott Ker(uov) = {0} et Ker(vou) =Rp[X].
D’ou 0 est une valeur propre de v o u mais pas de u o v. Donc la propriété de la question précédente n’est pas toujours
vraie en dimension infinie.

Exercice 5 (Banque PT 2007, épreuve A). Soient n un entier naturel et f I’endomorphisme qui, & tout
polynéme P de R[X], associe le polynéme de R[X] défini par
f(P)=(X?*-1)-P"+ X -P.

1. Montrer que le sous-espace vectoriel R, [X] est stable par f.

2. L’endomorphisme ¢,, induit par f sur le sous-espace vectoriel R, [X] est-il diagonalisable ?

3. Déterminer le noyau Ker(y,,) de 'endomorphisme ¢,,. Et le noyau Ker(f) de I’endomorphisme f.

4. Montrer que, pour chaque entier naturel k, il existe un unique polynéme unitaire T} de R[X] tel que

(X2 1) T/ +X -T,—k* T, =0.

Quel est le degré de ce polynéome T} ? Déterminer les polynoémes Ty, 11 et Ts.

1. f(XO) =0, f(X) =X et f(XF)=(X2=1)-k(k—1)XP 24 X - kXF1 =k2XF — k(k — 1)X*=2 pour tout k € [2,n]. 1l
en résulte que, pour tout k € [0,n], f(X*) € R,[X]. Donc, par linéarité de f, I'image de tout polynéme de R, [X] est un
polynéme de R, [X].

2. La matrice A,, de ¢, dans la base canonique de R, [X] est, d’apres les calculs de la question précédente,

0 0 —-2x1 0
0 12 0 0
An=10 0o 22 . —nm-1)
o : 0
0 0 0 n2

Le polynéme caractéristique de la matrice A, est det(Alp4+1 — An) = (A —0)- (A —1) - (A —22)--- (A — n?) (c’est un

déterminant triangulaire, donc égal au produit des éléments diagonaux). Donc Sp(¢n) = {0,1,22,--- ,n?}.

L’endomorphisme ¢, posséde n+1 valeurs propres distinctes deux a deux, or n+1 = dim R, [X], donc ¢, est diagonalisable.



3. Du polynéme caractéristique, on déduit que, pour chaque valeur propre A, 1 < dim Ker(Aid — ¢p5) < 1.

Le noyau Ker(¢y, ) est aussi le sous-espace propre Ker(0id — ¢5,) associé a la valeur propre 0. Or ce sous-espace propre
est de dimension 1 et contient le polynéme 1 (car f(X9) = 0), donc Ker(p,) = Vect(1) est ’ensemble des polynomes
constants.

Soit P un polynome de Ker(f). Soit un entier n supérieur au degré de P. Alors P € R, [X]. Or f(P) =0, d’ou pn(P) = 0.
D’ott P € rmKer(¢n). Donc le polynémeP est constant d’aprés le début de cette question. D’ott Ker(f) C Vect(1).
Réciproquement, si un polynéme P est constant, alors f(P) = 0.

D’ou Vect(1) C Ker(f). Donc Ker(f) = Vect(1).
4. Soit keEN: (X2 —1)- T} + X - T} —k? . T, =0 <= f(Ty) = k?Ty < T} € E2(f).

n—1
ANALYSE : Si T, = X" + Z a;X*? est un polynéme unitaire de degré n, alors le coefficient dominant du polynéme f(Tx)
i=0
est n? d’aprés la question 1. Par suite, si f(T)) = k2T}, alors n = k, donc deg Ty, = k. D’ott f(Tx) = wi(Tx) = k2T},. D’olt
T} est un polynéme non nul du sous-espace propre Ejz2(¢r). Or ce sous-espace propre est de dimension 1, donc T}, est
I’'unique polynéme unitaire de ce sous-espace propre. SYNTHESE : ce polynéme est bien une solution.

0 0 -2
La matrice de @2 dans la base canonique de Ra[X] est Ao = [0 1 0
0 0 4
0o 0 -2 —1 —1
F(X0) = p2(X%) =0=0X0 f(X) =p2(X) =X =1Xet [0 1 0 0| =4(0],douf2x2-1) =
0o 0 4 2 2
P2(2X2 — 1) =4(2X2 - 1).
Donc To=1Th=XetTh=X2-1
Exercice 6 (La matrice compagnon).
Soient K égal a R ou C, p scalaires ag, a1,---, ap—1 dans K et la matrice
0 1 0 . . 0
M= € Mpy(K)
: . 1 0
0 -0 .- . 0 1
_ao ... RS —ap_s _ap_2 _a'p—l

1. Montrer que A est une valeur propre de la matrice M si, et seulement si,
N ta, (Nt a\? +ad+ag=0

de deux manieres :

— en calculant le polynome caractéristique de M ;

— en recherchant les vecteurs propres associés au scalaire A.

2. Quelle est la dimension du sous-espace propre associé a chaque valeur propre A ? Montrer que la matrice
M est diagonalisable si, et seulement si, elle possede p valeurs propres distinctes deux a deux.

1. Premiére méthode : Le polynéme caractéristique de la matrice M, défini par xps(z) = det(xlp, — M) pour tout z € K, est



un déterminant p X p, qui, aprés Popération Cq < C1 + xCs + 22C3 + - - - + 2P~ 1), sur les colonnes, s’écrit

o -1 0 .- 0
: . 1 0
0 0 -1

P(af}) e . ap—3 ap—2 ap—1

et se développe en suivant la premiere colonne :
xm (@) = (=P~ P(z) - (=1)P~! = P(z), avec P(z) = 2" + ap—12P "1 + -+ — asx? + a1z + ao.
Et X\ est une valeur propre de la matrice M si, et seulement si, xas(A\) = 0.

Seconde méthode : Soient un scalaire A et un vecteur colonne X = (z1,--- ,:cp)T :

T2 = AT1, T3 = AL3, " Tp = ATp_1
MX =)X <+ ’ k P P
—agr1 — ax] — - — ap_12P = Axp

X =x1- (LA, 22T (%)
A {P(A) =0 (xx)

Donc X est une valeur propre si, et seulement si, (xx). Et les vecteurs propres sont les vecteurs non nuls donnés par ().
2. On reprend la seconde méthode de la question précédente. Pour chaque valeur propre A, les vecteurs du sous-espace propre
Ker(AI, — M) sont donnés par (x). D’ott Ker(\, — M) = Vect(ey), ol ey est le vecteur colonne (1,2, -+, AP~1)T,

La matrice M est diagonalisable si, et seulement si, la somme des dimensions des sep est égale & p. Or chaque sous-espace
propre est ici de dimension 1. Donc elle est diagonalisable si, et seulement si, elle posséde p valeurs propres distinctes deux
a deux.

Exercice 7 (Discuter suivant les valeurs des parametres).

Soient a, b et ¢ trois réels. Soient, dans M3(R), les deux matrices

1
A=10
0

o = Q

1 2 b 0
0 et B=10 ¢ O
a 0 0 2

Pour quelles valeurs des réels a, b et ¢ ces matrices sont-elles diagonalisables ?

REDAC : Ne pas confondre parametres (a, b, ¢) et inconnues (z, y, z). Dans les sytémes d’équations a suivre, on cherche les
solutions (z,y, z) en disjoignant les cas suivant les valeurs des parametres a, b ou c.

1. @ Sia=1,alors xa(X) = (X — 1)3, d’ott Sp(A) = {1}. La matrice A n’est pas diagonalisable car A # Is.

1< dim Ey1(4) <2

e Sia#1,alors xa(X) = (X —1)?(X — a), d’ou Sp(4) = {1;a} et {1 < dim Fa(A) <1

La matrice A est diagonalisable si, et seulement si, la somme des dimensions des SEP est égale a 3, si, et seulement si,
=0
dim By (A) = 2. Soit X € .41 (R) : AX =1X < {“y

z =

— Sia=0, alors soit X € #31(R) : AX =1X <= 2z=0, dot dimE;(A) = 2.

z=0

D’ou la matrice A est diagonalisable si, et seulement si, a = 0.

=0
— Sia#0, alors soit X € .#31(R) : AX = 1X <= {y , d’oit dim By (A) = 1.

e Donc la matrice A est diagonalisable si, et seulement si, a = 0.

2. o Sic=2,alors xg(X) = (X —2)3, d’ou Sp(B) = {2}.
— Si b =0, alors la matrice B = 213 est diagonale, donc diagonalisable.
— Si b # 0, alors la matrice B n’est pas diagonalisable car B # 213.



1< dim Ea(B) < 2
1 < dimEe(B) < 1
si, et seulement si, dim Eo(B) = 2. Soit X € #31(R) : BX =2X <= y = 0. D’ol la matrice B est diagonalisable.

e Sic# 2, alors xp(X) = (X —2)%(X —c¢), d’ot1 Sp(B) = {2;c} et { . La matrice B est diagonalisable

e Donc la matrice B est diagonalisable si, et seulement si, ¢ # 2 ou b = 0.

Exercice 8 (Une matrice de rang 1 est diagonalisable ssi sa trace n’est pas nulle).
> TD n°2 exo 4 : matrices de rang 1 et base adaptée

On considére une matrice M de taille n x n et de rang 1.

1. On suppose que tr(M) = 0. Montrer que M n’est pas diagonalisable et préciser le spectre de M.
2. Réciproquement, on suppose que tr(M) # 0. Montrer que M est diagonalisable et préciser son spectre.

On se place dans une base adaptée (REDAC : construire explicitement cette base > TD n°2 exo 4) : la matrice M étant de rang 1,

0 -~ 0
elle est semblable & une matrice M’ = | - © 1| ol les * sont des réels et A aussi est un réel, égal & tr(M’). En outre,

0 - 0 =

0 -+ 0 X

tr(M’) = tr(M), Sp(M’) = Sp(M) et la matrice M’ est diagonalisable si, et seulement si, la matrice M Dest.

1. Le réel X est nul et le polynéme caractéristique de M’ est donc x4 (X) = (X —0)™. D’ou Sp(M’) = {0}. Par absurde :
si M’ est diagonalisable, alors M’ est semblable & la matrice nulle, d’ot M’ est la matrice nulle. C’est absurde car le rang
de M’ vaut 1.

2. Le polynéme caractéristique de M’ est x 7/ (X) = (X —0)”~1. (X — A) et A n’est pas nul. La matrice M’ a donc deux
valeurs propres distinctes : 0 et A = tr(M).

D’une part, SEP(0) = Ker(0I, — M') = Ker(M’) a pour dimension n — 1 d’aprés le théoréme du rang. Il existe donc une
base (€1, -+ ,en—1) de SEP(0).

D’autre part, il existe au moins un vecteur propre €, associé a la valeur propre A.

Enfin la famille (€1, ,en—1,&n) est libre car les sep sont en somme directe. Or elle contient n vecteurs. C’est donc une
base formée de vecteurs propres de M’, qui est par suite diagonalisable.

Exercice 9 (Matrices stochastiques). On dit qu’une matrice A = (a; ;) € M, (R) est stochastique si

V(i j) € [Ln]? ai; >0 et Vie[ln], > ai;=1.
j=1

1. Soit U = (11--- 1) € M,1(R). Montrer que A est stochastique si, et seulement si, tous ses éléments de
matrice sont positifs et AU = U. En déduire que 1 est une valeur propre de toute matrice stochastique
et que le produit de deux matrices stochastiques est encore stochastique.

2. Montrer que le spectre (réel) d’une matrice stochastique est inclus dans [—1, +1].

3. On suppose que tous les élements a; ; d'une matrice A stochastique sont strictement positifs. Montrer
que le sous-espace propre Ker(l,, — A) est égal a Vect(U).

1 2ioian 1
L. Vi€ [1L,n], 37 4 ai; = 1si, et seulement si, AU=Ucar A | : | = =1:
1 2?21 An,j 1

Soient A et B deux matrices stochastiques :

— le réel 1 est une valeur propre de la matrice A car le vecteur colonne U n’est pas nul et AU = 1U ;
n
— d’une part, les éléments de matrice ¢;; = Z a;xby; du produit C = AB sont positifs car tous les a;; et by; le sont
k=1
et, d’autre part (AB)U = A(BU) = AU = U.



z1
2. Si un réel X\ est une valeur propre de la matrice stochastique A, alors il existe X = € Mn1(R) non nul tel que

Tn
AX = AX. D’ou, pour chaque i € [1,n], 22:1 a; ;T = Ax;.

Notons m = max(|z1],- - , |zn]|). Il existe un indice ¢ tel que |z;| = m et, pour cet indice ¢ : Z?:l a;jxi| = A -m.

D’apres I'inégalité triangulaire, |3°7_; a;j2;| < 327 |aq,;

“|zjl < 32721 ai,j - m car chaque coefficient a; ; est positif

par hypothese.

D’ou [A|-m < Z?:l a; j-m. Or le réel m est strictement positif car le vecteur colonne X n’est pas nul. D’ou
Donc |A| < 1.

3. De la premiere question, on déduit que AU = U, d’ou U € Ker(I, — A) qui est un sev, donc Vect(U) C Ker(I, — A).
Réciproquement, en supposant de plus que tous les a;; sont strictement positifs : si X est un vecteur de Ker(l,, — A),
alors AX = X. D’ou, pour chaque i € [1,n], Z;Lzl a;,jxj = x;. En particulier, soit ¢ un indice tel que x; est maximal :

Al < Z?:1 Q5.

Z?:1 a; jrj = ;. Or Z;‘L:I a;jr; < 2?21 a; 52y < x; et il y a égalité si, et seulement si, tous les x; sont égaux car tous
les a;,; sont strictement positifs. Donc X € Vect(U).

Exercice 10 (Trigonalisation & équations différentielles).

A= (_01 ;) € Ms(R).

1. Montrer que la matrice A n’est pas diagonalisable. Est-elle trigonalisable ?

Soit la matrice

2. Montrer qu’il existe deux réels a et b et une matrice inversible P telles que P~'AP = (8 2) et les

déterminer.
3. En déduire toutes les solutions, sur R, du systeme d’équations différentielles

a'(t) = y(t)
y'(t) = —=(t) + 2y(t)

1. Le polynéme caractéristique de la matrice A est x4 = (X — 1)2. D’ou :

— le spectre de A est {1} et A n’est pas diagonalisable (car, par Pabsurde, si A est diagonalisable, alors A est semblable
alz, dott A=1Is);
— mais A est trigonalisable dans M2 (R) car x4 est scindé dans R[X].

2. ANALYSE — Si A est semble & T = (a 1), alors (X —1)2=xa=x7=(X-a)(X —b),donca=b=1.

0 b

SYNTHESE — Soient T = ((1) }) et P la matrice dont la premiére colonne est V] et la seconde colonne V5 :
PlAP =T «— AV =1Vj et AVy = 1V; + 1Va.
D’une part, A (1) = (}) . On peut donc choisir V1 = (1) . D’autre part, en notant Vo = (z) :

y=1+4+=z
AVp =1V +1Vy <— <~ y=1+n=z.
2 1 2 {x+2y=1+y Y

Choisissons x = 0, c’est-a-dire Vo = (?)

CONCLUSION — La matrice P = (i [1)) est inversible (car det P =1 # 0) et P~1AP =T.
3.
' (t) = y(t) Y — A _ (=)
{y’(t) — () + 29(8) <~ X'(t)=A-X(t) ennotant X(t) = (y(t))
< U'(t)=T-U(t) en notant U(t) = P~1X(¢)
w'(t) = u(t) +v(t) _ (u®)
= {v’(t) —o(t) en notant U(t) = (v(t))



D’une part, v'(t) = v(t) <= v(t) = Ke'. D’autre part :

W(t) =u(t) + Ket <= l(t)el +£(t)e’ = £(t)e! + Ke' en faisant varier la constante, c’est-a-dire en posant u(t) = £(t)e
— Vt)=K
— (t)=Kt+L
<~  u(t) = (Kt+ L)t

Or U(t) = ( Kt+L)e ) — X(t)=P - U(t) = ((K(tfit;;i)’f)eJ )

x(t) = (Kt + L)et

D Y <= 3(K,L) € R%, Vt€R,
onc ( ) {y(t):(Kt+K+L)et

1 1 -1
Exercice 11 (Commutation et stabilité > proposition IV.35). Soit la matrice A= | 2 3 —4
4 1 —4

1. Déterminer le spectre de la matrice A et trouver une matrice P inversible telle que P~' AP est diagonale.
2. Soit B une matrice de taille 3 x 3 qui commute avec A (AB = BA). Montrer que B est diagonalisable.

1. Soit A €R: X € Sp(A) <= det(AI3 — A) = 0. On calcule le polyndme caractéristique :

A-1 -1 1 1 -1 1
-2 A—3 4 = (A=1)-|1 Xx-3 1 (C1+C2+C3 = Cq)
—4 -1 A+4 1 -1 A+4
1 0 1
= A=1D-|1 Xx=2 1 (Ca+C1 — Ca)
1 0 A+4
1 1
= ()\71)-()\72)-‘1 /\+4‘
= A=1-(A=2)-(A+3)

Donc Sp(A) = {1;2; —3} et la matrice A est diagonalisable car elle est de taille 3 et posséde 3 valeurs propres distinctes
deux & deux. Soit V € .#31(R) :

r+y—z=1zx 1

=x
AV =1V <= 22+ 3y—4=1y <:><:>{y = V=z|l1
1

z=z
de+y—4z =1z

r4+y—z=2x 1
xr ==z
AV =2V <= (22 4+3y—4=2y <:><:>{ _q = V=z|2].
doe +y—4z =2z y=2z 1

T+y—z=—-3¢ _7 1
AV = -3V <= (22+3y—4= -3y @---@{ylf — V=x|T7].
z = x
dx+y—4z = =3z 11

Les vecteurs-colonnes Vi = (111)%, Vo = (121)T et V3 = (17 11)7 sont libres car leurs valeurs propres sont distinctes deux &

1 1 1 1 0 0
deux, donc la matrice P= |1 2 7 | est inversible et la matrice D=P~1-A-P=[0 2 0 | est diagonale.
1 1 11 0o 0 -3

2. Les matrices A et B commutent, d’ou : les sep de A sont stables par B. Par conséquent :



— d’apres la question 1, le vecteur-colonne Vi = (11 I)T appartient au sous-espace propre Ker(1/3 — A), d’ol son
image BVj aussi. Or Ker(1I3 — A) = Vect(V1), d’ott BV; € Vect(V1), d’ott 3\ € R, BV = A1V, donc Vi est un
vecteur propre de B.

— de méme, V2 et V3 sont des vecteurs propres de B.

Or, d’apres la question 1, (V1, V2, V3) est une base de .#31(R), donc B est diagonalisable.

Exercice 12. Soit une matrice M € .#,(C).

1.

On suppose que M5 = M?2. En déduire une relation d’inclusion entre les deux ensembles Sp(M) et
{0,1,5,5%}, ot j = e™7/3,

. On suppose de plus que tr(M) = n. Montrer que 1 est I'unique valeur propre de la matrice M. Cette

matrice est-elle inversible 7
Déterminer toutes les matrices M telles que M® = M? et tr(M) = n.

Le polynéme P(X) = X% — X2 est un polynéme annulateur de la matrie M, d’ot : si A est une valeur propre de M, alors
A est une racine de P. Or les racines de P(X) = X2(X?3 — 1) sont 0 et les racines cubiques de I'unité : 1, j = 7% + z? et

j2 = —1 —i¥3. Donc Sp(J) {0, 1,4, 42}.

Soit m) la multiplicité de chaque racine A du polynéme caractéristique. Le polyndéme caractéristique de M est scindé dans
1 3 1 3
C, d’otr (> Proposition IV.10) tr(M) = Z my-A=mo X 0+m1 x 14+mj X <2 +l{> +mj2 X <2 l{) .
AESPp(M)

Cette trace vaut n par hypothese, donc 1 est 'unique valeur propre. Par suite, 0 n’est pas une valeur propre de M, donc la
matrice M est inversible.

Analyse : on a vu que M est inversible. En multipliant M® = M? par M2, on obtient donc M3 = I,,. Le polynéme
Q(X) = X3 — 1 est donc un polynéme annulateur de M. Or ce polynéme Q(X) = (X — 1) - (X — j) - (X — j?) est scindé
a racines simples, d’ou la matrice M est diagonalisable. Mais on a aussi vu que 1 est I’'unique valeur propre de M. La
matrice M, une fois diagonalisée, devient donc l'identité I, : M est semblable & I,,, on en déduit que M = I,.

Synthése : la matrice I, est bien une solution de I’équation M?® = M? et sa trace est bien égale & n.
Conclusion : 'ensemble des matrices M € .#,(C) telles que M = M? et tr(M) = n est donc {I,}.

AUTRE METHODE : le polyndme caractéristique x s de la matrice M est (X — 1)™ car le spectre de M est {1}. Le polynome
minimal gy de la matrice M divise les deux polynémes xps = (X — 1)" et P = X° — X2 = X2(X — 1)(X — j)}(X —j2)
car ils sont tous deux annulateurs de la matrice M. D’out pupr = X — 1, donc 0 = u(M) = M — I, donc M = I,,. LA
synthese est identique a celle de premiere méthode.

Exercice 13 (Polynémes annulateurs).

1.

> TD n°2 exo 15 — Soient n € N* et ®: M € M, (R) — (tr M)I,, + M. Déterminer les éléments propres
(id est les valeurs propres et les sous-espaces propres) de ®. L’endomorphisme & est-il diagonalisable ?

. > TD n°2 exo 15 — Soient n € N*, P € M,,(R) une matrice de projection et ¢ ’endomorphisme de

M, (R) défini par (M) = PM + M P. L’endomorphisme & est-il diagonalisable ?
>> Colle n°3 — On note E D'espace vectoriel R[X]. Soit un polynéme A(X) € E tel que le réel
a= fol A(t) dt est non nul. Déterminer les éléments propres de ’'endomorphisme

uw: E— E, P(X)— A(X) /1 P(t) dt —P(X)/lA(t) dt.

On calcule ®2(M) = tr(®(M))I, + (M) = (ntr M +tr M)I,, + (tr M), + M = (n+ 2)(tr M)I,, + M, et on constate que
®2(M) — (n+2)®(M) + (n + 1)M = 0 pour toute matrice M € M,,(R). Par suite, le polynome

P=X?-—(n+2)X+n+1=X-1)X—-(n+1))

est annulateur de ®. Ce polynéme annulateur est scindé & racines simples (car n € N*), donc I’endomorphisme ® est
diagonalisable.



De plus, le spectre de ® est inclus dans I’ensemble des racines de P, d’ou Sp(®) C {1,n + 1}. Le réel 1 est-il une valeur
propre ? L’équation ®(M) = M étant équivalente & tr(M) = 0, le sous-espace propre E1(®) est 'hyperplan des matrices
de trace nulle. D’out 1 est une valeur propre et la dimension de E;(®) vaut n? — 1. Le réel n + 1 est-il une valeur propre ?

— Premiére méthode : la somme des dimensions des sep est égale & n? car ® est diagonalisable. On sait alors que

dim Ep41(®) = 1, et il suffit de constater que ®(I,) = (n + 1)I,, pour obtenir le second sous-espace propre E, 41(P) =
Vect(In,).

— Seconde méthode : M € Ep1(®) = (M) =n+1)M = (tr M), =nl, = M= %In = M € Vect(Ip).
Réciproquement, M € Vect(lp,) = Ja € R, M =al, = ®(M) =nalp, +olp, = P(M)=(n+1)M = M€
E,+1(®). Donc Enq1(®) = Vect(Iy). Cette seconde méthode permet aussi de conclure d’une autre maniére que P est
diagonalisable car la somme des dimensions des sep de ® est égale a la dimension de 'ev My, (R).

En résumé, puisque I’énoncé réclame les éléments propres (= les valeurs propres et les sous-espaces propres) :

Eny1(®P) = Vect(Iy).
2. La matrice P est celle d’un projecteur, d’ott P2 = P. On cherche un polynéme annulateur de & :
®2(M) = P(PM + MP)+ (PM 4+ MP)P = &(M) +2PMP, dou 2PMP = ®%(M) — ®(M)
donc ®3(M) = ®%(M) + 4PM P = 3®%(M) — 2®&(M) pour toute matrice M € My, (R).

On en déduit que le polynome X3 —3X2 +2X = X(X — 1)(X — 2) est annulateur de ’endomorphisme . Il est de plus
scindé a racines simples, donc I’endomorphisme & est diagonalisable.

3. Posons le réel a = fol A et la forme linéaire ¢: P +— f01 P. Alors u(P) = p(P)A — aP et u?(P) = —au(P), donc
X2+ aX = X(X +a) est un polynéme annulateur de u, scindé et & racines simples (car le réel a est non nul par hypothese),
donc I’endomorphisme u est diagonalisable et

Sp(u) C {0, —a}

car le spectre est inclus dans ’ensemble des racines. De plus

u(P) =0 <= P € Vect(A), donc Keru = Vect(A)
1
u(P) = —aP <= ¢(P)=0, donc Ker(u-+aid) =Ker(p) = {P € E, / P= 0}.
0

On a ainsi déterminé les deux sous-espaces propres de u et donc prouvé 1’égalité

Sp(u) = {0, —a}.

Exercice 14. Soit A une matrice de M,,(C).

1. Montrer que Ker(A) C Ker(A42).

2. On suppose que A? est diagonalisable.
Montrer que : A est diagonalisable si et seulement si Ker(A) = Ker(A2).

3. Donner un exemple de matrice A telle que A? soit diagonalisable mais pas A.

Notons E I'ev Myp1(C).
1. Soit X € E:si AX =0, alors A2X = A-(AX) = A-0=0. Donc Ker(A) C Ker(A2).
2. La matrice A? est diagonalisable, d’ot1 ses sous-espaces propres sont supplémentaires :

E= @& Ker(M,—A%)  (x).
AeSp(A)

Pour chaque valeur propre complexe A non nulle, le polynéme (X2 — \) se factorise en (X — v/A)(X + +v/A), en notant v/X
une des deux racines complexes de A. D’ott Ker(Al,, — A2) = Ker(VAI, — A) @ Ker(—v/AI,, — A) d’aprés le LEMME DES
NOYAUX.

e Premier cas : 0 n’est pas une valeur propre de A — D’une part, KerA = KerA2 = {Og} car la matrice A est inversible

et, donc, la matrice A? aussi. D’autre part,

E= @ [Ker(ﬁfn — A) ® Ker(—V I, — A)] .
AESp(A2)

d’apres (). D’ott I'ev E est une somme de sous-espaces propres de la matrice A. Donc cette matrice A est diagonalisable.



e Deuxieme cas : 0 est une valeur propre de A — D’apres (x),

E_

= P [Kor(\f)\ln — A) ® Ker(—V I, — A)] @ Ker(A?).
AESp(AZ)\{0}

Si Ker(A) = Ker(A2), E est une somme de sous-espaces propres de la matrice A. Donc cette matrice A est diagonalisable.

Réciproquement :

— (Premiére méthode) si Ker(A) # Ker(A?), alors la somme directe

@ [Ker(ﬁln — A) @ Ker(—V I, — A)] @ Ker(A)

A€Sp(A2)\{0}
n’est pas égale & E car Ker(A) C Ker(A2) d’apres la premiere question mais Ker(A4) # Ker(A2). Or il n'y a pas d’autres
sous-espaces propres de A car il n’y a pas d’autre valeur propre de A (en effet : Vu € C, u € Sp(A) = u? € Sp(A?)).
D’ou les sep de A ne sont pas supplémentaires, donc A n’est pas diagonalisable.

— (Deuziéme méthode) si A est diagonalisable, alors il existe P € GL,(C) telle que P"1AP = D est diagonale. Et,
par suite, D2 = P~1A2P. Les matrices diagonales D? et D ont le méme nombre de zéros sur la diagonale. Or ces
nombres de zéros sont dim Ker(A) et dim Ker(A2). Les sev Ker(A) et Ker(A2?) ont donc la méme dimension. D’apres
la premiére question, il sont donc égaux.

Dans les deux cas : A est diagonalisable si et seulement si Ker(A) = Ker(A42).

3. SiA:(O 1

0 0), alors A2 est la matrice nulle et Ker(A2) = E # Ker(A).

Exercice 15. Soient a € R, b € R et n € N*. Soit ’endomorphisme
f R, [X] = R, [X], P(X)~ [(aX +b)P].

1. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de f.
2. Pour quelle(s) valeur(s) de (a,b) 'endomorphisme f est-il diagonalisable ?

Soient a € R, b € R et n € N*. Soit ’endomorphisme
f o Rp[X] = Ry [X], P(X) s [(aX +b)P]'.
1. Sia=0:
— si b= 0, alors f(P) =0, d’ott Sp(f) = {0} et SEP(0) = R, [X];
— sib#0, alors f(P) =bP’, dol f(P)=AP < P'= iP < P(z) = K -e*/? Et P est un polynéme de Ry, [X]
si, et seulement si, A = 0. D’ot Sp(f) = {0} et SEP(0) = Ro[X].
Sia#0,alors f(P) = AP <= (az+b)P'(z) = (A —a)P(z) <= Vz €R, P(z) = K - (az + b)* =2/ Et P est un
polynéme de R, [X] si, et seulement si, i71 € [0,n]. Dot Sp(f) = {(k+1)a, k € [0,n] et SEP((k+1)a) = Vect((aX+b)¥).
2. Sia # 0, alors f possede n + 1 valeursapropres distinctes deux a deux, d’ou f est diagonalisable.
Sia=0et b0, alors 0 est 'unique valeur propre et dim SEP(0) =1 < n + 1, d’oll f n’est pas diagonalisable.
Si (a,b) = (0,0), alors f =0, d’ou f est diagonalisable.



