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1. Montrer que l’intégrale I =

∫ +1

−1

1

(2− x2)
√
1− x2

dx converge.

2. Montrer que

I =

∫ +π/2

−π/2

dθ

1 + cos2 θ
.

3. Par le changement de variables u = tan θ, déterminer la valeur de I.

1. L’intégrale I est impropre en −1 et en +1. converge si, et seulement si, les deux intégrales

I1 =

∫ 0

−1

1

(2− x2)
√
1− x2

dx et I2 =

∫ +1

0

1

(2− x2)
√
1− x2

dx.

convergent.

• Commençons par l’intégrale I2, impropre en +1 : 1

(2−x2)
√

1−x2
= 1

(2−x2)
√

1−x
√
1+x

∼
x→1−

1√
2

1√
1−x

car 1
2−x2 −→

x→1−
1 et

1√
1+x

−→
x→1−

1√
2
.Or 1√

1−x
ne change pas de signe et

∫+1
0

1√
1−x

dx converge d’après le critère de Riemann décalé en 1 .

D’où l’intégrale I2 converge.

Autre méthode : 1

(2−x2)
√

1−x2
∼

x→1−
1√
2

1√
1−x2

qui ne change pas de signe. Or l’intégrale
∫+1
0

1√
1−x2

dx converge car :

pour tout y ∈ [0, 1[,
∫ y
0

1√
1−x2

dx = [Arcsinx]y0 = Arcsiny −→
y→1−

π
2
. D’où l’intétgrale I2 converge.

• Et, de même, l’intégrale I1 est convergente.

• Finalement, l’intégrale I converge.

2. Le changement de variable x = sin θ est de classe C1 et strictement monotone, dx = cos θ dθ, 2 − x2 = 1 + cos2 θ et√
1− x2 = | cos θ| = cos θ car cos θ est positif sur l’intervalle d’intégration. Donc

I =

∫ +π/2

−π/2

cos θ dθ

(1 + cos2 θ) cos θ
=

∫ +π/2

−π/2

dθ

1 + cos2 θ
.

3. Le changement de variable u = tan θ est de classe C1 et strictement monotone, du = (1 + tan2 θ) dθ = (1 + u2) dθ,

1
1+cos2 θ

= 1
1+ 1

1+tan2 θ

= 1
1+ 1

1+u2

, d’où I =

∫ +∞

−∞

1

1 + 1
1+u2

du

1 + u2
=

∫ +∞

−∞

1

2 + u2
du.

Or

∫ +∞

−∞

1

2 + u2
du =

1

2

∫ +∞

−∞

1

1 + (u/
√
2)2

du =
1

2

[√
2 arctan(u/

√
2)
]+∞

−∞
=

π
√
2
.


