Colle 04 Intégrales généralises

Exercice 1. Soit f : RT — R% une fonction de classe C'. On suppose que f’/f tend vers une limite
a € R™ en +oo0.

1. Montrer que f et f’ sont intégrables sur RT.
“+oo

2. Donner un équivalent de / f lorsque x tend vers +oc.
x



Solution 1.
1. Intégrabilité de [ et [’

— Intégrabilité de [ : Par hypothése, lim; o f/((tt)) =a < 0. Soit ag €|a,0[. Il existe A > 0
tel que pour tout t > A, f(—(tt)) < ag. En intégrant cette inégalité entre A et x (x> A) :

@ ¢
/A 7(t) dt S/A apdt = In(f(z)) —In(f(A4)) < ao(z — A)

In(f(2)) < In(f(A)) — a0 A + aga
En passant o ’exponentielle, on obtient pour x > A :
0 < f(z) < Ke®® avec K = f(A)e™ %4 >0
Comme ag < 0, la fonction x — e®* est intégrable sur [A, +o00[. Par théoréme de comparaison,
[ est intégrable sur [A,+oo[, donc sur RT.
— Intégrabilité de [’ : On sait que f'(t) et af(t). Puisque f est intégrable et positive au
—+00

voisinage de +o0o, f' est intégrable par comparaison (elles sont de signe constant négatif au
voisinage de Uinfini car a < 0 et f >0).

2. Equivalent de f;oo f(#®)dt On utilise la relation f'(t) et af(t). Comme les fonctions f' et af
—+00
sont intégrables sur R et gardent un signe constant (négatif) au voisinage de +0o, on peut intégrer
cet équivalent :
—+oo +oo
!
/I fi()de z—>+oo_/w af(t)dt
Le membre de gauche se calcule explicitement :

+o0
/' F)dt = [FOI = lm f(t) — f@) =0— f(z) = —f(x)

t——+oo

(La limite est nulle car f est intégrable et admet une limite en +oo, cette limite ne peut étre que
0). On obtient donc :

T—r+00

+oo
—f@) ~ a/ F(tydt

D’ou I’équivalent cherché :



XXX

dt.
t

1. Montrer que I, et J,, sont bien définies. Montrer que (I,,) est constante.

™/2 sin(2n + 1)t ™/2 sin(2n + 1)t
Exercice 2. Soient In:/ Mdtet Jn:/ sin(2n + 1)t
0 sint 0

2. Montrer que I,, —J, — 0.

n—-+oo

sint
3. Montrer la convergence de 0+°° 5 dt et la calculer.



Solution 2.
sin((2n + 1)t) (2n+1)t
- ~0
sin(t)
bien définie.
sin((2n + 1)t) (2n+ 1)t

~ : ~o2n+1ett—

o2l ett s SR(@rt1Y

7 sin(t) est continue sur |0, 5] donc I, est

sin((2n + 1)¢)

; est continue sur |0, ] donc J, est
bien définie.

_ 2 sin((2n + 3)t) — sin((2n + 1)t) B 2 2c0s(2(n + 1)t) sin(t) B
Intr = In = /o sin() dt = /O sin() dt Invy = In =

z 3
/02 2cos(2(n+ 1)t)dt = {2(7124_1)5271(2(71 + l)t)} . =0, donc ¥n € N,

m
In+1:In:IOZ§

2 T, — Ju— /0 sin((2n + 1)) (1 _ 1) dt.

sin(t) ¢
1 t —sint t o

Or f:t— —— — - = ——— ~g = se prolonge par continuité en 0 en posant f(0 = 0. Pour

sin(t) ¢t tsint 6
x #0,

, —cosz 1  —z%cosx—sin’z —az?cosz — (1 — cos2x)/2
f (x) = - +72 = 32 = 52
sinz x z2sin” x x?sin” x

1
qui vers — en 0. Donc f est d eclasse C'.

On fait une intégration par partie dans lintégrale définissant I, 11 —1I, en dérivant f et en intégrant
sin(2n + 1)t :

/2
T, — T, = f(t)—cos(2n—|—1)} 1

/2
"t 2n +1)dt
2m+1 |, 2n+1/0 F{#) cos(n+1)

La derniére intégrale est bornée indépendamment de n. On en déduit

lim Z, - J,=0.

n—-+oo

Il vient lim J, = T
n—-+o0 2

Y sin(t 1 —cos(t)]? Y1 — cos(t 1 — cos(t
3. Vx,y > 0,z < y, / Sm()dt = cos(t) +/ ﬂdt Or 1= cos(t) ~o 5 dou
- t t N - t2 t

1-— t 1-— t 1-— t 1 1-— t 2
hm&() =0 et lim &() = 0 De plus, &() ~g = € cos(t) < —, donc
t—0 t t—+oc0 t 2 12 12

1 — cos(t) y L .
t — ————= est intégrable sur Ry et par intégration par partie :

2

+oo o +oo 1
/ sin(t) gt :/ 1 — cos(t) &t
0 t 0 t?

+oo i

sin(¢t

/ %dt converge.
0

On pose le changement de variable u = (2n+ 1)t :
7 = /’5 sin((2n + 1)t) &b — /(2n+1)§ Sinu(u) du _ /(2n+1)’5 sin(u) du, done :
+oo 3 t
/ S0y~ i 7, = T
0 t n——+oo

2n+1

™|
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Exercice 3. On considere les intégrales suivantes :

I:/ 7dtetJ:/ — dt.
0 B+1 o t3+1

1. Montrer I'existence de I et de J et montrer que J = I.
+o0 1
2. Calculer A :/ —— du.
0 u? —u+1

3. En considérant I + J donner la valeur de I.

Exercice 4.
Soit E un espace vectoriel euclidien et f : [a,b] — E continue. On suppose que

b b
/ IIf(t)IIdt=‘ / F(tydt

On note u le vecteur unitaire de E défini par

/abf(t)dt

u = b .
[ 1swlar

Pour tout ¢t € [a,b], on décompose f(t) dans la somme directe Ru &1 (Ru)* sous la forme f(t) =
a(t)u + v(t).
1. Démontrer que « et v sont continues sur [a, b].

b
2. Démontrer que / v(t)dt est orthogonal & u.

a

b b
3. Démontrer que/ a(t)dt:/ II.f(#)]|dt.

4. Démontrer que, pour tout ¢ € [a,b], a(t) < || f(?)].
5. En déduire que, pour tout t € [a,b], f(t) = || f(®)|u.

6. Le résultat subsiste-t-il si on ne suppose pas que FE est euclidien ?



Solution 3.

1. - La fonction t — ﬁ est continue sur [0, 4o00].

g 1

- Au voisinage de +00,0 < =

1
[EESY
- La fonction t — % est intégrable sur [1,+o0[, car 3 > 1.
Donc t — ﬁ est intégrable sur [0, 4+o00[, d’ou Uexistence de I.

De méme, on montre l'existence de lintégrale J en comparant l'intégrande a t — tiz

P _ [t 1

Dans Uintégrale I = [~ w07
10, +o00[sur]0, 400 [ .

On obtient dt = —w% dx et :

0 1 1 tooo
I=) —— (-2 )de = 7 da.
/+m<1/x>3+1 ( x2>dx / s v

La variable étant muette, on obtient I = J.

dt, on pose t = % (changement bijectif décroissant de classe C! de

2. Utilisons la forme canonique du trinéme : u?> —u+1 = (u — 7)2 +

o e R 2
A:/ ——d —/ dtzf/ xﬁ dx:\/g[arctan(x)]t‘;‘;\/g:7\/3(1_,_1)'
0

w—utl T g3 3) s+l 2 3

Finalement, A = \/3%”.
8. D’une part, I = J, donc I + J = 2I. D’autre part :

+o00 +o0 —+o0 +oo
1 t t+1 1
I+ J= — dt — dt = — dt = — dt.
+ /0 t3+1 +/0 t3+1 /O t3+1 /0 t2—t+1

1
Finalement : I = J = §A = \/g%r

Solution 4.
On sait que a(t) = (f(t),u), et donc « est continue. Par différence, v est continue.

Par linéarité de l’intégrale,
b b b
(u,/ v(t)dt)y = / (u,v(t))dt = / 0dt =0

/ab ft)dt = /av a(t)dtu + /ab v(t)dt
\ [ Fo)de

b b
Le produit scalaire par u donne / a(t)dt = / IIf ()] dt.

. On a d’une part

et d’autre part

b
~ [ 1r@aen

Par le théoréme de Pythagore, on sait que
£ = at)® + o))

ce qui donne le résultat. Posons g(t) = ||f(t)|| — a(t). Alors g est une fonction continue sur [a,b], positive
et d’intégrale nulle. On en déduit que, pour tout t € [a,b], g(t) = 0 ou encore que a(t) = || f(¢)||, ce qui
est exactement le résultat voulu.

Non, un contre-ezemple est donnée par E = R? muni de || ||, avec f(t) = (t,1) pourt € [0, 1].
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Exercice 5. Soient a > 0 et f € C° ([1, 400 [,Rj_) .
“+oo
1) On suppose que f est intégrable sur [1,4+o00[. On pose R(z) = / f@)dt pour x > 1. Etudier
f(z)
R(z)>
2) On suppose que f n’est pas intégrable sur [1,+00[. On pose S(z) = / f(t)dt pour z > 1. Etudier
1
f(z)
S(x)>

I'intégrabilité de = —

sur [1, 4o0].

lintégrabilité de x — sur [2, +oo.



Solution 5.

1) On commence par quelques propriétés importantes de R.
Pour tout x > 0, R(z) = 1+°O f(t)ydt — [ f(t)dt, ce qui permet de montrer que R est de classe C* sur
[1,400 [, de dérivée —f et que lim,_ oo R(z) = 0. De plus, R est strictement positive sur [1,400]

et [ est également positive, donc g : T + g((f))a est de signe fixe et 'étude de lintégrabilité équivaut a

Uexistence d’une limite finie pour x — flz g(t)dt lorsque x tend vers +00. Soit X > 1, comme R = —f,
on obtient

X f(z) B f%:” * st # 1
/1 R(w)"dz B [[ 111((3(;)1]15 sia=1

Puisque lim,_, 1 o R(x) = 0, lintégrale considérée admet une limite finie lorsque x tend vers +o00 si

et seulement si 1 — a > 0 c’est-a-dire o < 1. Finalement z — }.g((xx))a est intégrable sur [1,+o0[ si et

seulement st o < 1.

2) La fonction S est une fonction de classe Ct sur [1,+o00], de dérivée f, nulle en 0 , strictement

positive sur |1, +oo[, ce qui justifie l'existence et la continuité de g, : x +— Sf(gf))u sur[2,4+00][, et de limite

infinie en +00. Une primitive de g, sur (2,400 [ est (ka)% sia#1etInS sia=1. Comme dans la
premiére question, on montre que g, est intégrable sur [2,+o00| si et seulement si a > 1.



