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Réduction
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Exercice 1. Soit o un réel et soit A la matrice définie par :
3—a a—95 «
A= —a a—-2 «a | e M3R)
5 -5 =2

Pour quelle(s) valeur(s) de « la matrice A est-elle diagonalisable ?

Soit A € R :

A-—3+a 5—a | ooty A+2 5—a —a
det(AI3 — A) = e A+2—a -« = A+2 A+2—-a -«
-5 5 2—A 0 5 A+2

/ 1 56—« —a

Li=Lo—L _

e S [ S W S :()\—&-2)‘)‘53 )\22‘:0\—1—2)2()\—3).

0 5 A+2

1< dim SEP(-2) < 2

Dot : Sp(A) = {—2:3} et
ol : Sp(4) ={ ’}e{1§dim5EP(3)§1

La matrice A est diagonalisable ssi dim SEP(—2) + dim SEP(3) = dimR3, ssi dim SEP(—2) = 2. On cherche les vecteurs

propres associés a la valeur propre —2 :
T T o
Ayl ==2|y] = & { v
2 > az =10

T 1 0
—sia=0,alors (x) < z=y < y) =z <1) + z (0) , ot dim SEP(—2) = 2, donc A est diagonalisable ;
z

N ey

_ 1
—sia#0, alors (x) <= {m _g = ( ) =z (1) , d’ott dim SEP(—2) = 1, donc A n’est pas diagonalisable.
z =

Exercice 2. Soient un nombre complexe a et la matrice M =

S Mg((C)

== O

0
0
1

o o Qe

1. Calculer le polynome caractéristique x s (X) de la matrice M.
2. On suppose que a = 0. La matrice M est-elle diagonalisable 7

1
3. On suppose que a = 3 La matrice M est-elle diagonalisable ?

27
4. On suppose que a = T Montrer que le polynéme xa(X) et sa dérivée x;,(X) possédent une racine

commune. La matrice M est-elle diagonalisable ?



5. Pour quelles valeurs de a € C la matrice M est-elle diagonalisable ?

z 0 —a
1. Vz€C, xpu(z)=|-1 =z 0|=2%-az—a.
-1 -1 z

2. Sia =0 alors xp(X) = X3, d’ol1 0 est 'unique valeur propre de M. Si M est diagonalisable, alors il existe P telle que
P~1MP = 0. C’est absurde car M # 0. Donc M n’est pas diagonalisable.

. 1 ) s i
3. Sia= 5,alors xu(X)=X3—1IX-1=(X-1)(X2+ X +1). Dot Sp(M) ={1;-1 + 4, -3 -

possede 3 valeurs propres distinctes deux a deux, donc M est diagonalisable.

%} . La matrice M

27 3
4. La dérivée du polynéme xps(X) est le polyndme x/,;(X) =3X? —a. Sia = R alors -5 est une racine de x7(X) et de
3
Xh(X), dou 5 est une racine au moins double de xps(X).

dim B5(M) = 1
1< dimE_g)5(M) <2
seulement si, dim E3(M) + dim E_3z,5(M) = 3 si, et seulement si, dim E_3,9(M) = 2. Or

xm(X)=(X+ %)(X —3), do’u Sp(M) = {—%; 3} et . La matrice M est diagonalisable si, et

x 3 [ x —9/2
M-y :75 Y <~ |y == 3
z z z 1

D’ott dim E_3/5(M) = 1. Donc M n’est pas diagonalisable.

3

5. Si le polynéme caractéristique x as(X) possede une racine z double, alors xps(2) = 2° —az—a =0 et x),(2) = 322 —a=0.

Dota=0o0uz= —% (car 0 = 3xn(2) — 2xh,(2) = —2az — 3a).
Si a =0, alors M n’est pas diagonalisable (question 2).
Siz= —%, alors a = %, d’ott M n’est pas diagonalisable (question 4).

Sinon, les racines du polyndéme caractéristique sont simples, d’ou il existe 3 valeurs propres distinctes deux & deux, donc
M est diagonalisable.

Donc la matrice M est diagonalisable si, et seulement si, a € C\ {0; %} .

Exercice 3. Soient n — 1 réels aq,...,a,_1 non tous nuls. Soit la matrice
0 .- 0 a
A=~ : . € Mpn(R)
0 .- 0 Un_1
a1 e Ap_1 O

Déterminer son rang et son spectre. Cette matrice est-elle diagonalisable ?

1. METHODE 1 (sans polynéme caractéristique) — Le rang de A est égal & 2 car les réels a; ne sont pas tous nuls, par
hypotheése. D’ol1 0 est une valeur propre et le sep Eg(A) = Ker(A) est de dimension n — 2 d’apres le théoréme du rang.
Existe-t-il d’autres valeurs propres? Soient A #0 et X = (z1-+-apn)" :

aA1Tn = AT1
asTyn = AT2
. a;
AX = X {Vze[[l,n—l]], Ty = Sag,

(af + a3+ +ap_)an = Nan
Ap—1Tn = ATp—1

a1y +a2x2 + -+ Apn—_1Tn—1 = ATp
On cherche un vecteur propre, supposons donc que le vecteur-colonne X est non nul. Alors
A =aft+ai+-tal

AX =2X = T
X =zn(a1 a2+ -an—1 )



D’ou il y a deux valeurs propres *toto, ou toto = \/a% + a% + 4 ai_l # 0 car les réels a; ne sont pas tous nuls, par
hypothese. De plus dim E4¢ot0(A) =1 = dim E_¢ot0(A).

On en déduit que dim Eg(A) + dim E4ot0(A) + dim E_tot0(A) =n — 2+ 14 1 est égale a la taille de la matrice A, donc
cette matrice est diagonalisable.

. METHODE 2 (avec polynéme caractéristique) — Soit z € R :

T e 0 —ai
. . . TL*l
det(zl, —A)=| * : : =g" — "2 Z a? en développant suivant la derniére ligne. On factorise :
0 T T —An-—1 i=1
—a1 - —an_1 x
det(zl, — A) = 2" 2(z — toto)(z + toto), olt toto = y/a? +aZ + -+ + a2 _; # 0 car les réels a; ne sont pas tous nuls, par

hypothese.

1<dimEp(A)<n-—2
D’ou Sp(A) = {0, +toto, —toto} et ¢ 1 < dim E4toto(A) < 1
1 S dim E—toto(A) S 1
Or le rang de A est égal & 2 car les réels a; ne sont pas tous nuls, par hypothese. Dot le sep Fo(A) = Ker(A) est de

dimension n — 2 d’apreés le théoréme du rang. Par suite la somme des dimensions des sep de la matrice A est égale a la
taille de cette matrice. La matrice A est donc diagonalisable.



