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Soit f la fonction définie pour tout réel x strictement positif par 'intégrale

1 et
f(m):/o x+tdt

qu’on ne cherchera pas a calculer.

1.
2.

Montrer que la fonction f est décroissante.
Montrer que, pour tout réel x strictement positif,
e—1 e—1

I+1§f(ac)§ T

Qu’en déduire ?

Soit g la fonction définie pour tout réel x strictement positif par 'intégrale

1 .t
g(x) = / o -1 dt.
0

T+

Montrer que la fonction g est bornée.

En déduire que f(x) est équivalent & —In(z) quand x tend vers 0F.
Soit xy un réel strictement positif.

Zo

Montrer que, pour tout x € {?, +00 [,

2-e-|lx—uxo

[f (@) = flzo)| < 5

Lo

Qu’en déduire ?

1
Soit f la fonction définie pour tout réel x strictement positif par I'intégrale f(z) = /
0

1.

et

x+t

dt.

t t
Soient x1 et xo deux réels tels que x2 > x1 > 0. Alors

< pour tout ¢ € [0, 1], d’ol (par croisssance de
z2 +t T+t
Pintégrale) f(z2) < f(x1). Donc f est décroissante.
t ot 1 ot 1 gt
< —, d’ou / dt < f(z) < / —, donc
0oz 0o T

e

¢
Pour tout ¢ € [0,1], £ <

z+1 " x4+t~ =z +1
e—1 e—1 . e e, e— . . .
1 < flz) < . On divise chaque membre de l'inégalité précédente par qui est strictement positif :
x x
-1
i 1 < J:Ezl) <1, dou g tend vers 1 quand z tend vers +oo, d’apres le théoréme des gendarmes. Donc f(z) ~ ¢
- e—1

x x
quand x tend vers +oo.
Soit ¢ € [0,1] : la fonction exp est continue sur [0, ¢] et dérivable sur 0, ¢[, d’oli, d’aprés le théoréme des accroissements finis,
il existe ¢ €]0,¢[ tel que e! —e® = e (t —0). D’'ot1 e® < e car t € [0, 1] et exp est croissante, donc e* — 1 < e x ¢ pour tout
1t 1
e’ —1
t€[0,1]. g(z) = / P dt. D’une part, g(xz) > 0 car I'intégrande est positif sur [0, 1]; d’autre part, g(z) < / edt <e
0oz 0
et —1 ext
<

car V¢ € [0, 1], T So S
x x

e car

. <1 car z > 0. Donc la fonction g est bornée.



1 t 1 T
4. g(z) = /O € dt — /O %—}—tdt = f(z) — In(1 + J,’) + In(z), Aot f(z) = g(z) + In(1 + J,’) — In(z), donc lfn((x)) _

x+1
In(1
g@)  Wl+z) 1 tend vers -1 car In(z) — —oo et g est bornée et In(1+z) — 0. Donc f(z) est équivalent a
In(z) In(z) z—0+ z—0+
—1In(z) quand = tend vers 0t.
5. Soit 20 > 0 et e[x°+[f()f()/lt<1 1)dt( )/1 o dt. O tout
. Soit zg et x —,4oo| : f(z)— f(z0) = e — =(xo—=x ——————— dt. Or, pour tou
2 0 z+t wmo+t o (x+t)(xo+1t)
¢ 2 2-e- |z — xol
t€[0,1], m < 27;0 < ﬁ» donc |f(z) — f(wo)| < T-
2-e- |z — =z . e . iy -
Quand z tend vers xq, —— 5 tend vers zéro, et d’apres l'inégalité de la question précédente et le théoreme des

0
gendarmes, |f(z) — f(zo)| aussi, d’out f(z) tend f(zo). Donc la fonction f est continue en zg. Ceci est vrai pour tout
2o > 0. Donc f est continue sur |0, +00][.



