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CORRIGE DU D.S. N° 3 DE MATHEMATIQUES

Aﬁ EXERCICE (MPI)

x
1
La fonction F : R - R, z — / i dt est appelée le gudermannien.
0 C

2 1) Pour tout z € R, calculer
F(z) = —dt.
(z) /0 cht

2) Etudier la parité de la fonction F.

oS

Mont les intéerales sénéralisé {0 A L0
ontrer que les intégrales généralisées ’% C‘-JCJWE o LLJ.’ oS
+oo 1 1 +oo t ‘D):‘ ¢ A ? A
1= gpa e u= [ qma A AT e
o cht o sht A % =t
A

sont convergentes. Quelle est la valeur de l'intégrale I ? @<

A ‘g 4) Dresser le tableau des variations de la fonction F' et tracer la courbe d’équation y = F'(x), sa tangente &
I’origine ainsi que ses asymptotes

o0
1 1
A 5) On rappelle que — = —. En déduire la valeur de —_—
)$8) Onvappelleque Y- 5 = z%ﬂ)
+oo A A
Z 6) Pour chaque k € N*, montrer que l'intégrale J, = / te M dt est convergente et calculer sa valeur.
0
too 9t
A 7) Soit n € N. Montrer que Uintégrale R,, = / 5 1e ~@ntDt gt est convergente.
0 e -
n
’
A vy 8) Montrer que, pour tout n € N, J =2 Z Jopy1 + Ry.
p=0
9, ( 9) En déduire la valeur de l'intégrale J.
1) On pose le changement de variable v = e’ qui est de classe C! : L = 2 =2 v et du = udt, donc
cht et +et uZ +1
= 2f1 u2+1 = [2arctan(u)]{ = 2arctan(e®) — Z.
2) Soit * € R. Par le changement de variable w = —t de classe C!, F(z) = E = /_ —du) =
o C

-
—/ m du car la fonction ch est paire. D’ot F'(z) = F(—z). Donc la fonction F' est impaire.
0 cn(u

AUTRE METHODE : pour tout z > 0, arctan(z) + arctan(1/z) = 7/2, or e* > 0, d’ol arctan(e®) + arctan(e™%) = 7/2, d’ou
F(x) 4+ F(—z) = 0, donc la fonction F est impaire.
1 2 2 R . Foe —t
3) L’intégrale I est impropre en +o0o0. Or — ~ — qui ne change pas de signe et e ' dt converge.
cht et +et t—too et 0
w
Donc l'intégrale I converge. Et I = lim F(z) = —.
T — 400 2

AUTRE METHODE : la fonction F' posseéde une limite finie en +o0, d’oll I'intégrale I converge et sa valeur est liIJIrl F(x) = 3
r—r+00



+oo ¢
L’intégrale J est impropre en 0 et en +00 : elle converge si, et seulement si, les intégrales K = / —dtet L = / i
1 S
convergent.
t 2t 2t 1

L’intégrale K est impropre en 0. Or — =
sht e —e—t (14t +te(t)) — (1—t+t5(t)) 1+ e(t) t
K est faussement impropre, donc elle converge.

1 d’ou I'intégrale

t 2t 2t Foo g
L’intégrale L est impropre en +00. Or — = —— qui ne change pas de signe. Or l'intégrale — dt
sht et —e—t t—too ot 1 et
t +oo
converge car — = te"t/2 . e7t/2 = K (e7t/2) et e~*/2 ne change pas de signe et 'intégrale / e /2 dt converge.
e —+o0 1
D’ou l'intégrale L converge.
Donc l'intégrale J converge.
La fonction F' est impaire. Et elle est dérivable car ¢ est une primitive de la fonction continue ¢ — —-. La fonction F' est
strictement croissante car, pour tout z € R, F’(x) chz > 0.
T —00 0 +o00
F'(z) + 1 +
+m/2
F(z) 0
—7/2
1,5 P
y
3
05
SEEF SAEE LEAEE LA
X
oo e} oo oo oS} 2
1 1 172 1 s
Z*: D’OﬁZ*:** Z oncziz—,
272 Z > 2
= k = (2 +1 = k 46 = 2p+ =0 2p+1) 8
ket T ekt z o—kt
Les fonctions t — e_k et t — t étant de classe C!, on integre par partie : / te Ftdt = [t ] - / dt =
1 1 1 0 o o
_E —kx - _ o kz 7 —kxz ——
P +k2(l e )z_>—_"_>oo 3 car we z_)—+>000. Donch—kz.

2t

“+ o0
L’intégrale R,, = / 27(3_(2""'1” dt est impropre en 0 et en +oc0. Elle converge si, et seulement si, les intégrales
0 €

t _

—> 1 et e~ (n+1)t —) 1, donc la premieére intégrale converge. D’autre part,

—(2”“'1)'5 < e~ (ntDt Or lintégrale f+°°e (2n+1)t g¢

fol et f1+°° convergent. D’une part, 7t1

e2t > 2t — 1 par convexité de la fonction exp,
converge, donc la deuxieme intégrale converge.

Donc l'intégrale R,, converge.
et 1 — e~ (2n+2)t ~
Pour tout ¢ > 0, T 1 57 et 1 o = Z e~ 2Pt (car c’est une somme géométrique de raison e =2t différente
—e” —e”
p=0

de 1), donc J =2 Japi1 + Rn.

p=0
+o0 1
De0 < 7= <1, ontireque 0 < R, < / e~ (2nt)t gy — .D’ou R, — 0 d’apreés le théoreme des gendarmes.
0 2n +1 n—»00
- 1 > 1 2
Or J—2 — = = R, d’aprés les questions 6 et 8. R, — 0, dou J =2 — . Donc J=—
Z: 2 + 1)2 n 19 q ) T —oo pz:% (2p+ 1)2 4

d’apres la question 5.



z EXERCICE (MPT*) dapres E3A Math 2 PSI 2016

1
t* In(t
On étudie la fonction H définie par H(z) = / n(t) dt.

0 t_l

1 TpPr A
Montrer que, pour tout z > —1, l'intégrale / t*1In(t) dt converge et déterminer sa valeury, ST s
9 ‘/
e~ %
N C‘f(‘r)g Car ﬂ-r_ﬁ C‘-\f
dt est défini si, et seulement si, z > —1. g A

1

Montrer que, pour tout z < —1, l'intégrale / t*In(t) dt diverge.
0

L7 In(t)

Montrer que H(x) = /
( ) 0 \f o’ S 'FR v oA

Montrer que la fonction H est monofone sur | — 1, +oo|. Préciser l¢ glgne de H(z) pour tout x > —1.
tln(t)

Montrer que la fonction g : ¢ — est prolongeable par continuité en 07 et en 1~

M v, 5 I‘rs,
En déduire qu’il existe un réel M tel que Va > 0, H(z) < —.

x

1
Montrer que H(z) — H(z + 1) = CEE pour tout > —1.
Soit x > —1. Calculer H(z) — H(xz + n) pour tout n € N*. &, 4
Montrer que la série +k — 3z converge et que % =H() (f o, MHine)mo A
) = 1 + k) P A
. 1 1 1 - &
Soit > —1. Montrer que < H(z) < + Cos kel dmy g
x+1 xr+1  (z+1)? o & s

En déduire un équivalent de H(z) lorsque  tend vers +oc. 7 [omes"e
Etudier la nature de la série numérique » . H(n). | LY

Montrer que la série numérique Y (—1)"H (n) est convergente.

oo . B 1 ln(t) D ot ?—Wb’ f\-uut. ,.
Montrer que nz::o(—l) H(n) —/0 2 -1 dt. 1 oxz,‘.\claPW L

A T’aide d’un changement de variable, déterminer la valeur de cette intégrale en fonction de H (—%)

»
~

L’intégrale est impropre en 0. Soit y > 0. Une intégration par parties donne

1 el 1 1 1
/ t* In(t) dt = [ ln(t)} — 7/ tT dt
y x+1 y +1Jy

sont de classe C!. Le terme entre crochets a pour limite 0 quand y tend vers 0, par

tz+1
x+1

car les fonctions In et t —

1
croissances comparées (car z > —1). Et lintégrale / t* dt converge d’apres le critere de Riemann en 0 (car z > —1) et
0

1
vaut ——. Donc lintégrale /0 t* In(t) dt converge et vaut 7ﬁ.

1
L’intégrale est impropre en 0. Et t* = . oo(tz Int). Or ¢* In(t) ne change pas de signe et I'intégrale / t® dt diverge d’apres
- 0

1
le critére de Riemann en 0, car x < —1. Donc Pintégrale / t* In(t) dt diverge.
0




3) L’intégrale est impropre en 0 et en 1, d’ol elle converge si, et seulement si, les deux intégrales /

1 x
t* In(t
/ ﬁ dt convergent.

12 t—1
t* In(t)

D’une part,

d’apres les questions | et 2. D’ou l'intégrale /

t* In(t)
-1

D’autre part,

~
-1 t—

0
1/2 = In(t)
0 t—

t—1 /2 t—1

Donc H(z) = /0

142 In(t)

t—1

dt est défini si, et seulement si, x > —1.

dt et

1/2 42 1n(t)
1

0 t—

1
—t* In(¢) qui ne change pas de signe. Or / t* In(t) dt converge si, et seulement si, x > —1
0

dt converge si, et seulement si, z > —1.

1 x
t* In
— 1. L’intégrale / ®) dt converge donc pour tout = € R car elle est faussement impropre.
1

4) L’intégrande est positif car c’est le produit de t* positif, de In(¢) négatif et de ﬁ négatif. On integre de 0 a 1 : par

croissance de l'intégrale, H(z) est positif pour tout z > —1.

Si z < y alors pour

multiplie par 1tn<t)

tout ¢ €]0,1[, t* = exp(zln(t)) > exp(yln(t)) = ¥ (car In(t) < 0 et exp est croissante). On

7 > 0 et on intégre sur ]0, 1[. D’oti : si —1 < = <y, H(x) > H(y) par croissance de I'intégrale. Donc

la fonction H est décroissante sur | — 1, +oo].
tm( ) ) ) In(t)
5) g(t) = - 0 car tIn(t) — O par croissances comparées. Et g(t) — 1 car — 1.
—1 t—ot t—0+ t—1— =1 ts1-

6) Ainsi prolongee la fonction g est continue sur le segment [0, 1]. Elle est donc bornée. Soit alors M un majorant de g sur

[0,1] : Vt €]0,1],

Par croissance de I’int

7) H(z)—H(a+1) = /O

8) Par télescopage, H(z)

M
tend vers 0 car, d’apres les questions 4 et 6, 0 < H(z +n) < P pour tout n > 2. Or
z+n

1 M
égrale, H(z) < / Mt®~tdt = — pour tout z > 0.
0 T

lwdt:_/uxm@dt:;
0

t—1 (z+

n

—H(z+n)= Z[H(m—‘rk—l)—H(m—i-k)] =

1)2

n

>

(2 + k)2

vers co. Donc la série Y @ +k)2 converge et Z (

1
+ k)2

9) Solent x > —let N €

-1 (V! N+ 1
[m+t}1 :A (x+1)2 Z :v+k)2_(:v+1

Les inégalités larges passent a la limite N — oo, donc

d’apres la question 1. Donc

1

H(z)—H(z+1) = m

pour tout n € N*. Or la suite H(z +n)

T

tend vers 0 quand n tend

N*. La fonction ¢t — ——=7 est continue et décroissante, d’ol1, en comparant série et intégrale :

(@ +f)

<
x+1

10) On divise par —=5 > 0 chaque membre de 'encadrement précédent :

N
E +/1 (
Hz) <

1<

1

1

+

z+1
H()
T+

T +t)?

1

(z+1)%

1
T+ ——
(z+1)

BRCES R L;lt]iv

. D’apres le théoréme des



(z)

gendarmes, 24 — 1. Donc H(z)

z+1 x—+00

1 1

~ ~ .
z—+oo x4+ 1 z—+oc0 1

11) H(n) ~ % qui ne change pas de signe. Or la série > % diverge. Donc

n—oo

12) La suite H(n) tend vers 0, en décroissant d’aprés la question 4.

la série Y H(n) diverge.

la série Y (—1)"H(n) est convergente.

dt.
t—1 1+t
- L In(t) L gnt1ln(t)
Donc » (-1)"H(k =/ dt + 71”/ = dt.
St = [ e o [T
o L4+l n(t) 1 11 1 i
Dans cette égalité, 0 < . 21 dt < H(n+1) car 1255 = 15 157 < 73 pour tout ¢ €]0, 1[. Or la suite H(n+1) tend
1 gn+1n(t) = 1 In(t)
vers 0. D’oli, d’apreés le théoréme des gendarmes, la suite / ————~= dt tend vers 0. Donc Z (-1)"H(n) = /
0o t2-— = 0o t2—1

u = t2 pour obtenir

t2

In(t) 1 — (—t)nt!

ok L ok [P ) SN,k [P ()
13) kZ:jO( 1) H(k)_gf 1) /0 Lab dt_/o Fl;( 5 ‘”‘/o

H(-1/2)

-1 u—1 2y/u 4

Donc, d’aprés le théoréeme des séries alternées,

dt.

14) La fonction ¢ + t2 étant de classe C! et strictement monotone sur |0, 1[, on peut effectuer le changement de variable

/1 In(t) dt:/1 In(vu) du 1
0 0




PROBLEME d'apres Math CCP 1 PC 2013

Objectif — On établit des conditions, nécessaire d’une part, suffisantes d’autre part, pour que deux matrices
admettent un vecteur propre commun et en déduire une forme « normale » de vecteurs propres.

Notations et définitions — Soient n et p deux entiers naturels non nuls. Notons M,, ,(C) I'espace vectoriel
des matrices & n lignes et p colonnes a coefficients dans C, M,,(C) l'espace vectoriel des matrices carrées
d’ordre n a coefficients dans C, 0,, la matrice nulle d’ordre n et I,, la matrice identité d’ordre n.

Pour M € M,,(C) et A € C, on note :

Ker(M)={X e M,1(C) | MX =0}, Im(M) ={MX, X € M, 1(C)},
Sp (M) le spectre de M, Ex(M) = Ker (M — AI,,) et Im (M) = Im(M — AI,).

Soient (A, B) € (M,,(C))? et e € M,, 1(C); on dit que e est un vecteur propre commun & A et B si :
i)e£0 , ii)ilexiste A € C tel que Ae = Xe et iii) il existe u € C tel que Be = pe.

De méme si f et g sont deux endomorphismes d’'un C—espace vectoriel E et e € E.

Enfin, on définit le commutateur [A, B] de deux matrices par la formule : [A, B] = AB — BA. Et celui
[f,g] de deux endomorphismes par : [f,g] = fog—go f.

Partie I : ETUDE D’UN EXEMPLE

On considere les matrices suivantes :

0 -1 -1 3 -3 -1
A=|-1 0o -1|,B=[0 2 o0
~1 -1 0 1 -3 1

Se Rl = {a;-241 CalP) ga(‘ﬂ\’l
5 1) Déterminer les éléments propres (id est le spectre et une base de chaque sous-espace propre) de A.
2_ 2) Déterminer les éléments propres de B. g‘a ()= { L4 A o tb) A
3 3) Quel est ’ensemble des vecteurs propres communs & A et B ?

44 Partie IT : UN AUTRE EXEMPLE

Soit k € N*. On note E = Cy;[X] le C-espace vectoriel des polynomes & coefficients complexes de degré
inférieur ou égal a 2k.

Pour tout polynéme P de E, on pose  f(P)=P' et g(P)=X%*P(%).
2k 2k
4 4) Soient (ag,ay,...,as) € C*+let P = ZaiXi. Montrer que g(P) = Zagk_iXi.
i=0

i=0
Z 5) Déterminer, dans la base canonique de F, la matrice Ay de 'endomorphisme f et la matrice By de
I’endomorphisme g. 4 4
6)4 a) Vérifier que : si P est un vecteur propre de 'endomorphisme g, alors deg(P) > k.
‘5b) Déterminer les éléments propres de g
A 7) Soit i € N*. Déterminer les éléments propres de I'endomorphisme f? (égal & fo f---o f itéré i fois).
L 8) Montrer que f et g possédent un vecteur propre commun si, et seulement si, i > k + 1.



A Partie III : UNE CONDITION NECESSAIRE ET DES CONDITIONS SUFFISANTES

Soit n € N* et soit (4, B) € (M, (C))?.

9) Dans cette question, on suppose que e est un vecteur propre commun a A et B.

A a) Montrer que e € Ker ([4, B)).

On en déduit que rg([A, B]) < n.

(A b) En utilisant les matrices 4; = et By = de la partie II, montrer que cette

o OO
OO =
o N O
= o O
O = O
SO =

condition nécessaire n’est pas suffisante.

On dit que A et B vérifient la propriété 7 s'il existe A € Sp(A) tel que : Ex(A) C Ker([4, B]).

+ ?/1 Ces (A)5] = J( (42).-1

Z 10) Montrer que : si [4, B] = 0, alors A et B vérifient la propriété H. g{’ &

11) Dans cette question, on suppose que A et B vérifient la propriété H.
A a) Pour tout X € F)(A), on pose )(X) = BX. Montrer que 'application linéaire 7 définit un
endomorphisme de E)(A).
l b) En déduire I'existence d’un vecteur propre commun & A et B.

Pour chaque k € N*, on note Py, la propriété suivante : « pour tout C-espace vectoriel E de dimension k et
pour tout couple d'endomorphismes (¢, 1) de E tels que rg([¢,1]) < 1, il existe un vecteur propre commun

Aapety.»
A 12) Vérifier la propriété P;.

13) Dans cette question, on suppose que la propriété Py, est vérifiée pour tout entier k € [1,n — 1] et que A
et B ne vérifient pas la propriété H.

On note C' = [A, B], on suppose que rg(C) = 1 et on considere une valeur propre A € C de A.

a) Justifier 'existence de u € M,, 1(C) tel que Au = Au et Cu # 0.
b) Montrer que Im (C) C Im 5 (A).
¢) Etablir les inégalités suivantes : 1 < dim(Im(A)) <n —1.

L

Pour tout X € Im(A), on pose p(X) = AX et (X) = BX.
L d) Montrer que les applications linéaires @ et w{.,}déﬁnissent des endomorphismes de Im (A).

A e) Montrer Pexistence d’un vecteur propre commun & A et B.
A 14) Montrer que, pour tout n € N*| P, est vraie.

A 15) En utilisant les matrices A; et B; de la partie II, déterminer le rang de [A}, B;] et montrer que la
condition suffisante de P3 n’est pas nécessaire.



4%artie IV : FORME NORMALE POUR UN VECTEUR PROPRE

Ty
Soit n € N avec n > 2. On note N = D € My (C)| Fie [1,n] tel que 2; =0

Ty
Soit A € M,,(C) et X un vecteur propre de A. On dit que X est sous forme normale si :

e X e N ou eilexiste N €Sp(A) et il existe U € N tel que X = (A — N1,,)U.

Z 16) Dans cette question, on suppose que A posséde une valeur propre A telle que dim(Ey(A)) > 2..

Montrer que A admet un vecteur propre sous forme normale associé a la valeur propre A.

On note A,,(C) le C-espace vectoriel des matrices M € M,,(C) antisymétriques, c'est-a-dire telles que
‘M = —M. Pour tout M € A, (C), on pose : o(M)=AM+M"'A et ¢(M)=AM'A.

17)& a) Montrer que’p et ¢ définissent des endomorphismes de A, (C).
A b) Comparer g o) et 1o .

18) Dans cette question, on suppose que A possede au moins deux valeurs propres distinctes, notées A; et As.
On consideére X7 un vecteur propre de A associé a la valeur propre A1 et X5 un vecteur propre de A associé
3 la valeur propre \y. On note B = X; ' Xy — X5 ' X;.

a) Montrer que B € A, (C) et que B # 0,
b) Vérifier que les matrices AB + B'A-et AB'A sont colinéaires & B.
S5 0,5
En déduire que (A — A 1,)(A — A2I,)B =0,.

A ¢) Dans cette question, on suppose que (A — A21,)B = 0,,. Montrer qu’au moins 'une des colonnes de
B est un vecteur propre de A sous forme normale.

4 d) Dans cette question, on suppose que (A — A1) B # 0,,. Montrer que A posséde un vecteur propre
sous forme normale.

19) Dans cette question, on suppose que A ne posséde qu’'une seule valeur propre .

t a) Montrer qu’il existe une matrice B € A,,(C) non nulle et deux scalaires a € C et 3 € C tels que :
AB+B'A=aB et AB'A=jB.
4 b) En déduire qu’il existe (v, §) € C? tel que (A —~vI,,)(A —d1,)B = 0,.

Dans le cas ot (A — 01,)B = 0,,, on admettra que, comme a la question 18c, A posséde un vecteur
propre sous forme normale. De méme dans le cas ou (A — I,,)B # 0,, et § = A\, comme 2 la question
18d.

Z ¢) Dans cette question, on suppose que (A —dI,)B # 0, et § # A. Montrer que (A —~I,,)B = 0.
A 20) Que conclure?



Partie I

z 1 11 1 1 1 1
1) Soit z€ C:xa(z)=]| 1 1 |=+2)|1 2z 1|==+2|0 2-1 0 =(z—1)2(z +2).
1 z 1 1 =z 0 0 z—1

im By (A) < 1

1
4
1
<d

< dim E_5(A) < 2

1
Donc Sp(A) = {1;2} et {1
Le vecteur colonne U; = (1 1 I)T est un vecteur propre de A car AUy = —2U; et Uy # 0. Or la dimension du

sous-espace propre E_2(A) est 1. D’ou E_5(A) = Vect(Uy).

Soit X = (z ¢ z)T € M31(C) :

—y—z==z
AX=1X <= {—z—2=y < 24+y+z2=0 <= z=—-zx—y < X =zUs +yUs.
—r—y=2z
Les vecteurs Us = (1 0 —l)T et U3 = (0 1 —l)T, linéairement indépendants, forment donc une base de F1(A).
z—3 3 1 .3 1
2) Soit z€ C: xp(z) = 0 z—2 0 =(z—2) 1 a1 = (2 —2)3.

-1 3 z—1
Donc Sp(B) = {2}. Soit X = (z y z)TM3,1(C):
3x —3y —z =2z
BX =2X <<= (2y=2 = r-3y—2=0 <= z=2-3y <= X =zV1 +yVs.
r—3y+2z=2z

Les vecteurs V] = (1 0 1)T et Vo = (0 1 73)T, linéairement indépendants, forment donc une base de F2(B).
3) Soit X = (z y Z)T € M3,1(C) :

T+y+2=0 L

X e E1(A)N Ex(B <=
€ Ei(4) 2(B) {x—3y—z—0 Lo

x—2y=0 L1+ Lo
dy+2z=0 L1 — Lo
= X=y2 1 -2)7.
Donc le vecteur colonne W = (2 1 —Q)T forme une base de E1(A) N E2(B).

D’autre part E_2(A) N E2(B) = {0} car le vecteur Uy n’appartient pas & Eo(B) car BU; # 2U;. Donc I'ensemble des
vecteurs propres communs aux matrices A et B est Vect(W) \ {0}.

Partie II

2k 2k o2k _
4) g(P) = X2k Z flz = ZaiX%_’ = Z as,— ;X7 en effectuant le changement d’indice j = 2k — i.

i=0 i=0 j=0

0 1 1
(U (0) (0) 1

5) A = car f(X9) =0et Vi € [1,2k], f(X?) =iX"1. Et B, =

(0) 0 2k 1 (0)

0 1

car Vi € [0,2k], f(X?) = X2k—1,
6) a) Soit A € C. Soit P € E tel que g(P) = AP. On suppose que deg(P) < k — 1, il existe alors ag,...,ax—1 € C tels que
k—1 ) 2k ) k—1 )
P=3 ai X" Etg(P)= > agk—iX*=AP = > Aa;X". Par unicité des coefficients d’'un polyndme, on obtient
i=0 i=k+1 i=0
pour tout ¢ € [k + 1,2k], asg—; = 0, donc P = 0. On a montré qu’un polynome de degré inférieur ou égal & k — 1 ne
peut pas étre vecteur propre de g, autrement dit les vecteurs propres de g sont de degré supérieur ou égal a k.



b)

2k
g(Xk) = );—k = X*, donc X* est un vecteur propre de g associé & la valeur propre 1. De méme, pour chaque

i € [0,k — 1], si on pose P; = X + X2~ ot Q; = X — X2)~% alors g(P;) = P; et g(Q;) = —Q;. La famille
(Po, -+, Py_1,X*,Qo, - ,Qr_1) de polynémes de Cyx[X] est libre, son cardinal 2k est égal & la dimension de
lev Coi[X], c’est donc une base de Ca[X]. Or cette base est formée de vecteurs propres de ’endomorphisme g.
D’out Sp(g) = {+1; —1}, une base du sous-espace propre E11(g) est (Po, -, Py_1,X") et une base de E_1(g) est

(Qo,- -+, Qr—1)-

7) Comme i > 1, Ker(f?) = C;_1[X] # {0}, donc 0 est une valeur propre de f*. Et il n’y en a pas d’autre car, par
labsurde : si A\ € C* est une valeur propre de f? et P un vecteur propre associé, alors PG = AP. D’une part A # 0, donc
deg(AP) = deg P. D’autre part P # 0, donc deg(P“)) < deg P. Ceci est absurde. On a montré Sp(f?) = {0}.

8) On suppose d’abord que f* et g possédent un vecteur propre commun P. D’aprés la question 7, deg(P) < i — 1. D’apres la
question 6a , deg(P) > k. D’ott k < i — 1, c’est-a-dire i > k — 1. On suppose maintenant i > k — 1. Alors X* est un vecteur
propre de g d’aprés la question 6b et X* € C;_1[X] = Ker(f?), donc c’est aussi un vecteur popre de f*. D’ot1 ’équivalence.

Partie 111

9)

a)

b)

e est un vecteur propre a la fois pour A et B, donc il existe A, u € C tels que Ae = Ae et Be = pe.

Donc (AB — BA)e = ABe — BAe = A(ue) — B(Ae) = Ape — phe = 0. Donc e € Ker([A, B]).

Les matrices A; et By n’ont pas de vecteur propre commun d’aprés la question 8, or rg([A1, B1]) =2 < 3, donc la
condition nécessaire rg([A, B]) < n n’est pas suffisante.

10) Puisque le corps des scalaires est C, la matrice A posséde au moins une valeur propre : il existe A\ € Sp(A). Puisque
[A, B] = 05, Ker([A, B]) = My, 1(C). Dot Ey(A) C Ker([A4, B]), donc A et B vérifient la propriété H.

11)

a)

b)

Soit X € Ey(A). Alors X € Ker(AB — BA), d'oi ABX = BAX. Par conséquent AV(X) = ABX = BAX =
B(AX) = A¥(X), donc ¥(X) € Ex(A).

L’endomorphisme ¥ admet au moins une valeur propre complexe i et donc un vecteur propre associé Y € E)y(A).
Ainsi Y #0, AY =AY, et BY = ¥(Y) = Y, donc Y est un vecteur propre commun & A et B.

12) En dimension 1, tous les endomorphismes sont des homothéties. Donc tout vecteur non nul (il en existe bien en dimension
1) est un vecteur propre commun & 2 endomorphismes, ce qui démontre Pj.

13) a) Puisque A et B ne vérifient pas la propriété H, E)(A) ¢ Ker(C).

Il existe donc x € E)(A) tel que = ¢ Ker(C), autrement dit Au = Au et Cu # 0.

b). v € Im(C') qui est un espace vectoriel, donc Vect(v) C Im(C). De plus v # 0, donc dim Vect(v) = 1 = rg(C), donc
Vect(v) = Im(C).
v=Cu= ABu— BAu = ABu — ABu = (A — \I;,)(Bu) € Im)(A). Donc ImC = Vect(v) C Imy (A).

c) rg(C) =1, donc l'inclusion précédente donne dimImy(A) > dimIm(C) = 1.
D’autre part, A est une valeur propre de A, donc dim Ker(A — AI,,) > 1.
Par théoréme du rang, dimImjy (A) <n — 1.

d) [A, A=A, = A(A = AI) — (A= AI[p)A =A% — DA — A2 + DA =0,
(B, A — Aln] = B(A— Ayn) — (A~ An)B=BA—AB—AB+AB=BA— AB=—C.
A et A—\I,, commutent, donc Imy (A) est stable par A, donc l’application ¢, qui est linéaire, définit un endomorphisme
de Im)y (A).
Soit Y € Imy (A), il existe X € My, 1(C) tel que Y = (A — AI)X.
Alors BY = B(A — A»)X = (A — M,)BX — CX.
Or CX € Imy(A) d’apres la question 13b, (A — AI,)X aussi par définition, donc BY € Im) (A).
Donc Imy (A) est stable par B, donc lapplication 1, qui est linéaire, définit un endomorphisme de Imjy (A).

e) On pose k = dimImy(A). Alors k € [1,n — 1] d’aprés 13c. De plus, ¢ 01 — 1) 0 ¢ est une restriction de AB — BA,
donc rg([p, ¥]) < rg([4, B]) = 1.
On peut donc appliquer la propriété Py, donc ¢ et 1 admettent un vecteur propre commun.
Par définition de ¢ et 1, ce vecteur est aussi un vecteur propre commun a A et B.

14) On raisonne par récurrence forte sur n € N* : on a montré Py a la question 12, d’ott I'initialisation. Soit n > 2. On suppose

Pi. pour tout k € [1,n — 1], et on montre Py,

On considére E un C-espace vectoriel de dimension n, et ¢, 1) deux endomorphismes de E tels que rg([p,1]) < 1. On
introduit A et B les matrices de ¢ et ¥ dans une méme base de FE.

Si les matrices A et B vérifient la propriété H, elles admettent un vecteur propre commun d’apres la question 11b. Si les



matrices A et B ne vérifient pas la propriété H, elles admettent un vecteur propre commun d’apres la question 13e . Dans
tous les cas, A et B admettent un vecteur propre commun, donc ¢ et ¥ aussi. D’ou Py, ce qui achéve la récurrence.
On a bien démontré P, pour tout n € N*.
2 0 0 0 0 O 2 0 0
15) [A2,B1]=( 0 0 O 0 0 0 |=[| 0 0 O |, cette matrice est de rang 2.
0 0 O 0 0 2 0 0 2

Or A% et Bj ont un vecteur propre commun d’apres la question 8, donc la condition suffisante de P3 n’est pas nécessaire.

Partie IV

1
16) H = |z1 =0 5 est un sev de dimension n — 1 de My 1(C). D’ott dim(H N Ex(A)) = dim H + dim E)(A) —
Tn
dim(H 4+ Ex(A)) >n—142—n=1. Donc il existe X € HN E)(A) tel que X # 0. Ce X appartient & N, donc est sous
forme normale, et est un vecteur propre de A associé a la valeur propre .
17)  a) Pour tout M € A, (C), *(o(M)) = H(AM)+t(MtA) = tM*A+A'M = —Mt*A— AM = —p(M), donc p(M) € A, (C).

Et t(p(M)) = {(AM!A) = AAM!A = —AM'A = —(M), donc ¥(M) € A,(C).
b) Pour tout M € A, (C), p(¢p(M)) = AAMEA+ AMPAA et (p(M)) = A(AM + MTA)PA = AAM'A+ AMtATA,

donc oy =1 o .

18) a) X; est une matrice colonne, ¢ X5 une matrice ligne, donc X1¢Xs est une matrice carrée de taille n, de méme pour B.
tB=XiX1 — X{Xs =—B, donc B € A,(C).
X2 est non nul, donc admet un coefficient non nul, que l’on appelle y, situé en i-iéme position. Alors la i-éme colonne
de Xsz est y X1, également non nulle.
Or la i-éme colonne de X%Xl est colinéaire & X2, et (X1, X2) est libre (ce sont des vecteurs propres associés & des
valeurs propres distinctes).
Donc la i-éme colonne de XfXg — X§X1 est non nulle, donc B # 0y,.

b) AB + BtA = AX{XQ — AX%Xl + X{X%A — X%X%A = )\X{Xg — )\2X§X1 + )\QXfXQ — )\1X§X1 = ()\1 + )\Q)B.
Et ABtA = AX{XSA — AX%X{A = A1\ B.

Donc (A — X11n)(A — XaIp)B = A2B — (A1 + A2)AB 4+ M1 )aB = A2B — A(AB + B*'A) + AB'A = 0,.

¢) On note C1,...,Cy les colonnes de B. De B # 0y, on déduit qu’il existe k € [1,n] tel que Cy # 0. La relation
(A — X2In)B = 05, donne en particulier (A — A\21,)C = 0, donc Cj, est un vecteur propre de A. Enfin, puisque
B € A, (C), Cp € N car tous les éléments diagonaux d’une matrice antisymétrique sont nuls. Donc C}, est un vecteur
propre de A sous forme normale.

d) On note maintenant D1,..., Dy les colonnes de (A — A\21,)B. De méme, il existe k € [1,n] tel que Dy # 0.
On aura cette fois-ci (A — A\11,)Dy, = 0, donc Dy, est un vecteur propre de A.
Or Dy, = (A — X\2I,,)C), et Cp, € N, donc Dy, est un vecteur propre de A sous forme normale.

19) a) D’apres la question 17, on peut utiliser les questions 10 et 11 pour conclure que ¢ et 1) admettent un vecteur propre

commun B € A, (C). Ce B vérifie les propriétés voulues.

b) (A2 —aA+ BI,)B = A?2B — A(AB + B*A) + AB*A = 0,,. Or le polynéme X2 — aX + 3 se factorise dans C[X] en
(X —9)(X = 6), avec 7,8 € C. Donc (A — vI)(A — 61,)B = (A% — aA + BI,)B = Op.

c) § # X et A est la seule valeur propre de A. D’olt § n’est pas une valeur propre de A, et A — éI,, est donc inversible.
De plus (A — vI,) et (A — 6I,) commutent, donc (A — 6I,)(A — vIn)B = 0. Or A — §I, est inversible, donc
(A—~I,)B=0.

d) On vient de montrer que, si la matrice A n’admet qu’une seule valeur propre, alors A possede un vecteur propre
sous forme normale. Or, pour tout n > 1, toute matrice de M, (C) admet au moins une valeur propre, et on a traité
auparavant le cas ol A admet au moins deux valeurs propres distinctes.

On a finalement démontré que, pour tout n € N*, toute matrice de M, (C) posséde un vecteur propre sous forme
normale.



