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TD13. Preuves en logique du premier ordre

Exercice 1. Variables libres et liées
A partir des variables {w, z,y, z}, on a défini les formules suivantes :

1= p(f(w,y)) \/VZ,T(Z,Z)

P2 = \V/ZL‘, Elyu (T(l‘7y) — \V/Z,q(fE,y,Z))

ps =Yy, (P(F(9(@).9) AV, (r(g(2),2) = 32 p(f(z,w)))

1. Dessiner les arbres de syntaxe de ces formules.
2. Pour chacune de ces formules :

1. déterminer I’ensemble des symboles de fonctions et donner leurs arités

2. déterminer ’ensemble des symboles de prédicat et donner leurs arités.
3. Pour chacune de ces formules :

1. déterminer I'’ensemble des variables libres

2. déterminer ’ensemble des variables liées

3. indiquer pour chaque occurrence de variable liée le quantificateur dont elle dépend a 'aide
d’une fleche de couleur sur 'arbre de syntaxe.

4. On dit qu'une formule est close si elle ne comporte aucune variable libre. Parmi ces formules,
lesquelles sont closes ?

Exercice 2. Substitution

Soit x, y, z et w des symboles de variables, f, g et h des symboles de fonctions d’arités
respectives 2, 3 et 1, et enfin P et () des symboles de prédicats d’arité 2.

Calculer [z — f(y, z)], en appliquant un a-renommage si nécessaire, pour :

1. ¢ =Vx,3z, P(f(y, 2),x)

2. 9 =3z,P(f(y,2), x)

3. ¢ =Vy,3z, P(g(y, z,x), x)

4. ¢ = (Yw, P(h(w), z)) = (Vx,Vz,Q(z, (2, 2)))
Exercice 3. Quelques arbres de preuve

Donner une preuve utilisant les régles de la déduction naturelle pour chacun des séquents
suivants. P et () sont des symboles de prédicat.

1. Vo, Q(x) F Jz,Q(x) 3. dz,—Q(z) F =(Vz,Q(x))
2. Jy, Vo, P(y,x) b Vo,3z, P(z,x) 4. =(3x,Q(x)) F Vr, -Q(x)
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Exercice 4. Distributivité des quantificateurs

Donner une preuve utilisant les régles de la déduction naturelle pour chacun des séquents
suivants.

1. Va, (P(z) A Q(x)) F (Va, P(2)) A (Va, Q)
2. (Y, P(z)) A (Vz, Q(2)) F V., (P(z) A Q(z))
3. 3z, (P(z) V Q(2)) - (3z, P(x)) V (3z, Q(z))
4. 3z, P(z) ; Va,(P(z) = Q(x)) - 3z, Q()

Exercice 5. Logique classique du premier ordre

Donner une preuve utilisant les régles de la déduction classique pour chacun des séquents
suivants :

1. =(3z,—~P(x)) - Vz, P(x)
2. =(Vz, P(z)) F 3z, (= P(z))
3. (Vz,~P(z)) F =(3z, P(z))



