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Corrigé TD2. Automates

I. Automates et langages

Exercice 1. Vocabulaire sur les automates
1.

a,b,c
a a,b,c a,b,c
— 1 2 3

2. Cet automate n’est pas déterministe : deux transitions depuis I’état 0 sont étiquetés par la
lettre a, c’est-a-dire 6(0,a) = {0, 1}.

Cet automate n’est pas complet puisque la fonction de transition est partielle. Par exemple,
0(3,a) n’est pas défini.

3. Le mot baba est reconnu par le chemin 0 Los1h9%s3.

Le mot cabcb n’est pas reconnu par ’automate.

4. L(A) correspond aux mots ayant un a en troisiéme position en partant de la fin.

Exercice 2. Langages reconnus

1. Cet automate reconnait les mot terminant par ba.

2. Cet automate reconnait les mots de longueur paire.

3. Cet automate reconnait les mots qui ne comporte pas le facteur bbbb.

4. Cet automate reconnait les mots qui commencent et terminent par la méme lettre.

Exercice 3. Construction d’automates
Corrigé en cours.

II. Transformations en automates équivalents

Exercice 4. Complétion d’automates

1. La fonction de transition est partielle. Par exemple, 6(0, ) n’est pas défini.
2. Cet automate reconnait les mots commencant par ab.

3. On ajoute un état puit, comme vu en cours :

a,b

a,b
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Exercice 5. Déterminisations
1. Déterminisé de 'automate 1 :

b
a
b
b\//a\’
—_
a

Déterminisé de 'automate 4 :

a
b
b
a
a
(o b
4> a/
a
b
b

2. L’automate reconnait les mots contenant un a en troisiéme position a partir de la fin.

3.
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Exercice 6. Suppression des e-transitions

Exercice 7. Déterminisation de taille exponentielle
1. Lautomate déterminisé Ap a pour ensemble d’états les parties de (), soit 2" états au plus.

2. Soit les automates A;, As et A3 reconnaissant les mots de taille > 2 terminant par a.

a,b a

SN OO S
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As
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a,b

Ay
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3. Soit A= (X,Q,1,F,¢) défini par :

e Q=1{0,1,...,n}
o I={0}
o F'={n}
{0} sii=0etc=>b
° §:(i,c) = 10,1} sii=0etc=a

non défini sit=n
{i+1} sinon

Montrons que L(A) = L,. On raisonne par double inclusion.
Soit w = wy...wy, € L,,. Alors wi_, = a.
Le chemin 0 % 0 %% 0 — ... !
w e L(A).

wsz'n:a\

> 1

Wg—n+1

0

» 2 — ... 25 est acceptant, donc

Réciproquement, soit w € L(A). Alors il existe un chemin acceptant w. Ce chemin termine en
F = {n} et commence en I = {0}, donc il comporte nécessairement 'arc 0 % 1, suivi de n — 1
arcs menant & I’état n. Ainsi, la n iéme lettre en partant de la fin de w est un a, donc w € L,,.

4. Ajz correspond a l'automate 2. de I'exercice 5.
5. Soient deux mots distincts u et v de ¥". Supposons par 'absurde que 6*(qo, u) = 6*(qo, v).

Puisque u # v, 3i € {1,...,n} tq u; # v;.

Supposons sans perte de généralité v; = a.Alors u; = b.

Le mot vy...v;...0, a...q € L, donc est accepté par D,,.
n—1

Le uy...u;...u, g...a, ¢ L, donc n’est pas accepté par D,,.

n—i

Or ces deux mots ont le méme chemin dans 'automate D,,, absurde.

6. Ainsi, 'automate D, contient au moins autant d’états qu’il n’y a de mots dans X", c’est-a-
dire 2".

7. Tout automate déterministe équivalent a A,, comporte au moins 2" états.

ITI. Théoréme de Kleene

Exercice 10. Langage préfixe, suffixe et facteur

Soit L un langage régulier. D’aprés le théoréme de Kleene, il existe un automate A =
(3,Q,1,F,§) tq L(A) = L. Sans perte de généralité, on suppose A sans e-transition.

Soit A, = (£, Qp, I, F), 6,) défini par :

Qp:Q
I,=1I

F, = {q € Q | q accessible et co-accessible}

5, =0
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Montrons que L(A,) = pref(L).

C : Soit w un mot reconnu par L(4,), et go — ¢1 — ... — ¢, un chemin acceptant w dans
Ap.

qn € F,, donc g, est un état co-accessible de (). Ainsi, il existe ¢y € F' et une suite de transition
G 5 g 2 gy

Le chemin ¢y — ... = ¢, — ¢} — ... = ¢y accepte donc le mot w.a;...a; dans A, donc w est
préfixe d’un mot de L.

D : Soit w = wy...w, un préfixe de L. Alors il existe un mot v = uy...u,, tel que w.u € L.

Soit go = g1 = oo 5 G = Qg1 = o 2 oy un chemin acceptant w.u dans A.

L’état ¢, est accessible et co-accessible, il est donc final dans A,. Ainsi, le chemin (g;)o<i<n
reconnait w dans A,.

Ainsi, A, reconnait pref(L), donc le langage pref(L) est régulier.
Soit As = (X2, Qs, s, Fs, 05) défini par :
¢« Q.=Q
o [, ={q € Q| q accessible et co-accessible}
o« F,—F
®0,=0
Montrons que L(Ay) = suf f(L).
A faire en s’inspirant de la correction pour A,
Soit Ay = (3,Qy, Iy, Fy, ) défini par :
e Q=@
o [ ={q € Q| q accessible et co-accessible}
o Iy ={q € Q| q accessible et co-accessible}
e 0f=10

Montrons que L(Af) = fact(L).

A faire en s’inspirant de la correction pour A,
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IV. Automates et calculs

Exercice 12. Calcul du modulo

1[3] sim est pair

2[3] sin est impair

L’automate suivant reconnait les mots sur 'alphabet {0} de taille pair, c’est a dire les mots n
en unaire tels que 2" = 1[3].

1. On montre par récurrence que 2" =

0

o

2. Soit automate suivant :

On montre par récurrence sur n que la lecture d’un mot by...b,_; aboutit dans I'état (r,m) ssi
(bp—1...bg = 7[3] et n = m|2]).



