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Electromagnétisme
Chapitre 9 - Conducteur ohmique

1. Effet de peau
1. Equations de Maxwell dans le conducteur

On souhaite établir ’équation différentielle vérifiée par E dans un matériau conduc-
teur de conductivité ~.

Densité volumique de courant :

La loi phénoménologique :

j=~E boi & O Jscale Y. 0 S w”

est valable en régime variable pour des fréquences inférieures a 10 Hz (longueurs
d’ondes supérieures a 3um). A trés haute fréquence, le courant ne peut s’adapter
instantanément aux variations du champ imposées (on peut alors introduire une
conductivité complexe pour traduire le retard de j par rapport a E)

On se place dans la suite dans le cas ot f < 104 Hz.

Densité volumique de charges :
On écrit ’équation locale de conservation de la charge :

9 +div(j) =0

ot
Py =2 4 div(B) =0
= — iv =
SELES 28 ) wi.
dp v
= —+—p=0
ot + 50'0
On suppose qu’il existe une densité volumique de charge p, non nulle en un point M
a l'instant t = 0. On a alors : £ 380" Faw!
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p(M,t) = po e /™

= T~ NF‘? S

avec T = £,/7.

T~10"® s < 1/f : p(M,t) ~ 0 trés rapidement (par rapport a la période d’évolu-

tion des phénoménes observés) au point M. Dans la suite, on considérera donc p = 0

dans le conducteur.

Courant de déplacement :

L’équation de Maxwell-Ampére s’écrit :
—
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Comparons les ordres de grandeur du courant de conduction et du courant de dépla- st gu};,(aw
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2. Equation de propagation et
On considére un matériau conducteur occupant le demi-espace z > 0.
Une OPPM arrive depuis le vide (z < 0) sur le conducteur. On cherche E(z,t) dans Vide
le conducteur.
div(E) =0 div(B) =0
. OB , .
l(E) = -5-  1ol(B) = pyE
—
rot(rotE) = grad(div(E)) — AE
- OE -
= AE = o v du Syp Gpalioe o Gt
ot U vl A o Dol ec’bT AAT
Résolution : .
On cherche le champ électrique sous la forme d’'une OPPM : E = E,, etWt=k2)g  On R gj%
a alors : (ﬂ/“ )L
. AN

k2 =iw Lo Y .

On introduit I’épaisseur de peau : :K’E>
2
5 — 2 = QL’L: {wr.l,,{ (%>)
V HoYw
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On écrit le champ électrique : A "?-‘—
= e84 e e, b
el N v o o acaffall Py
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On peut estimer la valeur de 1’épaisseur de peau 0 :
— Pour f =50Hz: § =9,2.1073 m.
— pour f = 10MHz, § = 2.107® m : on utilisera des guides d’ondes a la place
des fils pour transporter 'onde (voir partie III).

Modéle du conducteur parfait :

Un conducteur parfait est un conducteur dont la conductivité tend vers I'infini.
Lorsque v — 400, la puissance volumique jE = vE? doit restée finie : Le champ
électrique est nul & l'intérieur d’un conducteur parfait.

On aurait pu aussi utiliser le fait que [’épaisseur de peau tend vers 0 lorsque v — 400.
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3. Aspects énergétiques
E=E, e % cos(wt — z/6)i,
La loi d’Ohm locale donne immédiatement :

F=7E, e*% cos(wt — z/8) i,

L’équation de Maxwell-Faraday permet de déterminer :

B= f—;e_z/‘s (sin(wt — 2/6) + cos(wt — 2/0)) iy

On considére une portion de conducteur de dimension a suivant x et b suivant y, de

profondeur trés grande devant § suivant z.

Puissance moyenne dissipée par effet Joule :
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II. Réflexion d’'une OPPM sur un conducteur parfait

Une OPPM se propageant dans le vide (z < 0) arrive en z = 0 sur un conducteur
parfait (z > 0). A l'interface entre les deux milieux, les équations de Maxwell ne sont
pas adaptées et le champ électromagnétique doit vérifier les relations de passages :

— dowpti S/nguqm
_ - o & doges . L .
FEy — F1 = —nyo ) ot ek ke skl do
& > 1" " owo
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On observe ainsi une discontinuité de la composante normale du champ électrique
en présence de charges surfaciques. La composante tangentielle de F est par contre

continue. C’est 'inverse pour le champ magnétique, la discontinuité de B tangentiel

wd oot

asl =)
o
L
c

5 )
étant liéea l'existence de courants surfaciques (js en A/m). g V7
Dans cette partie Eo et By sont nuls car le conducteur est considéré comme parfait. 7=
ds
1. Expression de I’onde réfléchie T4« ¢ 4 -t
On considére une onde incidente polarisée rectilignement suivant . A R
, o L.t
Ei — Eoi eZ(Wt_ Z)ﬁx L)) Jmu‘ilnu_ V‘”\M“\'d"
On remarque que E@ ne peut représenter seul le champ électrique dans le vide : il ne
vérifie pas la relation de passage en z =0 : @Z _Z . E i
. o .
— By /R0, 2 —i, L 5-5- cm@ «
o <.
On suppose alors l'existence d’une onde réfléchie :
P p— i, ; Tt+kT
Er _ Eor ez(w z)
Cette onde se propage dans le vide suivant —,, le champ ET doit étre transverse :
E, u,=0
La relation de dispersion impose d’autre part : k, = w,/c. La linéarité du probléme
impose a priori w, = w, on va voir que cette égalité.est également imposée par la
relation de passage.
L’onde du coté (1) est la somme des ondes incidentes et réfléchies :
El =B, ei(wtsz)ﬁx +Eor ei(wrtJrk:rz)
L’onde du co6té (2) est nulle, si on suppose que le conducteur est parfait, on a donc
en tout point du plan z =0 :
- . o 0 _ E Ji = &
0— Ei(z=0) =, R
&

Dans le cas de I'incidence normale : El.ﬁz =0—=0=0.
On a ainsi :
Eio eio.)t,a»z +Eor eint _ (‘)‘
Cette relation est valable a chaque instant ¢, les pulsations w et w, sont donc égales.
On a également k, = k = w/c.
En simplifiant par ’exponentielle, on obtient finalement :

E = _Eoiﬁa:

or

La réflexion sur un conducteur parfait entraine un déphasage de 7 sur le champ
électrique.
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2. Structure du champ résultant

On déterminer les champs magnétiques associés a EZ et ET, a l'aide de la relation de

structure (OPPM dans le vide).

e ( (w*__?/_%W —t —g - E /CE_J.'
£ Lo ¢ Jo =2 B =
Dz)
[orE
. I (¥ . T . Lk
E[‘ N _bo 2 Mo = be = A -

(o3

Le champ électromagnétique dans le vide s’écrit alors :

8

El = E, (ei(wtsz) . ei(thrkz)) =

B, = Eoi (ei(wtsz) I ei(wt+kz)) i,

c
Soit, : '
E, = —2iE,; ¢“"sin(kz)ii,
. E. .
By, =2=% e cos(k2) iy
c

Les champs réels s’écrivent alors :

E) = 2E,; sin(kz) sin(wt) i,

- FE;
By = 2= cos(kz) cos(wt)1i,
c

On parle d’onde stationnaire.

3. Aspects énergétiques

Vecteurs de Poynting des ondes incidentes et réfléchies :
Le vecteur de Poynting moyen associé a ’onde incidente :
E2

<I; >= %4,

© 2uC

Celui de 'onde réfléchie : )
_ E2

<IL, >= =

2uoc

(—tz)
Le coefficient de réflexion en puissance :
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Toute la puissance de I'onde incidente se retrouve dans 'onde réfléchie. Il n’y a pas
de dissipation dans le conducteur parfait (conductance infinie — résistance nulle).

Vecteur de Poynting moyen de ’onde stationnaire :

. E\AB, -  AEZ
= 2202 oy = o cos(kz) sin(kz) cos(wt) sin(wt),
Ho HoC
=< T, >=0

L’énergie associée a I'onde stationnaire ne se propage pas, elle reste confinée entre
les plans correspondant aux ventres et aux nceuds de E; et Bj.
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III. Application aux cavités a une dimension
1. Propagation d’une onde électromagnétique dans un guide d’onde

Description du probléme :

On considére un systéme constitué de deux plans conducteurs paralléles distants de
a, considérés comme infinis et assimilés & des conducteurs parfaits. Le milieu entre
les conducteur est assimilé & du vide.

nE

o c ’ -

vide

On cherche le champ électrique E sous la forme d’une onde se propageant suivant
Uy :

E x ei(wt—kx)
Pour tenir compte de la limitation spatiale imposée par les conducteurs, on prend :

E _ f(z)ei(wtka)ﬁy

Pas de dépendance en y car dans le cas de plaques infinies, il y a invariance par
translation. Le choiz i, permet d’avoir diV(E) = 0 mais ce n’est pas obligatoire. On
dit qu’on a choisi d’étudier un mode transverse électrique.
Remarques : B - o 1@4)@@%&'%
Ce n’est pas une onde plane, il faudra faire attention lorsqu’on calculera le champ ‘
magnétique associé .
Elle doit vérifier les équations de Maxwell dans le vide (et par conséquent I’équation
de propagation dans le vide).
div & =9 duws -2 A‘E" /1315:1:6'
Lk
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o
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Elle doit également vérifier les conditions aux limites en z = 0 et z = a.

Sunvond” {w}d (%"z’) I U_t,u:‘ = 4(0)‘/’0 - @ - — 2=a
F‘ﬂ & ® J"‘_;z - 'J‘i
. @ 1\/"47,‘.0:, E:idz(z'-o‘) s. T (_ﬂ’;) = g[a);o
/7 ér ;7o r 7 N <.
Savand TZ
Résolution :
On injecte £ dans I’équation de propagation, on obtient : A‘é‘ o z ) 2 B X ¥ _E:l
2 =7 _:L Ayt 321
1'(2) = K1 () + 55 £(2) =0 ? ! i,
L ( {w"’& l [ 3 P -
La fonction f(z) est donc solution de ’équation différentielle : - L Q(*) ¢ . g v)e "
w2 = t(wh ‘e“\_a
P+ (% - 1) 1) =0 e g g g
of
avec :
f(0) = f(a) =0
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Les cas w?/c? < k? donnent des solutions ne pouvant s’annuler 2 fois et ne peuvent

pas convenir.
On pose alors :

_ 2
K = Z k
= f(z) = AyeBZ 4 A ez
) t [Wl— 'e'“' +k@) ' (w\—_a_x—(%\ M
E- A ¢ B JT:‘; > A/l ¢ — 3
/ o
EM—:‘ BY /T +K4T
— k ’ | 2
EZ\L ’ Lz,

On peut aussi écrire :
f(z) = Eycos(Kz) + Epsin(Kz)
Les conditions aux limites imposent :
E,=0

E,cos(Ka) + Eysin(Ka) =0

jEO:O7K:ﬂ [ IV d& V\éﬂ\‘f

a
Et finalement,

5 L (MTEN (1)
FE = F;sin (—) ellwt k"’“")uy
a

Relation de dispersion :

2 w? 2772
k=% —n°"—
c2 a?

On peut introduire une pulsation de coupure :

e At

a

We =

Q) €~
o [F

La propagation n’est possible que pour w > w, (filtrage passe-haut).

2. Cavité a une dimension

T L v
Wbl K e
C/’L
On pub we & b
Lo o e LOMM
do vl d ovde .-[44}12,,
42(0):5
e(aj ]
T 2 JZLL
OV\ o- /l-/ﬂ\‘tdm = :1 -
= ﬂlwl :"il— - GLL
PO,

On considére une cavité a une dimension (généralisable & trois dimensions, exemple :
four & micro-ondes) dont les bords en z = 0 et z = L sont constitués de conducteurs

parfaits, 'intérieur de la cavité étant assimilé au vide.

Compte-tenu du caractére borné du systéme, on cherche le champ électrique sous la

forme d’une onde stationnaire : ,
cuwnglihrds (€
. -
E = f(z).9(t)iy

-
Les conditions aux limites imposant : ém‘” vy

On injecte E dans I’équation de propagation :

F()glt) ~ 5 F()g (1) =0

vide t
L S

LN
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Séparation des variables :

2@ G ol adipede & <
f@) = g0)

N — ~
Qman;swouw D

Soit : s
()~ Ag(t) = 05 1"(a) ~ 2 f(a) 0

Les contraintes sur le champ E imposent de prendre une constante A négative :
— Le champ E est borné : I’équation en ¢t ne peut pas donner des solutions en
exponentielles divergentes.
— f(=) doit s’annuler en deux points ce qui exclue également les équations diffé-
rentielles pour lesquelles les racines de I’équation caractéristique sont réelles.
On pose alors :

f(z) = focos(kx) + fisin(kz)
9(t) = go cos(wt + )

On exploite ensuite les conditions aux limites :
f0+f1020 Q(Q)CQ

focos(kL) + fisin(kL) =0 Q[L) =0
On a ainsi :
fo=0; sin(kL) =0

Les valeurs de k sont donc quantifiées : on associe un nombre n & chaque mode

propre correspondant a :
nm nmwe f
— . — née N
ky = ; Wp =

L L
La solution générale est une combinaison linéaire des modes propres.

nTT nmc
E(x,t) = FE,y, sin <—> cos <—t—i— )
(@) =2 B sin (7 L't

\\_/ | |
B, o O et dfowed b codilions intiolss

JE(M,D)
% (x,0)
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