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Les coordonnées sphériques et cylindriques
1. Coordonnées cylindriques :

Fiche Synthèse

↵
⌦

�
 Analyse Vectorielle

Remerciements à M. Melzani (schémas, tableaux)

1 Systèmes de coordonnées

1.1 Représentation (voir dernière page)
A connaître absolument : schémas ; passage des coordonnées cylindriques et sphériques aux cartésiennes ; vitesse et
accélération en polaires (cylindriques projetées dans le plan z = 0).

1.2 Vecteur déplacement infinitésimal (ou élémentaire)

• cartésiennesú : ≠æd¸ = dx ęx + dy ęy + dz ęz.

• cylindriques : ≠æd¸ = dr ęr + rd◊ ę◊ + dz ęz.
• sphériques : ≠æd¸ = dr ęr + rd◊ ę◊ + r sin ◊dÏ ęÏ.

1.3 Surface infinitésimale

Pour obtenir la surface élémentaire ≠ædS dont la normale est l’un des trois vecteurs de base, il faut multiplier les deux
autres composantes de ≠æd¸.

1.4 Volume infinitésimal

Pour obtenir le volume infinitésimal dV (ou d·), il faut multiplier entre elles les trois composantes de ≠æd¸.

MP - Lycée Champollion 1

Le vecteur position : −−→
OM = r u⃗r + z u⃗z

Le vecteur déplacement élémentaire (déplacement du point M lorsque ses coordonnées
varient de dr, dθ et dz) s’écrit :

d
−−→
OM = dr u⃗r + r dθ u⃗θ + dzu⃗z

2. Coordonnées sphériques :

Fiche Synthèse

↵
⌦

�
 Analyse Vectorielle

Remerciements à M. Melzani (schémas, tableaux)

1 Systèmes de coordonnées

1.1 Représentation (voir dernière page)
A connaître absolument : schémas ; passage des coordonnées cylindriques et sphériques aux cartésiennes ; vitesse et
accélération en polaires (cylindriques projetées dans le plan z = 0).

1.2 Vecteur déplacement infinitésimal (ou élémentaire)

• cartésiennesú : ≠æd¸ = dx ęx + dy ęy + dz ęz.

• cylindriques : ≠æd¸ = dr ęr + rd◊ ę◊ + dz ęz.
• sphériques : ≠æd¸ = dr ęr + rd◊ ę◊ + r sin ◊dÏ ęÏ.

1.3 Surface infinitésimale

Pour obtenir la surface élémentaire ≠ædS dont la normale est l’un des trois vecteurs de base, il faut multiplier les deux
autres composantes de ≠æd¸.

1.4 Volume infinitésimal

Pour obtenir le volume infinitésimal dV (ou d·), il faut multiplier entre elles les trois composantes de ≠æd¸.

MP - Lycée Champollion 1

Le vecteur position : −−→
OM = r u⃗r

Le vecteur déplacement élémentaire (déplacement du point M lorsque ses coordonnées
varient de dr, dθ et dφ) s’écrit :

d
−−→
OM = dr u⃗r + r dθ u⃗θ + r sin(θ) dφ u⃗φ

Justifier les expressions des déplacements élémentaires en coordonnées cylindriques et sphé-
riques. On rappelle que la longueur d’un arc de cercle de rayon R et d’angle α est R α.
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Calculer la charge totale d’une distribution
On considère une sphère de rayon R dans laquelle la densité volumique de charge ρ(M) = ρ(r).

1. Écrire le déplacement élémentaire en coordonnées sphériques. En déduire l’expression du
volume élémentaire dτ en coordonnées sphériques.

2. La charge dq contenue dans dτ est :

dq = ρ(r) dτ

En déduire l’expression de la charge Q contenue dans la sphère. Déterminer les valeurs
des intégrales sur θ et φ.

3. Que vaut Q pour ρ(r) = ρo uniforme ? Vérifier la cohérence du résultat.

Définition du gradient
On définit le gradient d’une fonction scalaire f(M) par la relation :

df =
−−→
grad(f).d

−−→
OM

En coordonnées cartésiennes, f est une fonction de x, y, z et df représente la variation de la
fonction f(x, y, z) lorsque x, y et z varient respectivement de dx, dy, dz. On peut donc également
écrire :

df =
∂f

∂x
dx +

∂f

∂y
dy +

∂f

∂z
dz

En utilisant l’expression du déplacement élémentaire d
−−→
OM en coordonnées cartésiennes, on en

déduit l’expression du gradient :

−−→
grad(f) =

∂f

∂x
u⃗x +

∂f

∂y
u⃗y +

∂f

∂z
u⃗z

Établir les expressions du gradient en coordonnées cylindriques et sphériques :

−−→
grad(f) =

∂f

∂r
u⃗r +

1

r

∂f

∂θ
u⃗θ +

∂f

∂z
u⃗z

−−→
grad(f) =

∂f

∂r
u⃗r +

1

r

∂f

∂θ
u⃗θ +

1

r sin θ

∂f

∂φ
u⃗φ
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Utilisation du gradient : forces conservatives
En mécanique, on a défini une force conservative comme une force dont le travail entre deux
points A et B ne dépend pas du chemin suivi :

WAB(F⃗ ) = −(Ep(B)− Ep(A))

Ep(M) désignant l’énergie potentielle au point M .
L’opérateur gradient permet de relier le champ de vecteurs F⃗ à la fonction Ep(M) :

F⃗ = −
−−→
grad(Ep)

1. Montrer que :
F⃗ = −

−−→
grad(Ep) ⇒ WAB(F⃗ ) = −(Ep(B)− Ep(A))

En pratique F⃗ conservative ⇔ il existe Ep telle que F⃗ = −
−−→
grad(Ep).

2. On se place en coordonnées cartésiennes, l’accélération de la pesanteur g⃗ = −gu⃗z, établir
l’expression de l’énergie potentielle de pesanteur à l’aide de la relation :

P⃗ = −
−−→
grad(Ep)

3. En utilisant les coordonnées sphériques, déterminer l’énergie potentielle associée à la force
électrostatique exercée par une charge qo placée en O sur une charge q placée en M :

F⃗ =
qoq

4πεor2
u⃗r

4. En coordonnées cylindriques : la force ci-dessous, appelée force d’inertie d’entrainement
ou force centrifuge est-elle conservative ?

f⃗ie = mω2ru⃗r
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Potentiel électrostatique : applications
1. Déterminer l’expression du potentiel électrostatique créé par une charge ponctuelle qo

placée en O en tout point M de l’espace.
2. Déterminer la vitesse d’un électron de masse m ≃ 10−30 kg accéléré par une différence

de potentiel U = 102 V.

Invariances et symétrie
On considère un plan infini (Oxy) portant la densité surfacique de charges uniforme σo. Montrer
que le champ en un point M de l’espace n’appartenant pas au plan s’écrit :

E⃗(M) = E(z)u⃗z
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Calculer un rotationnel

On définit l’opérateur linaire rotationnel qui transforme un champ de vecteurs E⃗ en un champ
de vecteurs −→

rot(E⃗) dont l’expression en coordonnées cartésiennes est :

−→
rot(E⃗) =

(
∂Ez

∂y
− ∂Ey

∂z

)
u⃗x +

(
∂Ex

∂z
− ∂Ez

∂x

)
u⃗y +

(
∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y

)
u⃗z

Calculer le rotationnel du champ de vecteurs définit par :

E⃗ = 2Vo y u⃗x + 3Vo
x y

a
u⃗y

E⃗ peut-il correspondre à un champ électrostatique ?

Calculer une divergence

On définit l’opérateur linéaire divergence qui transforme un champ de vecteurs E⃗ en un champ
scalaire div(E⃗) qui s’écrit en coordonnées cartésiennes :

div(E⃗) =
∂Ex

∂x
+

∂Ey

∂y
+

∂Ez

∂z

Calculer la divergence du champ de vecteurs définit par :

E⃗ = 2Vo y u⃗x + 3Vo
x y

a
u⃗y

E⃗ peut-il correspondre à un champ électrostatique ?

Dimension de εo

Déterminer la dimension de εo à l’aide du théorème de Gauss puis à l’aide de l’équation de
Maxwell-Gauss.
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Du théorème de Gauss à la loi de Coulomb
Historiquement, l’équation de Maxwell Gauss est arrivée après la loi de Coulomb. Grâce au
cours de cette année, la connaissance des équations de Maxwell et du théorème de Gauss vous
permettra de retrouver la loi de Coulomb si vous l’avez oubliée.
On considère ici une charge ponctuelle qo placée en O.

1. Montrer que le champ électrique créé par cette charge en un point M s’écrit :

E⃗(M) = E(r)u⃗r

2. Déduire la loi de Coulomb donnant l’expression du champ électrique créé par qo au point
M du théorème de Gauss.

Calculer un Laplacien
On définit l’opérateur linéaire Laplacien qui agit sur un champ scalaire V (M) pour le trans-
former en un champ scalaire ∆V qui s’écrit en coordonnées cartésiennes :

∆V =
∂2V

∂x2
+

∂2V

∂y2
+

∂2V

∂z2

Propriété :
div(

−−→
grad(V )) = ∆V

Montrer qu’en électrostatique :
∆V = − ρ

εo
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Résolution numérique de l’équation de Poisson
On se place dans le cas où le potentiel V est une fonction de x uniquement. On souhaite faire
une résolution numérique de l’équation de Poisson sur une zone de longueur L en prenant N
valeurs. On note a = L/(N − 1) le pas de discrétisation. On écrit les développements de Taylor
à l’ordre 2 de la fonction V (x) en x± a :

V (x+ a) ≃ V (x) + aV ′(x) +
a2

2
V ′′(x)

V (x− a) ≃ V (x)− aV ′(x) +
a2

2
V ′′(x)

Soit :
V (x+ a) + V (x− a) = 2V (x) + a2V ′′(x)

En notant xi = i.a, on a alors :

a2 V ′′(xi) = V (xi+1) + V (xi−1)− 2V (xi)

L’équation de Poisson :
∆V = − ρ

εo

permet alors de déterminer V (xi+1) en fonction de V (xi−1), V (xi) et ρ(xi).
Reprendre le raisonnement précédent pour V (x, y).

Théorème de Gauss pour la gravitation
On assimile une planète à une sphère dont la masse volumique ρ ne dépend que de la variable
r en coordonnées sphériques. Montrer que le champ de gravitation en un point M de l’espace
est porté par u⃗r et déterminer son expression pour un point à l’extérieur de la planète.
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Théorème de Green Ostrogradski
On considère un élément de volume compris entre x et x+ dx, y et y + dy, z et z + dz.
Retrouver l’expression de la divergence de E⃗ en appliquant le théorème de Green Ostrogradski
à ce système.
Comment modifier le raisonnement pour trouver l’expression de div(E⃗) en coordonnées cylin-
driques ?
Comment modifier le raisonnement pour trouver l’expression de −→

rot(E⃗) en coordonnées carté-
siennes ?
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