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Electromagnétisme
Chapitre 9 - Conducteur ohmique
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I. Effet de peau
1. Modéle de Drude 4,_-(,':"

Modeéle classique qui permet de décrire le mouvement des électrons de conduction dans un ma-
tériau conducteur '. On considére que le métal est composé d’un ensemble d’ions supposés fixes (car
plus lourds), qui constituent le réseau cristallin, et d’un gaz d’électrons de conduction libres de se dé-
placer. L’interaction entre les ions du réseau et les électrons est modélisée par une force de frottement
fluide :

r mE —
fo=-"
-
Le temps 7 correspond ici a la durée entre deux collisions entre un électron et un ion du réseau, 7 est

de I'ordre de 10~ '%s. La vitesse ¢’ correspond ici a la vitesse d’ensemble des électrons et on écrira :
Jj = —nev

Le nombre d’électrons de conduction par unité de volume n est de I'ordre de 10**m =3 : il est beaucoup
plus élevé que dans les plasmas.
Sous l'action d’un champ électrique extérieur (et en négligeant la force magnétique), on peut

écrire : . IR F
U L m
m— = —elk — —¢ t:E o

On distingue deux situations : -
— A basse fréquence : w < L (af‘-(o_ - )
—eT =
U= E
Me
2
- neT =
J= E
Me

On retrouve la loi d’Ohm locale avec une conductivité :
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On peut calculer un ordre de grandeur (on rappelle v = 6.107.S.m ™! pour le cuivre) :

1 29'1 —38'1 —14
~ 0710 0 =10"S.m™*

1075 ( wed
On obtient ainsi le domaine de validité de la loi d’Ohm locale : f < 10'* Hz. N
— Dans le cas contraire (on arrive dans les fréquences optiques), on peut négliger le terme en
1/7 et on retrouve une situation analogue a celle du plasma avec w, ~ 10'%rad.s™" plus élevée
que dans le cas de la ionosphére (car n est beaucoup plus grand) : cela permet d’interpréter la
réflexion de la lumiére visible sur un métal et la transparence des métaux dans 1'ultra-violet
(Ap = 1.10 "gm).

1. Il faudrait en réalité tenir compte des effets quantiques, mais le modéle de Drude donne de bons résultats.
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2. Equation de propagation 0| Codu hpnn

On considére un matériau conducteur occupant le demi-espace z > 0. Une OPPM arrive depuis
le vide (z<0) sur le conducteur. On se place dans le cas w < 10'rad.s™. On cherche j(z,t) dans le
conducteur. On écrit les équations de Maxwell dans le conducteur :
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Le conducteur est globalement neutre (il peut étre chargé en surface comme nous le verrons a la

fin) :
p=20

Comparons les ordres de grandeur du courant de conduction et du courant de déplacement :

el v . A el W= éjrf
||50 ot H 8Ow w&c
Application numérique : c*)
IVE|l N 6.107 B 7.10'8 > 1
Hgoaa_ff” 78,8510 Mw  w

On peut alors écrire : . B
rot(B) = o]
On peut alors déterminer ’équation différentielle vérifiée par le vecteur j :
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Résolution : on passe en complexe (linéarité du milieu : excitation & w = réponse a w)
=j (2) €@, W o vavaunr
On peut vérifier que . »{N- W ku.\lau/("

., . ' -?Mhm Camc/tw\/l\qu .
HJ\K }5 _— =) J,(2) = whoy ], (2) = } et .w{'o =90

Ihl

j (2) est alors solution de I'équation :
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On a alors :

=7 e~ (140)z/6 + (1 +1)2/8

On choisit pour simplifier la suite de ne garer que 'onde se propageant suivant +i, :

j(z,t)=jo e —%/9 cos(wt — z/0)
~__—
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On peut estimer la valeur de I’épaisseur de peau ¢ :
— Pour f =50Hz : § = 9,2.10° m

— pour f = 10MHz, § = 2.107° m
transporter 'onde (voir partie I1T).

% Cornstance. < Ko L
Y
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Modéle du conducteur parfait :

: on utilisera des guides d’ondes a la place des fils pour

Un conducteur parfait est un conducteur dont la conduc-

tivité tend vers l'infini. Lorsque v — 400, j — 0 dans le conducteur. La puissance volumique
J.E = ~vE? doit restée finie. Le champ électrique est également nul dans le cas d'un conducteur

parfait.

3. Aspects énergétiques

On déduit E et B du vecteur :

—

= Jo e #/0 cos(wt — z/0)i,

La loi ’0Ohm locale donne immédiatement :

=10 e/t cos(wt — z/0)
v

L’équation de Maxwell-Faraday permet de déterminer :

B do e /% (sin(wt — 2/8) + cos(wt — 2/3)) i,

’y&u
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On considére une portion de conducteur de dimension a suivant = et b suivant y, de profondeur
trés grande devant § suivant z.

AN

Puissance moyenne dissipée par effet Joule :
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II. Réflexion d’'une OPPM sur un conducteur parfait

Systéme étudié :
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Les relations de passage suivantes vont nous permettre de déterminer le champ réfléchi (les équa-
tions de Maxwell ne sont pas adaptées au niveau de la discontinuité liée au changement de milieu) :
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1. Expression de 1’onde réfléchie Aviw &

On écrit 'onde incidente :

—

Ei _ Eoi ei(wtsz)

avec Eoi.ﬁz = 0 car le champ électrique dans le vide est transverse.
BioTa By e o mhlie Ja
c
pofiom da (hudn
Ey = E,, ¢/rtth) Lo 1ottt b, ude

Et 'onde réfléchie :

avec B ., =0

—

—U . .
Br _ z A Eor ez(wy-t—i—krz)
&

L’onde du coté (1) est la somme des ondes incidentes et réfléchies :

El — Fjoi ei(wt—kz) + Fjor ei(wrt—i—krz)

B, =% A ( B, eitet—kz) _ B ez'(wrt—‘,—krz))
C

L’onde du coté (2) est nulle, si on suppose que le conducteur est parfait, on a donc en tout point du
plan z =0 :

- 7 W
cof Er

Gar ©i
Ey.i, = 0 — o = 0 dans le cas étudié (ce n’est pas le cas si 'onde arrive sous incidence quelconque)

et on a:

— g

0— Ei(z=0) = — -

6— él(z = 0) = [ngs /\’LTZ

Eio ezwt + Eio ezwrt — O
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Cette relation est valable a chaque instant ¢, les pulsations w et w, sont donc égales ce qui est conforme
avec la linéarité du probléme. On a également k. = k = w/c. En simplifiant par exponentielle, on
obtient finalement :

— —

Eor - _Eoi

La réflexion sur un conducteur parfait entraine un déphasage de 7 sur le champ électrique.

On injecte ce résultat dans la relation de passage pour le champ magnétique afin de déterminer
le courant surfacique :

_% A\ <Eoi ei(Wt) + Eoi ei(wt)) = ,uojs A ﬂ:z

c
Soit :
= 2 = i(wt)
Js = Eoi €
HoC
2. Structure du champ résultant
On choisit 'orientation des axes de fagon & avoir Eoi = B u,.

. L — i(wh'&k)

E,- . B Ll(ud[—a-l) . Er - _Eo e i

E . L. Q{ (k-] o g . E.: _&{/whaf-*)
zo — i)
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Le champ électromagnétique dans le vide s’écrit alors :
El — Eoi (6i(wt—kz) . ei(wt+kz)) ﬁx

§1 _ % (ei(wt—kzz) + 6i(wt+kz)) ﬁy
Soit :
E) = —-2iE,; ¢ sin(kz)i,
. E. .
B, = 2% e cos(kz),
Les champs réels s’écrivent alors :

Ey = 2B, sin(kz)sin(wt)d,

= Eoi -
By = 2— cos(kz) cos(wt)i,
c

On parle d’onde stationnaire.
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3. Aspects énergétiques

Vecteurs de Poynting des ondes incidentes et réfléchies :
— Le vecteur de Poynting moyen associé a ’onde incidente :

- E2
<Il; >= —*u,
211,C
— Celui de I'onde réfléchie : B2
<, >= —2 L (=)
2p,c
Le coefficient de réflexion en puissance :
< ﬁr > i,
< Hl > Uy

Toute la puissance de 'onde incidente se retrouve dans 'onde réfléchie. Il n’y a pas de dissipation
dans le conducteur parfait (conductance infinie — résistance nulle).

Vecteur de Poynting moyen de ’onde stationnaire :

- EAB - 4B}
0, = =71 = Ty = =9 cos(kz) sin(kz) cos(wt) sin(wt ).
o e
=< T, >=0

L’énergie associée a ’onde stationnaire ne se propage pas, elle reste confinée entre les plans corres-
pondant aux ventres et aux noeuds de E1 et 31

Densité volumique en énergie électromagnétique

B B
Uem = +
2 2,

Ey 5 2
cos®(kz) = e, B,
[LoC
L’énergie électromagnétique est en moyenne uniformément répartie dans tout I’espace ce qui donne-
rait une énergie infinie du coté z < 0 (il faut se ramener a I’étude d’un paquet d’ondes pour ne plus

avoir ce probléme).

< Uep >= ,F2 sin®(kz) +
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II1. Application aux cavités & une dimension

1. Propagation d’une onde électromagnétique dans un guide d’onde

s e N =0 - Cn
Description du probléme : A . 4 2:a ic
. ~ ~ . , m ~ . .
— on considére un systéme constitué de deux plans conducteurs paralléles distants de a, consi-
dérés comme infinis et assimilés a des conducteurs parfaits.

— Le milieu entre les conducteur est assimilé & du vide (sinon on remplacera €, par €,&,).

Z A
oC

o
v
ol

On cherche E sous la forme d’une onde se propageant suivant u,, :
E x ei(wt—kz)
Pour tenir compte de la limitation spatiale imposée par les conducteurs, on prend :
E _ f(z)ei(wtfkm)ﬁy

Pas de dépendance en y car dans le cas de plaques infinies, il y a invariance par translation. Le choiz
u, permet d’avoir div(E) = 0 mais ce n’est pas obligatoire. On dit qu’on a choisit d’étudier un mode
transverse électrique.

1. Ce n’est pas une onde plane, il faudra faire attention lorsqu’on calculera le champ magnétique

associée. Ly powe %% & O(;M o 2
2. Elle doit vérifier les équations de Maxwell dans le vide (et par conséquent l’équation de
propagation dans le vide).
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Résolution : On injecte E dans I’équation de propagation, on obtient :

£~ K1) + £ £ = 0

La fonction f(z) est donc solution de I’équation différentielle :

w2
P+ (5 1) 1o =0
avec :
f(0) = f(a) =0
— Les cas w?/c* < k? donnent des solutions ne pouvant s’annuler 2 fois et ne peuvent pas
convenir.
— On pose alors :
PN
c

= f(Z) :AoeiKz_’_AlefiKz

h wl"_ w ‘Kk :

Elrptle 4, -kt e

L@ A ﬁ* "
AT

\L ) e de 2ot

On peut aussi écrire : M W O‘CUM
f(2) = E,cos(Kz) + Eysin(Kz) .
Les conditions aux limites imposent : N ‘3 L
é JAN T O Eo - 0

o w - 6. Eocos(Ka)+ Eysin(Ka) =0
= E,=0, K="
a

Et finalement,

- O NTEN e
E = F;sin (—) el ’”)uy
a

— Relation de dispersion :

T e.dda, P“Aa-“tgcm'
~<C = do (M2
rde CauPantMgrs

Exercice : Déterminer v, v, B et la valeur moyenne du vecteur de Poynting. ( mivio-ode )

— La propagation n’est possible que pour w > w, (filtrage passe-haut).
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2. Cavité A une dimension

On considére une cavité & une dimension (généralisable a trois dimensions, exemple : four a
micro-ondes) dont les bords en x = 0 et x = L sont constitués de conducteurs parfaits, 'intérieur de
la cavité étant assimilé au vide. Compte-tenu du caractére borné du systéme, on cherche le champ

électrique sous la forme d’une onde stationnaire : a,“, fﬁ

E = f(z). 9
__
Les conditions aux limites imposant : @o\/ml- y /
/ - w
£0) = (1) =0 To o

On injecte E dans I’équation de propagation :

Séparation des variables :

f”(l’) g/l
- f(fv) o) = A ook

%mdxw dox éwh\»&vﬁ

§'(0) ~ Ag(t) =0 f'(x) ~ 3 (@) =0

Les contraintes sur le champ E imposent de prendre une constante A négative :

— Le champ E est borné : I’équation en t ne peut pas donner des solutions en exponentielles
divergentes.

— f(x) doit s’annuler en deux points ce qui exclue également les équations différentielles pour
lesquelles les racines de 'équation caractéristique sont réelles.

Soit :

On pose :

w2

A=-u'i k=75 M=ol
f(z) = f,cos(kx) + fisin(kx) T
g(t) = Go COS(Wt + 90) h= 1 ~ L

On exploite ensuite les conditions aux limites :

fo+ [1.0=0 n- 1 @@-L

focos(kL) + fisin(kL) =0 V- L
On a ainsi : N
fo=0; sin(kL) =0 Ne b JJL‘-_%
Les valeurs de k sont donc quantifiées : on associe un nombre n & chaque mode propre correspondant
a:
nm nmc
hn =3 wn =

La solution générale est une combinaison linéaire des modes propres.

= Z FE,, sin <@> cos (wt + g0n>
~ L L

10



