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Mécanique quantique
Chapitre 1 - Fonction d’onde et équation de Schrödinger

R. Feynman 1 - Mécanique quantique : "Le comportement atomique étant tout à fait différent de
notre expérience du monde, il est très difficile de s’y habituer et il apparaît singulier et mystérieux à
tout le monde, aussi bien au physicien expérimenté qu’au novice. Même les experts ne le comprennent
pas de la façon dont ils le voudraient."

© 1999 Macmillan Magazines Ltd

Fig. 2a, can be achieved by allowing for a gaussian variation of the
slit widths over the grating, with a mean open gap width centred at
s0 ¼ 38 nm with a full-width at half-maximum of 18 nm. That best-
fit value for the most probable open gap width s0 is significantly
smaller than the 55 ! 5 nm specified by the manufacturer (T. A.
Savas and H. Smith, personal communication). This trend is
consistent with results obtained in the diffraction of noble gases
and He clusters, where the apparently narrower slit was interpreted
as being due to the influence of the van der Waals interaction with
the SiNx grating during the passage of the molecules15. This effect is
expected to be even more pronounced for C60 molecules owing to
their larger polarizability. The width of the distribution seems also
justified in the light of previous experiments with similar gratings:
both the manufacturing process and adsorbents could account
for this fact (ref. 16, and T. A. Savras and H. Smith, personal
communication). Recently, we also observed interference of C70

molecules.
Observation of quantum interference with fullerenes is interest-

ing for various reasons. First, the agreement between our measured
and calculated interference contrast suggests that not only the
highly symmetric, isotopically pure 12C60 molecules contribute to
the interference pattern but also the less symmetric isotopomeric
variants 12C59

13C and 12C58
13C2 which occur with a total natural

abundance of about 50%. If only the isotopically pure 12C60

molecules contributed to the interference, we would observe a
much larger background.

Second, we emphasize that for calculating the de Broglie wave-
length, l ¼ h=Mv, we have to use the complete mass M of the object.
Thus, each C60 molecule acts as a whole undivided particle during its
centre-of-mass propagation.

Last, the rather high temperature of the C60 molecules implies
broad distributions, both of their kinetic energy and of their internal
energies. Our good quantitative agreement between experiment and
theory indicates that the latter do not influence the observed
coherence. All these observations support the view that each C60

molecule interferes with itself only.

In quantum interference experiments, coherent superposition
only arises if no information whatsoever can be obtained, even in
principle, about which path the interfering particle took. Interac-
tion with the environment could therefore lead to decoherence. We
now analyse why decoherence has not occurred in our experiment
and how modifications of our experiment could allow studies of
decoherence using the rich internal structure of fullerenes.

In an experiment of the kind reported here, ‘which-path’ infor-
mation could be given by the molecules in scattering or emission
processes, resulting in entanglement with the environment and a
loss of interference. Among all possible processes, the following are
the most relevant: decay of vibrational excitations via emission of
infrared radiation, emission or absorption of thermal blackbody
radiation over a continuous spectrum, Rayleigh scattering, and
collisions.

When considering these effects, one should keep in mind that
only those scattering processes which allow us to determine the path
of a C60 molecule will completely destroy in a single event the
interference between paths through neighbouring slits. This
requires l p d; that is, the wavelength l of the incident or emitted
radiation has to be smaller than the distance d between neighbour-
ing slits, which amounts to 100 nm in our experiment. When this
condition is not fulfilled decoherence is however also possible via
multi-photon scattering7,8,17.

At T ! 900 K, as in our experiment, each C60 molecule has on
average a total vibrational energy of Ev ! 7 eV (ref. 18) stored in 174
vibrational modes, four of which may emit infrared radiation at
lvib ! 7–19 "m (ref. 10) each with an Einstein coefficient of
Ak ! 100 s # 1 (ref. 18). During its time of flight from the grating
towards the detector (t ! 6 ms) a C60 molecule may thus emit on
average 2–3 such photons.

In addition, hot C60 has been observed19 to emit continuous
blackbody radiation, in agreement with Planck’s law, with a mea-
sured integrated emissivity of e ! 4:5 ð ! 2:0Þ $ 10 # 5 (ref. 18). For
a typical value of T ! 900 K, the average energy emitted during the
time of flight can then be estimated as only Ebb ! 0:1 eV. This
corresponds to the emission of (for example) a single photon at
l ! 10 "m. Absorption of blackbody radiation has an even smaller
influence as the environment is at a lower temperature than the
molecule. Finally, since the mean free path for neutral C60 exceeds
100 m in our experiment, collisions with background molecules can
be neglected.

As shown above, the wavelengths involved are too large for single
photon decoherence. Also, the scattering rates are far too small to
induce sufficient phase diffusion. This explains the decoupling of
internal and external degrees of freedom, and the persistence of
interference in our present experiment.

A variety of unusual decoherence experiments would be possible
in a future extension of the experiment, using a large-area inter-
ferometer. A three-grating Mach–Zehnder interferometer6 seems to
be a particularly favourable choice, since for a grating separation of
up to 1 m we will have a molecular beam separation of up to 30 "m,
much larger than the wavelength of a typical thermal photon. In this
case, the environment obtains ‘which-path’ information even
through a single thermal photon, and the interference contrast
should thus be completely destroyed. The parameters that could be
controlled continuously in such an experiment would then be the
internal temperature of the fullerenes, the temperature of the
environment, the intensity and frequency of external laser radiation,
the interferometer size, and the background pressure of various
gases.

An improved interferometer could have other applications. For
example, in contrast to previous atom-optical experiments20–22

which were limited to the interaction with only a few lines in the
whole spectrum, interferometry with fullerenes would enable us to
study these naturally occurring and ubiquitous thermal processes
and wavelength-dependent decoherence mechanisms for (we
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Figure 2 Interference pattern produced by C60 molecules. a, Experimental recording
(open circles) and fit using Kirchhoff diffraction theory (continuous line). The expected
zeroth and first-order maxima can be clearly seen. Details of the theory are discussed in
the text. b, The molecular beam profile without the grating in the path of the molecules.
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Quantum superposition lies at the heart of quantum mechanics
and gives rise to many of its paradoxes. Superposition of de
Broglie matter waves1 has been observed for massive particles
such as electrons2, atoms and dimers3, small van der Waals
clusters4, and neutrons5. But matter wave interferometry with
larger objects has remained experimentally challenging, despite
the development of powerful atom interferometric techniques for
experiments in fundamental quantum mechanics, metrology and
lithography6. Here we report the observation of de Broglie wave
interference of C60 molecules by diffraction at a material absorp-
tion grating. This molecule is the most massive and complex
object in which wave behaviour has been observed. Of particular
interest is the fact that C60 is almost a classical body, because of its
many excited internal degrees of freedom and their possible
couplings to the environment. Such couplings are essential for
the appearance of decoherence7,8, suggesting that interference
experiments with large molecules should facilitate detailed
studies of this process.

When considering de Broglie wave phenomena of larger and
more complex objects than atoms, fullerenes come to mind as
suitable candidates. After their discovery9 and the subsequent
invention of efficient mass-production methods10, they became
easily available. In our experiment (see Fig. 1) we use commercial,
99.5% pure, C60 fullerenes (Dynamic Enterprises Ltd, Twyford, UK)
which were sublimated in an oven at temperatures between 900 and
1,000 K. The emerging molecular beam passed through two
collimation slits, each about 10 !m wide, separated by a distance
of 1.04 m. Then it traversed a free-standing nanofabricated SiNx

grating11 consisting of nominally 50-nm-wide slits with a 100-nm
period.

At a further distance of 1.25 m behind the diffraction grating, the
interference pattern was observed using a spatially resolving detec-
tor. It consisted of a beam from a visible argon-ion laser (24 W all
lines), focused to a gaussian waist of 8 !m width (this is the size
required for the light intensity to drop to 1/e2 of that in the centre of
the beam). The light beam was directed vertically, parallel both to
the lines of the diffraction grating and to the collimation slits. By
using a suitable mirror assembly, the focus could be scanned with
micrometre resolution across the interference pattern. The
absorbed light then ionized the C60 fullerenes via heating and
subsequent thermal emission of electrons12. The detection region

was found to be smaller than 1 mm in height, consistent with a full
Rayleigh length of 800 !m and the strong power dependence of this
ionization process. A significant advantage of the thermionic
mechanism is that it does not detect any of the residual gases
present in the vacuum chamber. We could thus achieve dark count
rates of less than one per second even under moderately high
vacuum conditions (5 " 10 # 7 mbar). The fullerene ions were
then focused by an optimized ion lens system, and accelerated to
a BeCu conversion electrode at −9 kV where they induced the
emission of electrons which were subsequently amplified by a
Channeltron detector.

Alignment is a crucial part of this experiment. In order to be able
to find the beam in the first place, our collimation apertures are
movable piezo slits that can be opened from 0 to 60 !m (in the case
of the first slit) and from 0 to 200 !m (for the second slit). The
vacuum chamber is rigidly mounted on an optical table together
with the ionizing laser, in order to minimize spatial drifts.

The effect of gravity also had to be considered in our set-up. For
the most probable velocity (220 m s−1), the fullerenes fall by 0.7 mm
while traversing the apparatus. This imposes a constraint on the
maximum tilt that the grating may have with respect to gravity. As a
typical diffraction angle into the first-order maximum is 25 !rad,
one can tolerate a tilt angle of (at most) about one mrad before
molecules start falling from one diffraction order into the trajectory
of a neighbouring order of a different velocity class. The
experimental curves start to become asymmetric as soon as the
grating tilt deviates by more than 500 !rad from its optimum
vertical orientation.

The interference pattern of Fig. 2a clearly exhibits the central
maximum and the first-order diffraction peaks. The minima
between zeroth and first orders are well developed, and are due to
destructive interference of C60 de Broglie waves passing through
neighbouring slits of the grating. For comparison, we show in Fig. 2b
the profile of the undiffracted collimated beam. The velocity
distribution has been measured independently by a time-of-flight
method; it can be well fitted by f ðvÞ ¼ v3expð # ðv # v0Þ2=v2

mÞ, with
v0 ¼ 166 m s # 1 and vm ¼ 92 m s # 1 as expected for a transition
between a maxwellian effusive beam and a supersonic beam13. The
most probable velocity was v ¼ 220 m s # 1, corresponding to a de
Broglie wavelength of 2.5 pm. The full-width at half-maximum was
as broad as 60%, resulting in a longitudinal coherence length of
about 5 pm.

The essential features of the interference pattern can be under-
stood using standard Kirchhoff diffraction theory14 for a grating
with a period of 100 nm, by taking into account both the finite
width of the collimation and the experimentally determined veloc-
ity distribution. The parameters in the fit were the width of the
collimation, the gap width s0 of a single slit opening, the effective
beam width of the detection laser and an overall scaling factor. This
model, assuming all grating slits to be perfect and identical,
reproduces very well the central peak of the interference pattern
shown in Fig. 2a, but does not fit the ‘wings’ of this pattern.

Agreement with the experimental data, including the ‘wings’ in

letters to nature

680 NATURE | VOL 401 | 14 OCTOBER 1999 | www.nature.com

Oven

Collimation slits

100 nm diffraction
grating

Ion
detection
unit

10 mµ 10 mµ

Laser

Scanning photo-
ionization stage

Figure 1 Diagram of the experimental set-up (not to scale). Hot, neutral C60 molecules
leave the oven through a nozzle of 0:33 mm " 1:3 mm " 0:25 mm
(width " height " depth), pass through two collimating slits of 0:01 mm " 5 mm
(width " height) separated by 1.04 m, traverse a SiNx grating (period 100 nm) 0.1 m after
the second slit, and are detected via thermal ionization by a laser 1.25 m behind the
grating. The ions are then accelerated and directed towards a conversion electrode. The
ejected electrons are subsequently counted by a Channeltron electron multiplier. The
laser focus can be reproducibly scanned transversely to the beam with 1-!m resolution.

Figure 1 – Dans l’article "Wave-particule duality of C60 molecules" - Volume 401 - Nature 1999,
M. Arndt et al. observent la figure de diffraction obtenue en faisant passer des molécules de fullerene
(molécules comportant 60 atomes de carbone - figure en haut à gauche) par un réseau de pas 100nm.

Les phénomènes décrits par la mécanique quantique peuvent être observés et caractérisés par des
dispositifs expérimentaux. Dans quelles conditions doit-on tenir compte des aspects quantiques dans
l’étude des phénomènes physiques ?

1. co-lauréat du Prix Nobel de Physique en 1965.
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I. Fonction d’onde
On rappelle les équations de Planck-Einstein qui font le lien entre les caractéristiques du photon

et celle de l’onde électromagnétique :
~p = h̄~k

E = h̄!

1. Description d’une particule quantique

On considère une particule décrite classiquement comme un point matériel de masse m, de vitesse
v ⌧ c (non relativiste). La description de cette particule nécessite de faire appel à la mécanique
quantique lorsque les dimensions des problèmes envisagés sont du même ordre de la longueur d’onde
de Broglie 2 associée à cette particule :

�DB =
h

mv

Ordres de grandeur :
— Dans le cas de l’électron dans l’atome d’hydrogène, un calcul classique pour une trajec-

toire circulaire de rayon a ' 10�10m donne :

m
v2

a
=

e2

4⇡"oa2
) v =

e
p
4⇡"o a m

La longueur d’onde de Broglie associée à l’électron est donc de :

�DB =
h
p
4⇡"o a m

m e

On trouve �DB de l’ordre de 10�10m également : cette situation doit être traitée à l’aide
de la mécanique quantique.

— Dans l’expérience présentée précédemment, les molécules de fullerene ont vitesse
moyenne v = 220m.s�1, on a :

p = mv =
h

�DB

2. Louis de Broglie prix Nobel de physique en 1929 à 37 ans. Il a postulé en 1924 que toute particule matérielle
pouvait être également considérée comme une onde.
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On décrit alors la particule :
— par sa masse m ;
— par son énergie potentielle qui décrit son interaction avec l’extérieur. Il s’agit en général de

l’énergie potentielle électrostatique :
Ep = qVelec

Velec désignant le potentiel électrostatique (en V).
On rappelle la définition de l’électron-Volt : 1eV=1, 6.10�19J, énergie fournie à une charge e
accélérée par une différence de potentiel (ddp) de 1V. Dans ce chapitre, l’énergie potentielle
est malheureusement notée V mais il ne faudra pas oublier la charge q pour l’exprimer.

— par la donnée de  (~r, t) fonction d’onde 3 associée à la particule quantique (~r désignant ici
le vecteur position). Il s’agit d’une fonction à valeurs complexes telle que :

dP = | (M, t)|2d⌧

désigne la probabilité de trouver la particule dans un volume d⌧ autour du point M .
| (M, t)|2 est appelée densité de probabilité.
Dans les problèmes à une dimension spatiale, on écrira le plus souvent :

dP = | (x, t)|2dx

La fonction d’onde  fait partie de la famille des fonctions de carré sommable. En particulier
(normalisation) : Z

espace

| |2d⌧ = 1

2. Équation de Schrödinger (1926)

En 1926, il propose son équation (limite non relativiste d’une première équation relativiste), puis
résout quantité de problèmes (niveaux de l’atome d’hydrogène notamment). Il s’agit d’un postulat
de la mécanique quantique (elle ne se démontre pas). Par la suite, des corrections relativistes ont été
apportées dans l’équation de Dirac et plus tard une reformulation avec l’électrodynamique quantique
(Feynman - Schwinger - Tomonaga)

ih̄
@ (~r, t)

@t
= �

h̄2

2m
� (~r, t) + V (~r, t) (~r, t)

L’équation de Schrödinger est linéaire : si  1 et  2 sont deux solutions, c1 1+c2 2 est également
solution (principe de superposition).

3. États stationnaires

Dans ce qui suit, l’énergie potentielle V (M, t) = V (x) et la fonction d’onde  (x, t) est solution
de l’équation :

ih̄
@ (x, t)

@t
= �

h̄2

2m

@2 (x, t)

@x2
+ V (x) (x, t)

On cherche la fonction d’onde sous la forme :

 (x, t) = '(x)f(t)

3. E. Schrödinger prix Nobel de physique en 1933.
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— On peut écrire la condition de normalisation :
Z

D
| (x, t)|2 = 1

) |f(t)|2
Z

D
|'(x)|2dx = 1

Le module |f(t)|2 est donc une constante indépendante du temps. On choisit :

|f(t)|2 = 1 et

Z

D
|'(x)|2dx = 1

Par conséquent :
| (x, t)|2 = |'(x)|2

La densité de probabilité d’un état stationnaire est indépendante du temps.
— On peut également obtenir ce résultat en injectant  (x, t) = '(x)f(t) dans l’équation de

Schrödinger. La méthode de la séparation des variables permet d’écrire :

ih̄
f 0(t)

f(t)
= �

h̄2

2m

'”(x)

'(x)
+ V (x)

Le terme de gauche ne dépend que du temps t, alors que celui de droite ne dépend que de x :
ils sont tous les deux égaux à une constante homogène à une énergie (comme V ) :

E = h̄!

On a alors :
f(t) = e�i!t = e�iE/h̄t

Et on obtient l’équation de Schrödinger indépendante du temps :

�
h̄2

2m

d2'(x)

dx2
+ V (x)'(x) = E'(x)

La forme matricielle de cette équation s’écrit :

H' = E'

Remarque : L’état stationnaire étudié a la même forme mathématique que les états station-
naires que nous avons utilisés lors de l’étude d’une cavité (électromagnétisme). Ici, cependant, un
état stationnaire est un état d’énergie E fixée pour lequel la densité de probabilité est indépendante
du temps. Les fonctions d’onde sont en général des superpositions d’états stationnaires (voir III), qui
ne sont alors pas stationnaires (| 1 +  2|

2
6= | 1|

2 + | 2|
2).
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II. Particule libre
1. Résolution de l’équation de Schrödinger

On considère une particule de masse m dans une zone où l’énergie potentielle V ne dépend pas
de x. Comme elle est définie à une constante près, on choisit :

V = 0

On parle alors de particule libre. L’équation de Schrödinger indépendante du temps s’écrit :

�
h̄2

2m
'”(x) = E'(x)

Avec :
 (x, t) = '(x) e�i!t

'(x) est alors solution de l’équation différentielle :

'”(x) +
2mE

h̄2 '(x) = 0

On pose (relation de dispersion) :

k2 =
2mE

h̄2

Les solutions s’écrivent alors :
'(x) = A eikx +B e�ikx

Soit :
 (x) = A ei(kx�!t) +B e�i(kx+!t)

Les solutions sont des OPPM (les deux sens de propagation sont envisageables suivant le problème
étudié). La relation de dispersion peut se retrouver à l’aide des relations de de Broglie (qui font
le lien entre les caractéristiques de l’onde et de la particule) :

~p = h̄~k

E = h̄!

L’énergie étant uniquement sous forme d’énergie cinétique (V = 0) :

E =
p2

2m
) E =

h̄2k2

2m

Comme en électromagnétisme les OPPM constituent des outils pratiques pour les calculs qui posent
des problèmes liés à leur extension infinie. En particulier, ces solutions ne sont pas de carré sommable
et l’intégrale

R
D | |2dx diverge.

2. Paquet d’ondes

On rappelle les inégalités d’Heisenberg vues en première année :

�k.�x �
1

2

�!.�t �
1

2
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�x traduisant ici l’indétermination sur la position x : la mesure de x ne donne pas un résultat
certain mais un résultat aléatoire suivant une certaine loi de probabilité. �x correspond à l’écart-
type :

�x =
p

< x2 > � < x >2

On utilise aussi les inégalités d’Heisenberg sous forme d’égalité pour des calculs d’ordre de grandeur.
On a déjà écrit :

�t.�⌫ ' 1

On pourra aussi utiliser :
�p.�x ' h̄

Dans le cas d’une OPPM :
�x ! 1 ) �k ! 0

Pour tenir compte de la valeur finie de �x, on peut écrire  (x, t) sous la forme d’un paquet
d’onde comme en électromagnétisme :

 (x, t) =

Z +1

�1
g(k)ei(kx�!(k)t)dk

— Ce paquet d’onde se propage à la vitesse de groupe :

vg =
d!

dk

On a dans le cas d’une particule libre :

! =
h̄k2

2m
) vg =

h̄k

m

En écrivant p = h̄k, la vitesse de groupe correspond classiquement à la vitesse de dépla-
cement de la particule.

— La largeur �k de la distribution g(k) est liée à l’étendue spatiale �x correspondant à la
zone où la probabilité de trouver la particule est forte et on a :

�k.�x �
1

2

3. Courant de probabilité

Dans le cas d’une particule chargée, le déplacement de la particule entraine l’apparition d’un
courant. On pourrait ainsi relier | |2 au vecteur densité de courant :

~j = ⇢m~v

On peut effectivement définir un vecteur densité de courant de probabilité :

~J = | |2
h̄~k

m

6
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III. Superposition d’états
L’équation de Schrödinger étant linéaire,  est une combinaison linaire de solutions  i.

1. Interférence avec des électrons

Article : A. Tonomura et al. "Demonstration of single electron buildup of an interference pattern."
American Journal of Physics, volume 57, février 1989.

Un faisceau d’électrons accélérés par une différence de potentiel de 50kV est dirigé vers un en-
semble de trois électrodes. L’électrode centrale cylindrique est portée à un potentiel supérieur de
10V aux potentiels des deux autres électrodes. Les électrons peuvent a priori prendre deux chemins
possibles (comme dans le dispositif des trous d’Young).
On a alors :

 =  1 +  2

Soit une densité de probabilité :

| |2 = | 1|
2 + | 2|

2 +  1 
⇤
2 +  ⇤

1 2

Il apparaît un terme d’interférences  1 ⇤
2 + ⇤

1 2 comme dans l’expérience réalisée en optique. L’im-
pact de chaque électron arrivant sur le détecteur est repéré par l’émission de lumière de fluorescence.
L’enregistrement d’un grand nombre d’impacts reconstruit la figure d’interférence obtenue en optique
(youtube : single-electron double slit wave experiment).

Figure 2 – Capture d’écran de la vidéo de l’expérience réalisée par A. Tonomura et collaborateurs.
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2. Exemple de la molécule d’ammoniac

La molécule d’ammoniac NH3 a une géométrie particulière qui peut subir une inversion. En notant
x la position du barycentre des hydrogènes on obtient deux états propres : un état symétrique et un
état antisymétrique avec :

Es < Ea

La fonction d’onde symétrique :
 s = 's(x)e

�iEs/h̄t

La fonction d’onde antisymétrique :
 a = 'a(x)e

�iEa/h̄t

On écrit un état résultant de la superposition de ces deux états stationnaires :

 + =
1
p
2
( s +  a)

On a :
| |2 =

1

2

�
'2
a + '2

s + 2'a'b cos(⌦t)
�

avec
⌦ =

Ea � Es

h̄
On parle de l’inversion de parapluie de la molécule NH3, la fréquence associée à l’inversion est de

23,87 GHz, elle a permis la réalisation du MASER à ammoniac (M comme Microwave, prédécesseur
du LASER) par C. H. Townes - prix Nobel de physique en 1964.
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