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Introduction

Dans son célebre morceau <« VoodooChild », Jimmy Hendrix utilise sa sensibilité d’artiste en
exploitant I'effet « Wah-Wah ». Cet effet est produit en utilisant un filtrage passe bande glissant,
qui atténue les hautes et basses fréquences autour d’une fréquence variable .
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I. Révisions sur les signaux périodiques et le régime forcé

. Différents types de régimes

— Régime libre : le forcage est nul, aucune énergie n'est apportée au systeme.
— Régime forcé : le forcage n'est pas nul, un générateur apporte de I'énergie au systeme.
— Régime permanent ou établi : la réponse est de la méme forme que le forcage.

— Régime transitoire : régime qui suit un changement de forcage et qui précede le régime permanent.

. Caractériser un signal périodique

Un signal s(t) est périodique si et seulement si il existe une période 7 minimale telle que, pour tout instant t, on
a:

[s(t+T)=s(t)]

Pour les signaux périodiques, on définit :

— La fréquence f d'un signal :

1
f:—
T

— La valeur moyenne du signal périodique s(t) de période T :

— La pulsation w :

to+T
(s(t)>:%/ s(t)dt

to

— La valeur efficace qui correspond a la valeur constante qui fournirait la méme puissance. Pour un signal

périodique s(t) de période T :
1 (T
s = VE@ =7 [ S0
0

Remarque : On peut montrer pour un signal sinusoidal s(t) = Ssin(wt) que Se = %

. Rappels sur les signaux harmoniques et la représentation complexe

Un signal harmonique, aussi appelé signal sinusoidal s'écrit :

‘s(t) = Scos(wt + ) ‘

— S I'amplitude ;
— w la pulsation;

— ¢ la phase a |'origine.

A ce signal est associée sa représentation complexe, définie par :

ﬂ _ Sej(thrlp) — §ejwt

Avec S, I'amplitude complexe :

E] o« o)
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On rappelle qu’en représentation complexe, la dérivation temporelle du signal complexe s(t) correspond a une

multiplication par jw :

ds(t)  d de/t

dt

De la méme maniére, une intégration temporelle correspond a une divison par jw.

. Impédances complexes

On définit I'impédance complexe Z d'un dipdle comme le rapport
entre la tension i(t) et l'intensité du courant i(t) en convention
récepteur :

L'impédance électrique Z a la dimension d'une résistance, |'unité de
son module est |'ohm.

On rappel les impédances des dipdles usuels :

pour une résistance R, pour une inductance L,

. Spectre d’un signal périodique

L (8e) = S—— = Sjwe™" = jus(t).

ut)=Zzi()] = [u=zI T
VA

Uft)

i(t)

Zc = ——| pour une capacité C.

Tout signal s(t) périodique de fréquence f et de forme quelconque peut se décomposer en une somme de signaux

harmoniques de fréquences multiples de f.

s(t) = So + an cos (2mnft + ;) avec S, >0etyp,eR

n=1

oo o
s(t) = So + Z A, cos(2mnft) + Z Bnsin(2mnft) avec A, et B, quelconques

n=1 n=1

Cette écriture est appelée développement en série de Fourier ou décomposition de Fourier de s(t) :

— Terme constant Sy : composante continue, elle donne la valeur moyenne du signal.

— Terme n =1 : fondamental, sa fréquence est égale a la fréquence du signal.

— Termes n > 2 : harmonique de rang n, dont la fréquence est un multiple entier de la fréquence fondamentale.

L'ensemble des fréquences présentes dans la décomposition de Fourier de s(t) définit son spectre.

Exemple : Pour un signal carré de période T; et d'amplitude A :

[ A site [nT1; (n+3) T4
* _{ —-A site[(n+3) T (n+1)T4]

La décomposition en série de Fourier s'écrit :

A 1
S(t) = 7 Z T—H Sin ((2k + l)(,d]_t)
k=0

4A 1 1
s(t) = - {sin (omfit) + 3 sin (6mfit) + gsin (10mfit) + ...

Signal carré s(f)

| | 1
fi 3f 5A T 9

Représentation du spectre
§(f) du signal carré

Remarque : On peut généraliser a un signal non périodique, la somme est alors remplacée par une intégrale.
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Il. Analyse fréquentielle des systémes linéaires

1. Introduction aux systémes linéaires

On considere ici de facon générale les systemes physiques et leurs réponses a une excitation :

Excitation 4'- Réponse

Un systeme linéaire, invariant dans le temps est un systeme qui obéit aux propriétés :

— de linéarité entre I'entrée et la sortie, on parle de principe de superposition.

eu(t) —(8 ) s1() _ e+ el H@ﬁ Arsy () + Aasa(t)
ex(t) —»@—» sa(t) Y (A1 s A2)

— d'invariance temporelle. Cela signifie en particulier que I'on néglige tout phénomene de vieillissement et que
la réponse a une méme excitation est toujours la méme.

e(t) —.-@_, sty = ’ e(t +7) H@—* s(t+7)

Les systemes décrits par une équation différentielle linéaire a coefficients constants vérifient les propriétés des

systemes linéaires a invariance temporelle. Dans le cas général, ces systemes sont décrits par une équation de la

forme :
n

Z a,'is.(t) _ i bkﬁ(t) avec tous les a; et by des coefficients
— dtf — dtk constants.

Tous les systemes électroniques composés uniquement de composants linéaires comme les résistances, les conden-
sateurs et les inductances, sont descriptibles par une telle équation différentielle. Par analogie, il en est de méme
pour tous les systemes mécaniques soumis a des forces constantes ou linéaires en la vitesse.

Application n°1 : Déterminer I’équation différentielle d’un circuit

Enoncé :
Etablir la relation différentielle entre us et ue dans le circuit. ' I

U, R Us
Correction :

Loi des mailles : ve = us + u; + uc

due dus  du | duc

Dérivation : ar —ar tar T ar
A Cdue  dus d2i
Lois de comportement : e + L@ + c
Relation entrée-sortie : us = Ri = i = %
d?u, R dus 1 R du.
Regroupement : e T ar + Eus =T m

On obtient une équation différentielle linéaire a coefficients constants.

2026 - 2027 4 P.GUIDICELLI



Physique-chimie MPI - Lycée Charles Coéffin

2. Description fréquentielle d’un systéme linéaire : fonction de transfert

Les signaux harmoniques jouent un role fondamental dans I'étude des systemes linéaires grace a I'analyse de Fou-
rier. Si le signal d’entrée d’un systéme linéaire est un signal harmonique de pulsation w, alors en régime
permanent le signal de sortie est également harmonique de méme pulsation w, mais les deux signaux n’ont
pas forcément la méme amplitude et peuvent étre déphasés.

Pour caractériser les systemes linéaires, on définit la fonction de transfert comme le rapport
. : : ) . . . Hw) =
des amplitudes complexes des signaux de sortie et d'entrée en fonction de la pulsation w :

Ml

Méthode : Déterminer une fonction de transfert

Pour déterminer la fonction de transfert, il faut identifier des équivalences aux associa-

Zy tions série et paralléle afin de mettre le circuit sous la forme ci-contre, puis appliquer un

:| pont diviseur de tension :
Z2

23

S £a
B=e=z 2z

Pour écrire la fonction de transfert sous forme canonique, il est souvent judicieux d'utiliser I'admittance
équivalente Yo = 1/Z5 :

H= £ = 1
T2+ 2 142
Application n°2
Enoncé :
Etablir la fonction de transfert du circuit ci-contre et I'écrire sous c L
forme canonique : 0—| I 000\

1
H= T w U, R g
1+iQ ( - °>

Wo w

Correction :
La loi des mailles et la loi d'ohm avec les amplitudes complexe donnent :

1
Ue = (R—l—jLuH— ) 1
— jCw

et, comme la sortie est prise aux bornes de la résistance :

Us =RI
La fonction de transfert s'écrit donc :
U R 1
Ye R+jLw+i 1+-L‘“, J
iCw R T RCw
On cherche a I'écrire sous la forme canonique :
1
H= w o w
1+Q < - O)
Wo w
On identifie alors :
L Q 1
— == t — =
R=w & Re™Ww
En prenant le produit :
L1 5 1 /L
RrRc-9 = |9=gr\cC

et, en prenant le quotient :

L/IR — Qwy 1 — |wp=

1/(RC)  Quwo  wd

3-
@}
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3. Diagramme de Bode

Le diagramme de Bode d’'un systeme linéaire est une double représentation graphique de sa fonction de transfert
en fonction de la pulsation w (gradué selon une échelle logarithmique.) :

— Un diagramme de gain : Gqg = 20log |H| en fonction de w;

— Un diagramme de phase : arg (H) en fonction de w.

La définition du gain est a connaitre dans les deux sens : Gag = 20log|H| < |H|= 10Ces/20

Plutét qu'un tracé précis du diagramme de Bode, on commence souvent par un diagramme de Bode asympto-
tique, construit a partir des limites a basse et a haute fréquence.

Méthode : Tracer un diagramme de Bode asymptotique

1. Etudier séparément les limites basse et haute fréquence de la fonction de transfert;

2. Pour chaque limite, commencer par calculer la fonction de transfert équivalente en ne conservant que les
termes dominants du numérateur et du dénominateur;

3. Dans un second temps, calculer le module et I'argument pour obtenir les équations des asymptotes;

4. Pour un deuxiéme ordre, I'allure du diagramme réel est précisée en calculant explicitement la valeur en w = wy.

Application n°3

Enoncé : On considere la fonction de transfert obtenue dans I'exercice 2 et mise sous forme canonique :
1

(W w
1+iQ ( - 0)
Wo w

Tracer le diagramme de Bode en gain pour Q = 10 et @ = 0,1 en fonction de la pulsation réduite x = w/wg.

H=

Correction :
— Limite aux basses fréquences (x < 1) :

X

— Limite aux hautes fréquences (x > 1) :

% —  [Gag = 20log x — 20l0g Q]

1 1
H~— = |H == = |[Ggs=—20logx—20l
H~ o Hl = 5% | Gag = —20log x — 2010g Q|

— A la résonance (x = 1) :

Hu =1 —

40

20

—20

Gain (dB)

—40

—60 |

_80 T L] T L] T L] L] T T TTTTIT] T T I
1073 1072 1071 100 10! 102 103
X = w/wg

On retrouve le comportement caractéristique d'un filtre passe-bande : les basses et les hautes fréquences sont
atténuées, tandis que la fréquence wy est transmise sans atténuation.
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4. Bande passante

On appelle bande passante a —3dB l'intervalle de fréquences sur lequel le gain vérifie :

Ggg > Gygmax — 3dB

ol Ggg max €st la valeur maximale du gain en décibels.

Cette valeur de —3dB est conventionnelle : elle correspond a une division du module |H|
de la fonction de transfert par v/2 :

La bande passante est délimitée par une ou deux pulsations de coupure wc, telles que :

’ Ggp (wc) = GdB,max —3dB ‘

— la bande passante d'un filtre passe-bas est I'intervalle [0, w(] ;

— celle d'un filtre passe-haut est [wc, +o0l ;
— celle d'un filtre passe-bande est [we1, wea] ;
— celle d'un filtre coupe-bande est [0, wei] U [wea, +00l.

Application n°4 : Déterminer une bande passante

Enoncé :
Sur les diagrammes de Bode de I'application n°3, déterminer la bande passante des deux systemes linéaires.

Correction :
I We1 I Weo I Aw
Q=10]0,9radst|1,1radst|0,2rads!
Q=01]101rads | 10radst |99 rads?

5. Lien entre les descriptions temporelle et fréquentielle

Comme les descriptions temporelle et fréquentielle d'un systéme linéaire décrivent le méme systéme, elles ne
sont pas indépendantes I'une de I'autre. Passer de la représentation fréquentielle a la représentation temporelle
nécessite d'exprimer la fonction de transfert du systeme par un polyndme de la variable jw et de remplacer cette
variable par I'opérateur de dérivation (propriété de la représentation complexe).

Application n°5 : Obtenir I’équation différentielle a partir de la fonction de transfert

Enoncé :
On reprend le circuit ci-contre, dont la fonction de transfert a été C I
établie a I'application n°2 et s'écrit ’_| I S .
1
H= Lw ] u, R w@
1R " Rew
Retrouver I'équation différentielle obtenue dans I'application n°1. * ®
Correction :

— Passage en polynéme : (on multiplie par jw)

‘ L 1 .
jwUs + (jw)? 5Us + ==Us = jwUe

YUs
— Identification : R RC
L dQUs dUs 1 dLIe
=y + ==Uus =
; e R dt? dt RC dt
soit, en multipliant par R/L :
d?us  Rdus 1 Rdue

a2 " rar T T T ar
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l11. Application au filtrage linéaire

1. Principe du filtrage

Le filtrage consiste a sélectionner certaines fréquences d'un signal complexe tout en atténuant ou en supprimant
les autres.

Exemples :

— Dans une chaine hi-fi, différents haut-parleurs sont adaptés a des gammes de fréquences particulieres (tweeter,
médium, subwoofer). Il est donc nécessaire d'envoyer a chacun uniquement la partie du signal audio qu'il
peut restituer efficacement.

— La température extérieure présente des variations journalieres, saisonniéeres ou annuelles, correspondant a des
fréquences de plus en plus basses. Construire une cave en profondeur permet de stabiliser la température de
conservation du vin : les variations rapides sont atténuées, ce qui revient a filtrer les hautes fréquences.

— Lorsqu’on percute un diapason, celui-ci est excité par un large spectre de fréquences. Pourtant, sa réponse
acoustique est essentiellement constituée de la fréquence propre, par exemple le La a 440 Hz.

Un systeme linéaire peut étre utilisé comme filtre car, lorsqu'il est soumis a un signal sinusoidal, il fournit en sortie
un signal sinusoidal de méme fréquence, mais dont I'amplitude et la phase peuvent étre modifiées. Il est donc
possible en utilisant I'analyse de Fourier (un signal périodique quelconque peut étre exprimé comme une somme
de signaux sinusoidaux), de choisir les caractéristiques du filtre de maniere a ce que certaines fréquences du signal
d’entrée soient transmises tandis que d’autres soient atténuées.

Pour caractériser un filtre, on s'intéressera notamment a :

— Le type de filtre : passe-bas, passe-haut, passe-bande ou coupe-bande (ou réjecteur de bande) ;

— Sa ou ses fréquences de coupure, qui délimitent la bande passante et sont généralement définies a —3dB
par rapport au gain maximal ;

— Son gain, qui caractérise I'amplification ou I'atténuation du signal dans la bande passante;

— Son efficacité d’atténuation des fréquences situées en dehors de la bande passante, caractérisée notamment

par la pente des asymptotes du diagramme de Bode. Plus I'ordre du filtre est élevé, plus les asymptotes peuvent
étre pentues.

Application n°6 : Effet d’un filtre sur un signal périodique

Enoncé : Considérons pour comprendre le filtrage d'un signal créneau non-bruité. On se limite ici a des
considérations qualitatives assez simples, en particulier rien n'est précisé sur la fréquence de coupure et I'ordre
des filtres envisagés qu'on suppose simplement < bien choisis ».

Signal d’entrée :

spectre
tension (échelle log)

|

Effet d’un filtre passe-bas : Effet d’un filtre passe-haut :

spectre spectre

(échelle log) tension (échelle log)
[ﬂ ANANS

tension

| L
ENRNRY i, T HEEEN

Décrire dans le domaine spectral et le domaine temporel, I'effet d'un filtre passe-bas et d'un filtre passe-haut en
s'aidant du tableau ci-dessous.
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Correction :
Effet du filtre passe-bas Effet du filtre passe-haut
harmoniques BF : harmoniques BF :
X préservées O atténuées Q préservées X atténuées
Domaine spectral
harmoniques HF : harmoniques HF :
U préservées X atténuées X préservées U atténuées
Allure du signal : Allure du signal :
X préservée U perdue U préservée X perdue
Domaine temporel
Effet sur les discontinuités : Effet sur les discontinuités :
U préservées X lissées X préservées U lissées

On retiendra que les harmoniques basses fréquences codent I'information sur I'allure globale du signal tandis
que les harmoniques hautes fréquences celle sur ses variations brutales (détails fins, éventuelles discontinuités,
bruit).

2. Reconstruire le signal de sortie d’un filtre linéaire

Pour étudier la réponse d'un filtre linéaire a un forcage quelconque dépendant du temps, il suffit de connattre la
décomposition de Fourier du forgage et la réponse du filtre a tout forcage harmonique (la fonction de transfert).
La réponse totale s'obtient en additionnant la réponse a chaque composante harmonique du forcage.

Méthode : Déterminer le signal en sortie d’un filtre

1. Ecrire le développement de Fourier du signal d'entrée : e(t) = Eq + Zn E, cos (wnt + (pﬁe))

2. En traitant séparément chaque harmonique du signal d'entrée, déterminer avec la fonction de transfert I'am-
plitude et la phase de chaque harmonique du signal de sortie :

S, = |H (wp)| E, = 10Ce@)/20F = ot (pgf) = (pff) +arg H (wy)
3. Par linéarité, le signal de sortie est la somme ( = la superposition) de ces harmoniques que I'on vient de
déterminer : s(t) = So+ >, Sncos (wnt + (pgys))

Application n°7 : Déterminer le signal en sortie d’un filtre

Enoncé : Considérons le filtre dont le diagramme de Bode est donné ci-dessous.

o —20 |- il e T
= = 4
c b -1
= 2
© o
740 - i
™
2
_60 I 8 T O 0 1 T W _ I I 0 0 T S W A 1
1072 102 107% 10° 10! 102 103 1073 1072 107! 10° 10! 102 103
w/wo w/wo

1. Identifier la nature et I'ordre du filtre.

2. On envoie en entrée du filtre le signal e(t) = E; cos (w1 t)+Eo cos (wat)+E3 cos (wst) avec wy = wp/100, wy =
wo et wz = 100wqy. Donner le signal de sortie.

3. On envoie en entrée un signal créneau de pulsation wg/1000. Prévoir qualitativement I'allure du signal de
sortie.
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Correction : .
1. Il s’agit d'un filtre passe-bas du premier ordre, car la pente de I'asymptote dans le domaine des hautes

fréquences est de —20 dB/decade.
2. On traite les différentes composantes du signal d'entrée séparément.

> Composante 1 : Ggg(w;) = 0, donc |H(wy1)| =1 et ¢ (w;) = 0.
D'ou s1(t) = E; cos(ws t).
> Composante 2 : Ggg(wy) = —3 dB, donc |[H(w2)| = 107320 = 1/4/2 et ) (wy) = —7/4.
D'ou s(t) = écos(w t—E)
ou Sy = \/i > 2)
> Composante 3 : Gyg(ws) = —40 dB, donc |H(ws)| = 10749/20 = 1/100 et o) (w3) = —m/2.

E
Dol s3(t) = W3O cos (wgt — g)

Par linéarité, le signal de sortie est la somme des trois composantes :

E2 us E3 s
s(t) = Ey cos(wy t +—cos(w t——)—&——cos(w t—7>
(1) 1 cos(wi t) Nei 2 Z 100 3 5
3. Le signal est situé dans le domaine des trés basses fréquences du filtre : il est donc presque intégralement
transmis. Le signal de sortie est ainsi peu modifié, a I'exception des variations brutales, qui correspondent a
des composantes de hautes fréquences et sont donc atténuées. L'allure du signal est donnée dans I'exemple

précédent.

3. Comportement intégrateur ou dérivateur

Les filtres classiques ont une fonction de transfert qui, dans la bande atténuée, se simplifie souvent jusqu'a prendre
une forme mathématique qui montre que le filtre se comporte pour ces pulsations comme un intégrateur ou un
dérivateur :

— Un filtre est intégrateur dans une bande atténuée si on peut écrire a I'intérieur de cette bande, A étant une
constante réelle :

. A A s
H(w) ~ w & G(w) ~ o p(w) ~ =5

La courbe de gain du diagramme de Bode a dans ce cas une asymptote de pente -20 dB /décade; c'est
donc en particulier le cas d'un filtre passe-bas et passe-bande apres la bande passante.

— Un filtre est dérivateur dans une bande atténuée si on peut écrire a I'intérieur de cette bande, A étant une
constante réelle :

Hlw) ~Ajw < Gw) ~Aw et o(w) ~ g

La courbe de gain du diagramme de Bode a dans ce cas une asymptote de pente +20 dB décade; c'est
donc en particulier le cas d'un filtre passe-haut et passe-bande avant la bande passante.
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