TD n°4 -

Electrostatique

MPI

Applications de cours

= cf. cours.

Potentiel électrostatique

0 Exercice 4.1. Potentiel créé par une sphére uniformément chargée %

La distribution de charge est de taille finie, on peut done considérer le potentiel nul & I'infini. Par définition et

compte tenu des symétries,

E=- grad V

soit

dV _
dr

—E,

o Potentiel fixé a l'infini : le potentiel est fixé pour » > R, ¢’est done par ce domaine de U'espace qu'il faut commencer.

Dans ce cas,

dVv q Vir) q T dr
g ___49 = done dV = — 1 —
dr dmregrs 0 dmeg Joo 2
ce qui donne
. q
Vir=R)= .
( ) dmwegr
Pour r < R,
/ . V() .
dv g r q
< __ 1 -3 done f dV = —7;,}[ rdr
dr dmey R V(R) dmeg R? i
ce qui donne, grice a la continuité du potentiel,
2
. q q 2 2 . ’ q T q
Vir)— =— re— R soit Vir<R)=- -z + + .
( ) fl?T:‘_‘[)R 87?.‘_‘(]. H3 [ ] ( } 87r.‘_‘0 H3 g?r:‘_‘() R -'ITTEnH
Apreés factorisation, on en déduit finalement
2
q r .
3—-—= sir< R
V[ } _ STT:‘_‘{]R ( Rz)
(
| sir>R
dwegr

+ Potentiel fixé a I'origine : dans le cas ot le potentiel pris nul en r = 0, il faut commencer par le domaine r < R.
Les caleuls sont identiques au cas précédent, et donnent

Vir) r
r q . ;
W=—-— rds s0it Vir< R)=
ﬁ ¢ - ﬁ rdr s0i (7 )

Pour le domaine r > K, on a maintenant

v(r) " d
f dV:-Lf T st V)t —t =
V(R) dmeg Jg r 8w R dmeg
ce qui conduit &
. q 3q
Vir>R)= -
( ) dmegr BmegR
Finalement,
2
q r L
TR, TSR
Vir)= 0t
q 3q Qrs R
— sir :
dmegr  Bmegl

q

Smeg B3

(

1

T

1

R

)

e Conclusion : les deux expressions ne different que d'une valeur constante 3q/8weg R ... ce qui n'a rien d’étonnant,
puisque le potentiel n'a de sens physique qu'a une constante additive pres.

O Exercice 4.2. Potentiel de Yukawa %

Par définition,

- ey dv Ze 1 _ -1 _
b:—gl’}l(l‘t'=_$ﬁ:=_r1?rgn (—ﬁX1‘ rfﬂ+.—x?(! rie
soit en factorisant par e~*/® /r?
Ze ry e "
o2 (0 <ly
dmeg a 2
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@ Calculons la charge a partir du théoréme de Gauss. Le champ ne dépendant que de r, son flux sortant d'une
sphere se calcule directement :

2
X 47re

TS Ze (l 'r)c""/“

a

- — Ze r
# FAS =2 (14 D) e
Ainsi d’apres le théoréme de Gauss,

Qint(r) = Ze (1 + (,—1) e-T/a .

@ Pour r < a on a Qi = Ze: et pour r > a on a Q¢ — 0. Le potentiel modélise un atome de numéro atomique
Z, avec un noyau ponctual au centre et un nuage électronique de rayon typique a.

Symétrie, invariance et théoréme de Gauss :
0 Exercice 4.3. Symétries du champ électrostatique 1 %

1. Le champ électrostatique en M’ est le symétrique du champ électrostatique en M :

E(M

M I

M}'

=

(M')
2. Le champ électrostatigue en M’ est I'opposé du symétrique du champ électrostatique en M

E(M)
-\_\ﬁM

M "’,/%;(M’)

0 Exercice 4.4. Symétries du champ électrostatique 2 %

1. Le plan contenant |'axe (Oz) et orthogonal au vecteur MP est plan de symétrie du cerceau. Le point P’ est
le symétrigue de P par rapport a ce plan donc le champ en P’ est le symétrique du champ en P. De méme le
champ en @' est le symétrique du champ en @. Le plan du cerceau est un plan de symétrie des charges. Les
champs en M, P’ et ' sont donc les symétriques des champs en M, P et @ respectivement.

2. Le plan du cerceau est plan de symétrie de la distribution de charge donc ?{OJ est contenu dans ce plan, il est
orthogonal a ?z. Par ailleurs, tout plan contenant I'axe est également plan de symétrie du cerceau donc ?(O)

appartient a tous ces plans, il est donc dirigé par T!\z_ Finalement : £(O) =
iy
= EM)
E(P) M) E(P)

EM)
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0 Exercice 4.5. Champ électrostatique créé par une couche épaisse % %
m Soit M un point quelcongue de Uespace.

= Symétries de la distribution : -
& le plan (M, 7%, ©2) est plan de symétrie de la distribution, done E{M) est inclus dans ce plan, soit Ey(M) =0;
i le plan (M. ?ﬂ_ F.) est plan de symétrie de la distribution, done g[.ﬂ.[} est inclus dans ce plan, soit EL (M) = (0.

- Invariat_‘la_na de la distribution : la distribution est invariante par toute translation de vecteurs directeurs &, et
7"_,'_ done E{M) ne dépend ni de = ni de y.

s Conclusion :

E(M) = E.(2)7..
@ Caleulons le champ F enun point M sitné & lordonnés =y = 0 par application do théoréme de Ganss.
» Surface de Gauss : cylindre de section 5 et dont les deux faces planes sont situées en z = £z,
Le choix d’une surface de Gauss oylindrique sert & bien visualiser la surface choiste, mais n'est pas
une obligation. II suffit que la surface retenne ait bien deux portions planes en z = £z pour gue Je
raisonnement ci-dessous sapplique.
o Calcul du flux sortant :

- - = — = — = —
E.dS= E:z==zm)e:-dSe: + E:(z)e: dSm + Ei(z=—zn)E: - dSE:
sG himut lat has

Or par construction de la surface de Ganss, en tout point de la parod latérale da eylindre, le champ électrostatigue

= .
est orthogonal au vecteur normal 7. Air

# B.d8 = Fu{z=2y)8 - Eu(z=—zu)S5.
26

D plus, le plan (zCy) est lui aussi plan de symétrie de la distribution. done plan de symétrie pour le champ lui-
Par conséquent.,

Ez=-zy) = —E:(z=zpn)
et ainsi
E.d§=2E.(z=zy)5.
20
e Calcul de la charge intérieure :

B sl zye = a2 alors la surface de Ganss contient une portion de la couche chargée de surface § et de hanteur a, done

Quut(zar = a/2) = pSa.

v

sl 2y < af2, alors la portion de conche chargée contenue & Uintérienr de la surface de Ganss est simplement de
hauteur 2z, done
le:[:M < flfz) — ?pﬂ..‘)’:ju .

e« Conclusion : d'aprés le théoréme de Ganss,
B sl zyy = a2, alors
_ pSa
2E (z=zp )8 = —
sl 0= zpp < a2, alors
2po Sz
]
t e cas zyy < 0 g'en déduit par symétrie, simplement au signe pris.

2E(z=zy)5 =

-
Finalement, le champ E en un point M d'ordonnée z guelconque s'éerit

. sgn(z) ?i‘:ﬁ pour [z| < af2
E(M) = =

a
e;g:ufz]iuf?i pour |z| > af2
25p

@ Le plan (x(hy) est le plan z = 0, done le champ y est nul d’aprés la question précédente. Cela se comprend par
symétrie : en effet, le plan () est un plan de symétre de la distribution, done en tout point de ce plan E, = (.
Comme on a montré précédemment qu'il s'agit de la seule composante potentiellernent non nulle du champ, cela
implique que le champ est foreément nul en tout point de ce plan.

Vaoir figure 1. On constate que le champ est continn en = = +a/2 an niveau des discontinuités de la distribution
de charge.

E.(z)
o2z |-mmm e

—a2

------- —poif 2en

Figure 1 - Champ créé par une couche épaisse.

E Une portion de couche chargée de surface S et de hauteur a contient une charge
Q= mas,

on peut done identifier formellement une densité surfacique de charge

Ty = & = Mot

5
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Comme o — 0, alors le cas [z]| < af2 nest plus pertinent dans le caleul du champ. En identifiant la densité de charge,
on & done simplement

E(z] = ﬁgn{:);—_u A
]

Sans surprise, on retrouve hien Pexpression du champ eréé par un plan infini uniformément chargé en surface.

La distribution étant maintenant modélisée par un distribution surfacique, on retrouve une discontinuité do
champ électrostatique an passage de la distribution, conforme a la relation de passage pour le champ électrostatigue :

E(z:ﬂ+)—f(z=ﬂ ): 1?’:.
£0

0 Exercice 4.6. Noyau atomique %%

m La charge totale contenue dans le noyau est égale a Ze, c’est-a-dire

Ze = ]ﬂ pdV = /]] plr)ridr sin0d0 dy
noyau noyau

On peut alors séparer 'intégrale triple,

@ ’_3 p w 2w
Zc:p;,x/ (l——,,)r‘)drx/ sin0d0x/ dy
0 L 0 0
e i

—-dm

& & & Attention ! La coordonnée 0 des coordonnées sphériques n'est définie que entre 0 et =!!

La valeur 47 se retrouve trés rapidement en raisonnant par analogie avec le volume d’une sphére de
rayon R,
R 3 x 2% R*
V:/ r'drx/ sinﬂdﬂx/ dp = — xdm.
] 0 0 3

a

II vient alors
] 2

o a’ a® 2 3
Ze = 4a _— =4 —_—— ) = 47 —a®
= Tl’u[3 5 ﬂ’m(s 5) T X 5°

et finalement

15 Ze

M= ad

@ On se place en un point M quelconque o l'on calcule le champ électrique. voir figure 2.

'
L]
i
Figure 2 - Noyau modélisé par une distribution volumique de charge.

e Invariances : la distribution est invariante par toute rotation autour du point O, donc le champ ne dépend pas
des coordonnées angulaires 6 et @,

* Symétries :

& Le plan de Ia figure 2 engendré par les vecteurs &y et €p est un plan de symétrie de la distribution de charges
contenant M. On en déduit que E(M) est inclus dans ce plan, et donc que sa composante E est nulle.

& De méme, le plan orthogonal & Ia figure engendré par les vecteurs €y et €, est un plan de symétrie de la distribution
de charges. On en déduit que E (Af) est inclus dans ce plan, et donc que sa composante Fy est nulle.

On en conclut =
E(M)=E.(r)¢,.

o Théoréme de Gauss : on choisit comme surface de Gauss la sphére de centre O passant par M. et donc de rayon r.
Le flux de E sortant de cette surface vaut

La charge intérieure pour v < a s'obtient par un calenl quasiment identique a la guestion préeédente :

r

Tﬁ &

Qe (r < a) = dmpy (? - ﬁ)
15 r? rt

= | —— —

3 (w ﬁrx")

Quu(r > a) = Ze.

Pour r > a, on obtient directement

D'apres le théoréme de Ganss, on conclut

osir R
- 15Ze [ r r?
4erE,[rJ = E(J’{ a] = (i - ﬁ) ?‘.’,.
sir> R
47r?E, () = 2 Tai E =z =
T J.[r}_; d'on [r}ﬂj_mm..
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Tracé & faire.

E (n constate que le champ obtenu pour © > a est identique A4 celui créé par une charge ponctuelle Ze placée an
centre de la sphére. Cela n'est pas surprenant car les deux distributions de charge présentent les mémes symétries et
imvariances, et la charge contenme dans une sphérve de rayon v > a est dans les denx cas égale a la charge totale du
TOYAILL

0 Exercice 4.7. Champ gravitationnel de la Terre %

1. On se place en coordonnées sphériques et on cherche le champ gravitationnel en un point M(r, 8, @) extérieur
a la Terre. Le systéme est a symétrie sphérique (masse uniformément répartie) donc le champ gravitationnel ne
dépend ni de @ ni de . Il s'écrit donc

B (M) = 6P + Go(r) B + Gu(r)

Tout plan contenant le point M et le centre O de la Terre est un plan de symétrie de la distribution de masse,
donc contient le champ gravitationnel au point M. En conséquence, le champ n'a de composante non nulle que
suivant o :

G (M) =G (NT

On appligue le théoréme de Gauss a une sphere ¥ centrée en O et de rayon r > R :

g = ﬁ?(m} .38 = —anGm,
r
dvec
{7 dS = G (r)amr?
r

Finalement, on trouve

Gm
Ge(r)=— T
puis
T(M) = _grf’ai_

2. L'expression a |'extérieur de la Terre est la m&me que si on avait considérée la Terre comme ponctuelle avec
toute la masse concentrée au centre de la Terre (cf |'expression de la force de la gravitation de la Terre de
. — o
masse m sur une masse my; en M F(M) = ir"}ﬂu,. =m G(M) .

3. A la surface de la Terre, on trouve

G (M)|| = %” ~98lm-s2

C'est la valeur usuellement retenue pour g.

Condensateur plan :
0 Exercice 4.8. Modélisation d’un nuage mince %
1. Le calcul du champ créé par un plan infini a été fait dans le cours. Il vaut

E_{QDTD_JZ pour z > h

—2%0?2 pour z < h

2. On utilise le théoréme de superposition. Le champ créé par le plan (chargé —a) représentant le sol est Es =
—;TOTL. Le champ total est la somme des deux, soit pour 0 < z < h :

E=-Za.
Eo

-
3. La relation ? = —gradV donne ici

dv a oz
—52—52;' V(Z)Zg

compte tenu du fait que V(0) = 0.
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4. La différence de potentiel entre le sol et le nuage est AV = V/(h) — V(0) = 2.

Eg
La charge portée par une armature du condensateur est @ = g5 ou S est la surface du nuage.

On en déduit la capacité :

5
C = =% = 044 F.

5. |AV =\, = |E|h| L'application numérique donne |V = 50 MV |.

0 Exercice 4.9. Capacité d’un cable coaxial %%

1. Les charges des deux armatures sont opposées, donc

2o Ryl = —2m0o5R>1, soit

2. Invariances : Le systeme est a symétrie cylindrique : invariant par translation le long de I'axe des cylindres et
par rotation d'un angle quelconque autour de cet axe. Le champ ne dépend donc que de la distance a I'axe
(notée r).

Symétries : Pour tout point M, le plan passant par M et contenant I'axe est un plan de symétrie de la distribution
de charges, de méme que le plan passant par M et orthogonal a I'axe. Le champ électrostatique au point M est
donc contenu dans ces deux plans : il n'a de composante non nulle que suivant o .

Finalement

E(M) = E(nT, .

3. On applique le théoréme de Gauss a une surface ¥ cylindrique, coaxial du cable, de rayon Ry < r < R, et de
hauteur h. La contribution au flux ne vient que de la surface latérale puisque le champ est radial. On a donc

¢E=§j§?(m-£=‘i—2‘=m.
a

£o

avec :
g = ﬁ E(r) T, = E(r)2mrh.
b

Finalement, le champ entre les deux armatures s'écrit

Em) = Borg

Eprl

4. Par définition, le potentiel V/ vérifie dV/ = gradV - dOM = —E - dOM.
En coordonnées cylindriques, dOM = drﬁ,} + rdQHg} + dzﬁz*,
d'oli dV = —E(r) - dr,
soit :

r=FR
2 ;?101 Ré
U=Wv, — W, = E(r)dr= —In—==.
i—ve= [ E(ar= T

5. On applique la définition donnée pour une longueur / de cable :

27le
C= g ===
In 7
La capacité linéique est donc donnée par
2me,
C/=—> ~60pF-m".
In &
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0 Exercice 4.10. Capteur capacitif de niveau de liquide %% %

Le systeme est invariant par toute rotation autour de l'axe des eylindres, done V' est indépendant de 6. Par
ailleurs, les effets de bords sont négligés, ce qui revient 4 supposer une invariance par translation le long de 'axe des
evlindres : V' ne dépend done pas non plus de z. Finalement, V' ne dépend que de r.

Izl L’espace entre les deux cylindres est vide de charge. L'équation de Poisson s’éerit done

N . 1d dvy d /dvy
AV =0 soit ~ar ( T ) 0 done i (JF) =10

& & & Attention ! Pour résoudre une telle équation, il ne faut surtout pas chercher a développer la
dérivée en espérant aboutir 4 une forme canonique connue : ¢a ne marche pas! Il faut au contraire
procéder par deux intégrations successives.

Par une premiére intégration, on obtient

dVv
r =k avec k= cte.
dr
On en déduit par une seconde intégration
dv kK N
G = d’on V=klnr+ & avec kK = cte.
dr r

Les deux constantes k et k' se déterminent avec les conditions aux limites,

Vir=a) = Vo = klna+ ¥
expr

cL

Vr=b) = 0 = klnb+¥
5} axpr

Par soustraction,

Vo=klna—klnb  soit V,= kln% done = ln(";%
En réinjectant dans la condition limite en r = b, il vient
k’:—klub:— lnb.
( / b)
Finalement,
i Va Vi .. In(r/b)
Vir) = lu(u.jb} ~ Tn(a/b) Inb= NP ( /b] (Inr —lnb) don Vir) = in(a/b) (3

El Le champ électrique entre les deux cylindres vaut

- —_— dVv _, k_, . = Voo -
E=—gradV = T —:(.,- d'on E =

“rin(a/b) "

Evitez de multiplier les calculs inutiles : rien ne sert de dériver 'expression finale du potentielle, puisque
sa dérivée a déja été déterminée dans la premiére étape d'intégration.

Test de vraisemblance : le champ est bien dirigé dans le sens des potentiels décroissants, c¢’est-a-dire
selon +€,, ear In(a/b) < 0.

El Placons l'origine z = 0 au fond de la cuve. L'énergie électrostatique stockée dans la partie de la sonde immergée

dans le liquide vaut
1 Vo \°
Eliq = [[[ [§¢n¢r (7? ln[ﬂ,/b}) j| rdrdfdz

2 25 it
= l.—: fr——— Y f dr f de xf dz
2 In? {a/b) 0 i}
r a2
= l-—f & : x lu - x 2mh
27 "In®(a/b) a
wh
& 0Er Ty Vp?
: In(b/a) °

en utilisant In?(a/b) = In?(b/a) pour simplificr. On déduit par un caleul analogue Iénergie électrostatique stockée
par la partie non immergée,
LT =B)

In(b/a)
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L’énergie totale stockée dans la sonde est done la somme,

[(H —h) + k] V2 =2 [H + (2, — 1)h] V2.

“OTn(b/a) (b/ [b/ )

El La tension imposée aux bornes du condensateur est simplement Vi — 0 = V. Par définition de la capacité,

1.
5:5(11’{,—’ dott € =2¢ [H + (s, = 1)h] .

Il[b/u)

Dipdle electrostatique :
0 Exercice 4.11. Dipble placé dans un champ électrostatique extérieur non uniforme %%

1.
La charge g crée le champ électrostatique
__4g
4menr?
Le dip&le subit un moment
Il sera en équilibre par rapport aux mouvements de rotation si ce moment est nul, donc si ? et E sont
colinéaires.
Le dipdle s'oriente selon les lignes de champ, c'est-a-dire radialement par rapport a la charge.
L équilibre est stable si les deux vecteurs sont de méme sens, donc
? = p?, avec p =0
2.
D’aprés la formule fournie,
— — pq 2pg
?: rad( ?) =grad| —— | = ——
g ? g Aqeqgr? Ameqr3
Une fois que le dipble est aligné sur le champ électrostatique de la charge ponctuelle, il est attiré par celle-ci.
3.
Le dipGle électrostatique situé en M crée en O le champ électrostatique
,_ 1 3(7-MO)MO - M3
4meq Ooms
Or
Ma:—rﬁ, et ?:p?,.
Donc
? - Ma = —pr.
Ainsi,

2o _1 3Cen(rd,) - rPpd,
T Aqeg &
3 1 2Z2p
T Aweg

La charge g subit donc la force

O

Ameg r3

Elle est attirée par le dipdle.
On a donc

7.7
La troisigme loi de Newton, ou principe des actions réciproques, est donc respectée.
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0 Exercice 4.12. Interaction entre deux dipdles électrostatiques % %

1. L'énergie mutuelle d'interaction des dipdles 5{ et 5 peut s'exprimer comme

1 — — — —
& = ) (51:, E5(01) +p3-Ey (02)) = —pi - E>(01) = =5 - E1 (O2)

On utilise I'expression intrinseque du champ créé par un dipéle

1 — —
E(M) = e O (3(7 - OM)OM -~ oM ) .

ce qui donne

— = (3(72-0:0) (71-6:01) - &Rt B3 .

P Amreqd®

Tous calculs faits, on obtient

(cos(f; — 62) — 3cosf; cosbh) .

€p = 4eqnd?

On reconnait la fonction dont le graphe est donné dans |'énoncé.
2.a) 01 = F et 62 = Z. & est un extremum local en ce point, on voit sur le graphe qu'il s'agit d'un col. Cette
position est globalement instable.
b) 8, = 5 et 6> = 0. £, n'est pas extrémale. Cette position n'est pas une position d'équilibre.
c) 0y = —F et 6 = 5. Méme conclusion que le cas a).
d) 6; =0 et 6 = 0. £, posséde un minimum absolu en ce point, c'est une position d'équilibre stable.
e) 6, = met 6, = 0. U, possede un maximum absolu en ce point, c'est une position d'équilibre instable.
f) 6, = —% et 6, = %. &y n'est pas extrémale en ce point. Cette position n'est pas une position d'équilibre.
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