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| Centrale MP2 2017 |

I Variables aléatoires entiéres décomposables

I.A - Premiers exemples

1. C’est du cours : Une fonction f somme au voisinage de zéro de la série entiére Zanx” est entiérement déter-
n=0
minée par ses coefficients par la relation Vk € N, aik! = f(k)(()).
De plus d’apres le cours Gx et Gx/ sont définies au moins sur [—1, 1] (voisinage de 0) donc

X~X' e=VneN, P(X=n)=PX =n) < Gx =Gx

Ainsi ’X ~ X' si et seulement si Gx = Gx
2. C’est encore du cours : Soit t € [—1,1].
On a ‘tY‘ < 1 donc tY et est une variable aléatoire réelle d’espérance finie et de méme pour tZ et

tY+Z.
Selon la formule de transfert, par indépendance de t* et t¥ selon le lemme des coalitions, on a

Gysz(t) =E (£"1%) = E (t) E (t*) = Gy (t)Gz(t)

donc avec la question précédente : ’Vt € [-1,1], Gx(t) = Gy(t)Gz(t) est une relation qui caractérise X ~Y + Z

3. On commence cette question en démontrant deux lemmes avec Y et Z deux variables aléatoires & valeurs dans

N
Lemme 1 On suppose que Gy Gz est polynomiale de degré n. Alors Gy et Gz le sont également.
+oo
Soit k € N tel que k > n. Comme (Y +Z > k) = |_J(Y + Z = i) (union disjointe),
i=k

+oo +0o0

OnaP(Y+Z>k)=) P(Y+Z=i)=) 0=0GyGy est polynomiale de degré n
i=k i=k

Comme (Y=k)C(Y+Z>k),ona0<P(Y=k)<O0

OnadoncVk >n,P(Y=k)=0et P(Z=Fk) =0.

Ainsi Gy et Gz sont polynomiales de degré au plus n

On peut faire plus simple en remarquant que

Lemme 2 On suppose que Gy est constante alors Y est presque stirement nulle.
En effet, toutes les dérivées en 0 de Gy étant nulles, on a Vk € N*, P(Y =%k) =0

n
Maintenant soit t € [—1,1], on a Gx(t) = Z <Z>pktk(1 —p)" R =(pt+1—-p)
k=0
Sin >2, alorsonprend Y et Z suivent respectivement le lois binomiales B(n—1,p) et B(1, p) (loi de Bernoulli)
De sorte Vt € [-1,1], Gx(t) = Gy (t)Gz(t)
donc d’aprés la question précédente on a X ~ Y + Z or Y et Z ne sont pas siirement constante
donc X est décomposable dans ce cas.
Si n =1, on suppose par 'absurde que X est décomposable et que X ~ B(1,p)
Ceci nous fournit Y et Z deux variables aléatoires indépendantes & valeurs dans N qui ne sont pas constantes
presque strement tels que X ~ Y 4+ Z
On a alors Gx = GyGyz de degré 1
donc Gy ou Gy est de degré 0 d’aprés le lemme 1
donc Y ou Z est presque stirement constante avec le lemme 2 ce qui est absurde

On a montré que | X est décomposable si et seulement si n > 2
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4.

(a) Comme U et V sont supposés étre a coefficients positifs, en divisant U et multipliant V par le coefficients

dominant de U, on garde la positivité des coeflicients.

De plus A étant unitaire, on peut alors supposer que U et V sont unitaires.

Par ailleurs sans perte de généralité, on peut supposer que 0 < deg(U) < deg(V) < 4.
Par I’absurde, on suppose que U et V non constants donc degU € {1, 2}.

Méthode 1 —1 est racine évidente de T et aprés calcul au brouillon, on a A(t) = (T+1)(T?> -T2 +T+1)
Je note B(T) = T3 — T? + T + 1. La fonction polynomiale t — B(t) a pour dérivée t + 3t> — 2t + 1.
Le trinome B’ a pour discriminant —8, ainsi V¢t € R, B/(t) > T3 — T2 + T + 1

donc t — B(t) est strictement croissante et continue sur R or lim B(¢) = +oo et lim B(t) = —o0
t—+o00 t——o0

Ainsi selon le théoréme de la bijection, B est bijective de R vers R
ce qui nous fournit un unique r € R tel que B(r) =0
comme B'(r) # 0 alors r est racine simple de B et c¢’est I'unique racine réelle de B.
De plus B(—1) = =2 < 0 et B(0) =1 donc —1 < r < 0 selon la monotonie de B
d’ou les seules racines réelles de A sont —1 et r et elles sont simples
donc A admet deux autres racines complexes conjuguées distinctes notées A et A
on peut donc écrire : A(T) = (T + 1)(T —7)(T = A\)(T = \)
Ou encore A(T) = (T+1)(T —7)(T —Re(A)T+ |A|?) (décomposition dans R en facteurs irréductibles)
donc U€ {T+1,T—7r(T+1)(T—r),(T—XN)(T-N}
On remarque que la somme des racines de A est —1 +7 4+ XA+ A = 0 & I'aide du coefficient de T3
Si U=T+1, lasomme des racines de Vest r+ A+ A =1
donc le coefficient de degré 2 de V est —1 ce qui est absurde
Si U=T —r, cest absurde de maniére analogue car r = A+ A —1<0
Si U= (T +1)(T—7), la somme des racines de Vest A\ + A =1—7r
donc le coeflicient de degré 3 de V est —1 4 7 ce qui est absurde
Si U= (T —\)(T —X) alors V= (T +1)(T —7), et c’est absurde de maniére analogue

Méthode 2 Si degU =1, alors degV = 3.
On peut donc écrire U=T +a et V=T34 T2+ ¢T +d avec a,b,c,d € RT
On a alors a + b = 0 (coefficient de degré 3 de A =UV) comme a >0et b>0,onaalorsa=b=0
donc U=T et V=T34 cT+d et ainsi 1 = A(0) = U(0)V(0) = 0 ce qui est absurde.

SidegU =2, alors degV =2

On peut donc écrire U=T?+aT +bet V=T2+ T +d avec a,b,c,d € RT

On a alors a + ¢ = 0 (coefficient de degré 3 de A =UV) comme a > 0et ¢ >0,0on aalorsa=c=0
donc U=T?+bet V=T?+dainsi T*+2T+1=A=UV=T*+ (b+d)T? + bd

donc 2 = 0 ce qui est absurde

’si U et V sont a coefficients réels positifs ou nuls tels que UV = A, alors U ou V est constant

(b) On prends X vérifiant X ~ B(1/2,2) qui est décomposable d’apres 3

t+1)\?
Alors Gx : t — <—g) :%t2+%t+%

et ainsi Gz : t — %t‘l + %t + i polynomiale associé au polynome %A(T)

Si X? était décomposable alors iA(T) serait le produit de deux polyndémes a coeflicients réels positifs ou
nuls et ces deux polyndémes seraient non constants d’aprés le lemme 2 de la question 3

Ceci est absurde selon la question précédente

En prenant X ~ B(1/2,2), alors est décomposable X alors que X2 ne I’est pas
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I.B - Variables uniformes

1. Variables uniformes décomposables

N — N2

(a) Méthode 1 (l'initiale) On considére la fonction ¢ : { n — (gr)oun=ag+retrel0a—i]

Cette fonction est bien définie d’aprés le théoréme de la division euclidienne (existence et unicité) car
a € N*.

donc d’apres le cours, ¢ o X est une variable aléatoire discréte car X ’est et toujours d’apres le cours,
on peut définir les variables aléatoires Q, R a valeurs entiéres telles que (Q,R) = ¢ o X

Q et R vérifiant les propriétés voulues, ceci prouve I'existence

si on a Q1 et Ry & valeurs entiéres vérifiant les mémes propriétés alors

Vw € Q, aQi(w) + Ri(w) = X(w) = aQ(w) + R(w) et Ri(w),R(w) € [0,a — 1]

donc par théoréme de la division euclidienne (unicité), on a
Vw e Q, Q1(w) = Q(w) et Ry(w) = R(w) ce qui prouve l'unicité
Méthode 2 (plus « naturelle »)
Soit w € 2. Comme a € N*| le théoréme de la division euclidienne,
nous fournit un unique couple (g, 7,) € N x [0,a — 1] tel que X(w) = aqy + 74
On peut donc définir le couple d’applications sur Q : (Q,R) par la relation

Vw € Q, X(w) = aQ(w) + R(w)

R prend ces valeurs dans [0,a — 1] qui est fini.
+00

Soit k € [0,a—1]. Ona (R=k) = ﬂ (X =aj + k) (union dénombrable d’événements)
=0

Ainsi R est une variable aléatoire sur (£2,.4,P) et il en est de méme pour Q = par linéarité

il existe un unique couple de variables aléatoires entieres (Q, R) définies sur Q telles que

X=aQ+R et Ywe, Rw)<€[0,a—1]

(b) Comme X est & valeur dans [0,n — 1] et n = ab
La restriction ¢ de [0,n — 1] vers [0,b — 1] x [0,a — 1] est bijective (théoréme de la division euclidienne)

donc ’ (Q,R) suit la loi uniforme sur [0,b — 1] x [0,a — 1] ‘ qui est de cardinal n

Soit 7 € [0,b — 1]. La loi de couple donnant les lois marginales, on a :

a—1 a—1
PQ=1)=Y P(QR)=(i) =D =2=3
=0 J=0

donc ’Q suit la loi uniforme sur [0,b — 1] et R la loi uniforme sur [0,a — 1] ‘ (analogue)
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()

On considére les variables aléatoires Y = aQ et Z = R a valeurs dans N. Ce sont deux variables aléatoires
discrétes vérifiant non presque strement constantes d’aprés la question précédente car a et b > 2 et de
plus, X =Y + Z.

Il reste & montrer que Y et Z sont indépendantes. Soit y € Y () et z € Z(Q).
En fait Y est a valeurs dans {ak |k € [0,b— 1] } et Z dans [0,a — 1] d’aprés (b).
On peut donc écrire y = aq avec ¢ € [0,b— 1] et on a z € [0,a — 1].

Alors P((Y,Z) = (y,2)) =P((Q,R) = (¢, 2)) =
et P(Y=y)P(Z=2)=P(Q=q)P(R=2z)=

donc P(Y = y)P(Z = 2) =P ((Y,Z) = (y,2))
On vient d’établir 'indépendance de Y et Z Ainsi ’X est décomposable‘

S

1
n

(SR
ISR

b—1 rvai
TGZ
Vu ’énoncé, on se permet d’identifier polynéme et fonction polynomiale : Gy (T) = Z 2
1=
a—1 Tl b—1 Tai a—1 TZ
et Gz(T) = Z— donc |Gx(T) = Z — | | produit de polynoémes non constants
i—0 ¢ il i—0 ¢

2. Variables uniformes non décomposables

(a)

On veut montrer qu’il suffit de prouver le résultat suivant :
5i U et V sont des polynémes de R[T] unitaires et a coefficients dans R tels que
UMTV(T) =14+ T +---+T" 1, alors l'un des deuz polynomes U ou V est constant.
pour prouver que X est non décomposable

On suppose pour cela que I'implication établie et on veut montrer que X est non décomposable.
On suppose par 'absurde que X est décomposable, ce qui nous fournit Y et Z presque stirement non
constantes tel que Gx(T) = Gy(T)Gz(T) en utilisant 2.

1+T+...4+Tn1
On a Gx(T) = triAt d’aprés le lemme 1 de 3, Gy et Gz sont polynomiales
n

en posant U(T) = uGy(T) et V(T) = vGyz(T) de fagon & avoir U et V unitaire
alors U et V sont des polynomes de R[T] unitaires et & coefficients dans R
tels que U(T)V(T) =1+ T+ ---+ T 1

donc I'un des deux polynémes U ou V est constant

donc Gy ou Gy est presque siirement constante
donc d’aprés le lemme 2 établi en 3, Y ou Z est presque stirement constante égale & 0

Absurde. D’ou le résultat annoncé.
mn

- T
T sont les n — 1 éléments de U, \ {1}

Les racines complexes de ce polynéme de degré n — 1, UV =

Dans C[X], ce polyndome est scindé a racines simples, il en est donc de méme pour U et V

La seule racine éventuelle réelle de U et Vest —1et —1=1/—1

Les racines complexes non réelles de U et V sont conjuguées deux a deux car U et V sont dans R[X]
De plus si z est racine de U alors Z encore racine de U or Z = 1/z car |2| =1

comme r = deg U et que U(0) # 0 car U(0)V(0) = 1, donc T"U () est un polynome de degré r
donc T"U (%) et U sont de méme degré, scindé & racines simples avec les mémes racines

ceci nous fournit un réel u tel que T"U (%) =uU

de plus u > 0 car les coefficients de U sont positifs

comme U est unitaire, alors 1 = wU(0) = u - |[U(0)]

mais |U(0)| est le module du produit des racines de U car U est unitaire d’ou u = 1

ainsi | U(T) = T"U (5) et de méme V(T) = T*V ()
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(¢) On note que implicitement uy = u, = vo = vs = 1. (imprécision de ’énonceé)

On remarque que pour tout k € [1,r], up = u,_j car U(T) = T"U (%)

' T '
En regardant le terme de degré r, dans UV, ona: 1= ZUT_kvk = Zukvk =1=1+ Zukvk
k=0 k=0 k=1

,
donc 1 = ug + Zukvk
k=1

donc Zukvk =0or Vk € [1,7], ugvx = 0 donc ’sz e [1,r], upvr = O‘
k=1
(d) On va montrer par récurrence forte que : Vk € [1,r], ux € {0,1} et vy € {0,1}

Initialisation On a bien ug =vo =1 € {0,1}
Hérédité Soit k € [0, — 1] tel que pour tout p € [0, k], on ait u, € {0,1} et v, € {0,1}.
Montrons ug41 € {0,1} et viyq1 € {0,1}.
!
Avec la convention Z( --)=0si1=0, le terme de degré k+ 1 dans UV donne :
i=1

k k
I =upqp1 +vpp1 + Zuivk—i—l—i donc 0 < Zuivk—i-l—i <1
i=1 i=1
k
Comme pour tout ¢ € [1,k] on a u; et vgy1—; € {0,1}, alors Zuivk+1_i € {0,1}
i=1
donc ug41 + vg41 € {0,1} or ugt1vk+1 = 0 d’aprés la question précédente
On a donc w4 € {0,1} et vgq € {0,1}

Conclusion On a montré par récurrence que ’Vk’ € [0,r], ug € {0,1} et v € {0, 1}‘

r p
(e) Pour tout p€ [r+1,s],onal= Zuwp,i =vp + Zuivp,i avec le terme de degré p de UV
i=0 i=1
En faisant une récurrence comme a la question précédente, on montre : Vk € [0, s], vx € {0,1}

r r—1 s—1
OnalUl) =) ui=2+> uwet V(1) =2+ v,
=0 =1 i=1

Ainsi2<U() <r+1et2< V(1) <s+1et V(1) eNet U1) €N
or U(1)V(1) = n et n est premier. Ce qui est absurde

On vient de prouver par 'absurde le résultat suivant :
5i U et V sont des polynémes de R[T] unitaires et a coefficients dans R tels que
U(T)V(T) =14+ T+ -+ T, alors l'un des deuz polynémes U ou V est constant.

Ceci permet de conclure que si n est premier, une loi uniforme sur [0,n — 1] n’est pas décomposable.

II Variables infiniment divisibles : exemples

II.A - Variables bornées

1. Soit m € N*. Le résultat admis en début de probléme : nous fournit X,, 1,...,X,,,, définies sur un espace

probabilisé €2,,, mutuellement indépendantes et de méme loi que —.
m

m
Pour tout w € Q,,,, on a ZXi(w) =a.Onabien X ~ X1+ -+ Xmm
i=1

donc | X est infiniment divisible‘
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2. (a)

M
Par I’absurde, on suppose qu’il existe ¢ € [1,n], tel que P (Xi > ) >0
n

M
par conséquent, pour tout j € [1,n], on a P <Xj > ) >0 car X; ~ X;
n

= M & M
donc par indépendance P q <Xj > n) = 1_[1P <Xj > n) >0
Jj= Jj=

n

Ch‘(w <)9’> Ef) C 2{:}(j3>hd
j=1

j=1

donc P(X >M) =P ZX]- > M | > 0 ce qui est absurde car (X > M) = ()
j=1

M M
Ainsi | pour tout i € [1,n], on X; < — presque sirement | puis | |X;| < — presque strement
n n

M M M
car <|X,] < > = <Xi < > U <—XZ~ < > union d’événements négligeables (analogue pour —X;)
n n n

Lemme : si X et Y sont deux variables aléatoires réelles sur le méme espace probabilisé d’espérances finies
telles que presque strement X <Y, alors E(X) < E(Y). (admettre en temps limité est conseillé)
11 suffit de le faire pour Y > 0 presque strement et d’utiliser la linéarité de E.

OnaE(Y)= Y yP(Y=y)= > yP(Y=y)+ > yP(Y=y)

yeEY () YEY () yEY ()
y<0 =0
or 0=P(Y <0) = Z P(Y = y) donc pour tout y <0, on a P(Y =y) =0
YyEY ()
y<0

d'on E(Y) = Z yP(Y = y) > 0. On vient de prouver le lemme.

YyEY ()

y=0

Les X; étant presque stirement bornées, elles admettent toutes une espérance et une variance.
OnaV(X)=V(X;+--+X,)=V(Xy) + -+ V(X,) par indépendance
donc V(X) = nV(X;) car les X; ont méme loi or V(X;) =E (X3) - E (X))’ <E (X3)

2 hd2
par croissance de I'espérance : V(X1) < — en utilisant X2 < — presque stirement & l'aide de (a)
n n
hd?
On en déduit que | V(X) < —
n

3. Méthode 1 : Lemme : On se donne Y une variable aléatoire a valeurs réelles positives d’espérance nulle,

alors Y = 0 presque stirement.

En utilisant les notations du lemme précédent, on a : 0 = E(Y) = 0P(Y =0) + Z yP(Y =y)

yEY ()
y>0

donc pour tout y € Y(2) \ {0}, P(Y =9) =0
comme (Y > 0) = U (Y = y) (réunion dénombrable disjointe) donc P(Y > 0) = Z P(Y =y)

yeY () yeY(Q)
y>0 y>0

Ainsi P(Y > 0) =0 et donc P(Y =0) =1 —P(Y > 0) = 1. On vient de prouver le lemme annonce.

h42
Ona&chﬂﬂW,OgVQ)g——dch@):OdbﬂE«X—EOQf):O
mn

Ce qui permet de conclure que ’X est presque stirement constante‘ égale a E(X) d’aprés le lemme
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Méthode 2 : On a V(X) = 0 comme en méthode 1.

Ainsi d’aprés Pafnouti Tchebychev etJules-Irénée Bienaymé, on a Ve > 0, 0 < P(|X —E(X)| =€) <

V(;() = 0 donc
€

1 1
WeNﬂPOX—EMM2p>=0aP(M—Eaﬂ>p>:1

+0o0 1
OMX:EQ»:(]OX—Emﬂ<p>
p=1
Par intersection dénombrable d’événements presque surs, I'événement (X = E(X)) est presque str.

I1.B - Etude du caractére infiniment divisible de quelques variables entiéres

1. Une variable binomiale est bornée et non constante

donc ’une variable binomiale n’est pas infiniment divisible d’aprés II.A‘

2. Soit X une variable aléatoire suivant loi de poisson de parameétre A > 0 Soit ¢ € [—1,1].
+o0 +oo (t)\)k
On a GX(t) = ZP (X = l{?) tk = ZTG_)\ donc GX(t) = e/\(t_l) sl X ~ 73()\)
k=0 k=0
En appliquant n — 1 fois la propriété de I.A.2 ainsi que le lemme des coalitions avec X; et X3 + -+ + X;_1 :

n

Gy 44X, (1) = H Gx,(t) = He’\"(t_l) = oAt tAn)(t—1)
i=1 i=1

donc Gx, 4..4x,, estla fonction génératrice d’une variable aléatoire de loi de Poisson de paramétre A\; +---+ X\,
donc d’aprés 1LA.1| Xy + -+ - + X, suit une loi de Poisson de paramétre Ay + - 4+ A, ‘

3. On note A le parametre de X ainsi X ~ P(\).

Soit m € N*. Le résultat admis en début de probléme : nous fournit X,, 1,...,X,, » définies sur un espace
probabilisé €2,,,, mutuellement indépendantes et de méme loi que pour tout i € [1,m], Xy, i ~ P(A/m)

donc d’apres la question précédente X, 1 + - -+, Xy m ~ P(A)
ainsi X1 + -+ -+, Xom ~ X et pour tout 4, 5, X, ; ~ X,y 5 et les X, ; sont mutuellement indépendantes

donc ’ X est infiniment divisible‘

4. Méthode 1 : Soit i € [1,7], X; est infiniment divisible. Pour m € N* on peut trouver Yq,...,Y,, indépen-
dantes de méme loi telles que X; ~ Y1+ -+ Y,,.

Comme t — it, est injective, on a 1Yq,...,1Y,, sont de méme loi et iX; ~iY1 + -+ 1Yy,
De plus 7Yy, ...,7Y,, sont indépendantes selon le lemme des coalitions donc ¢X; est infiniment divisible.
De plus les iX; sont mutuellement indépendantes avec le lemme des coalitions a valeurs dans N.

Il reste a établir que la somme de r variables aléatoires indépendantes infiniment divisibles en variables
aléatoires & valeurs entiéres est infiniment divisibles. Il suffit de le faire pour » = 2 puis effectuer une
récurrence, en utilisant le lemme des coalitions dans ’hérédité.

Soit alors Y et Z deux variables aléatoires indépendantes infiniment divisibles en variables aléatoires &
valeurs entiéres. Soit m € N*.

On peut trouver Yq,...Y,, indépendantes de méme loi sur un espace probabilisé et Zi,...Z,, indépen-
dantes de méme loi sur un autre espace probabilisé toutes & valeurs entiéres telles que Y ~ Y1 +---+Y,,
et Ze~Z14 -+ Zm.

On pose g = Gy,, h = Gz, et f =gh
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Comme g et h sont développables en série entiére a coefficients positifs et de rayon au moins 1, alors par
produit de Cauchy h est développable en série entiére & coefficients positifs et de rayon au moins 1.

De plus f(1) = g(1)h(1) = 1 donc on peut définir une loi £ & valeurs entiéres dont la fonction génératrice
est f (famille sommable de réels positifs de somme 1)

La propriété du début nous fournit Xy, . .., X,, indépendantes de loi £ sur un espace probabilisé (Q,, A, Pr,).
En utilisant les résultats de la premiéres parties on montre que

GX1+...+Xm == fm == gmhm == GY1+---+YmGZ1+---+Zm - GYGZ == GY+Z
donconaY+7Z~X;+- -+ X, ce qui permet de conclure.

,
Méthode 2 : Je note : Z = iX; Soit m € N*.
i=1
UN THEOREME ADMIS DU COURS (plus général que le rappel), nous fournit une famille (Yffl) k) L<i<r

1<k<m
de variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant des lois de Poisson définies sur un méme espace

probabilisé, en choisissant les parametres -en utilisant ce qui précede- de fagon que pour i € [1,7] :

vk e [Lm], YO, ~ YW et YW X,

-
Posons alors : Zy, , = Zin:L)k , pour k € [1,m] ,

i=1
les variables Zy, 1, . . ., Zm,m sont mutuellement indépendantes (lemme des coalitions)
Pour i € [1,r] et k € [1,m], on a : infZ)k ~ inQl, en utilisant : pour f une fonction et pour A ~ B deux
variables aléatoires discrétes telles que f o A et f o B existent, alors f(A) ~ f(B) et

N .. . 1 . ,
d’aprés le lemme des coalitions, les variables 1Y£n)k, cee rYfTTL)k sont mutuellement indépendantes donc
'
Gz, i = Gw(1> Aot Yf;)k H Gz‘ijB H G 1Y(1) FodrY ), = Gz,
i=1 w

donc les Zy, ,, suivent la méme loi pour ke [1,m].

De plus iZk,m:iiiY Z ZY & or pour tout ¢ € [1,7], iX; N’LZYmk
i=1 k=

k=1 k=1 1i=1

par le lemme des coalitions : (iX;); ¢, et < ZYm k,) sont deux familles de variables aléatoires

1<i<r
mutuellement indépendantes. En utilisant les fonctlons génératrices on a :

iﬁEngwi}x

i=1 k=1 =1

T

m
donc on a trouvé : Zi m,, ... Zy,, mutuellement indépendantes et de méme loi telle que : Z ~ Z L
k=1

T
ainsi | Z = E 1X; est une variable aléatoire infiniment divisible
i=1
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I1.C - Séries de variables aléatoires a valeurs entiéres

1.

(a)

On a A C BU (A NB) (réunion disjointe)

donc P(A) < P(B) + P(A N B) ainsi P(A) — P(B) < P(ANB) +P(ANB)

de fagon analogue P(B) — P(A) < P(ANB) +P(ANB)

d’ot | |P(A) — P(B)| < P(ANB) +P(ANB)
+00

Ona(X#Y)= U (X =k,Y # k) (réunion dénombrable disjointe)
k=0

d’ou Vexistence des membres et 1'égalité : P (X #Y) ZIP’ =k, Y #k)

dmmmamX¢Yy:Z]MY:hX¢k)

k=0
Soit ¢ € [~1,1]. On a pour k € N, |(PP( kg P(Y = k)) t*| < IMX kY #Ek)+PX#EY =k)
d’ou la convergence absolue de la série Z (P(X = k) —P(Y = k) t*
k>0

+00
car » (PX =k Y #k)+PX#kY=k))=2PX#Y)

k=0
dou | |Gx(t) Z‘ (X = k) — P(Y :k))tk‘ng’(X;éY)

+o0o

On a pour tout n € N*, Z,, = U (U; #0) donc Zp41 C Zy, d’ou ’1& décroissance de la suite (Z,) ‘

+oo
par théoréeme 0 < P(Z,,) < Z]P’ (U; #0) € [0,400[ , par convergence de la série Z]P’ (U; £0)

i>0
“+o0o
et on a aussi ZIP’ (U; #20) — 0 ainsi selon les gendarmes | lim P(Z,) =0
/L_:n n—oo n—oo

Une partie de N est infinie si et seulement si elle est non majorée.

“+oo /400 +oo
Ainsi {w € Q [{i e N* |U;(w) # 0} est infini } = ﬂ (U (U; # 0)) = ﬂ Zy, c’est donc un événement

n=1 \i=n n=1

+00
Or selon la question précédente, la famille (Z,,) étant décroissante et P (ﬂ Zn> = lim P(Z,) =0
n—oo
n=1

par le théoréme de continuité décroissante
donc P({weQ |{i e N |Uj(w) #0} est fini })=1-P{weQ|{ieN"|U;(w)#0} estinfini })=1
{i € N* |U; # 0} est presque strement ﬁni‘

On en déduit que

Jenote FS={w e Q |{i e N* |U;(w) #0} est fini } qui est un événement presque sir d’apres (b)
o0

Pour w € FS, la série Z U;(w) converge et a valeur dans N car la suite est presque nulle
i>1
o0
donc la série Z U; converge simplement sur I’événement presque sir FS
i1

ainsi ’S est définie presque siirement ‘
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On considérera que S(w) = 0 pour w ¢ FS.

Soit ¢t € [~1,1]. On a |Gg, (t) — Gs(t)| <P (S, # S) d’aprés IL.C.b

et pour tout w € 2\ F'S, la suite croissante (S, (w)),~; & valeurs dans N converge vers S(w) (stationnaire)
donc la suite ((S,, # S)),,»; est une suite décroissante d’événements décroissante pour l'inclusion

n—-+o0o

+oo
la continuité décroissante nous donne alors lim P((S, #S)) =P (ﬂ (S # S))

n=1

T +oo
r ﬂ(Sn#S)CFSdoncP<ﬂ(sn7§S)> —

n=1 n=1

do ¥t € [<1,1], ¥n € N, |G, (t) = Gs (1) <P(Sa #8) et lim P(S, #8) =0

ainsi ’Gsn converge uniformément vers Gg sur [—1, 1] ‘

,)\Z.)\Q

* € _ Y
Soit 7 € N*. ZPX;&O—I—ZP i =0)=1-— O!Z—I—e
On remarque que le loi de probabilité est valable méme si A\; = 0, car dans ce cas :
e—)w)\k Ok'
P(X; =k) = T k0 symbole de Kronecker

Pour tout 1 € N* 0 < \; donc ‘1 —e Ml =1—eN N\ par inégalité de convexité
donc P(X; # 0) < \; et la série > \; est convergente,

Par comparaison entre séries a termes positifs, |la série ZIP’(Xi # 0) est convergente

La suite (X;) vérifie les hypothéses de la suite (U;) de la 2. par indépendance mutuelle et selon a ainsi les
résultats de 2. s’appliquent

En particulier : |la série E X; est presque siirement convergente
i>1

n o
On note alors S,, = ZXi et S = ZXi comme en 2. en substituant U,, par X,

=1 =1
n

Soit n € N*. La variable aléatoire S,, suit une loi de Poisson de paramétre Z)‘i
i=1
selon I1..B.2 car les X; sont mutuellement indépendantes sous réserve de vérification pour A; = 0

Soit t € [-1,1]. On a Gg, (¢ —exp((ZA) t—l)

La suite de fonction (Gs, ),,~; converge uniformément donc simplement vers Gg sur [—1, 1] d’aprés 2. sous
réserve d’avoir vérifier que

—+00
si Ay =0 alors Gx, : t — 0= =1 = ZIP’(XZ- = k)tk; ce qui est bien le cas
k=0

donc par passage a la limite : Gg(t) = exp (A(t — 1)) car Z/\i =

o
donc en utilisant [LA.1,|S = ZXZ- suit une loi de Poisson de paramétre A
i=1
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(¢) Nous allons procéder par étapes :

Fonction génératrice de iX; : Soit i € N*.
La fonction génératrice de iX; est Gix, : t — exp(X;(t' — 1)) = Gx, (tY)
Démonstration : Pour t € [-1,1], on a :

+oo
)= P(iX; =k)t" = > P(iX; = k)tF =Y P(iX; = il)t" = ZIP’ k)t*
k=0

keiN leN

Ce calcul est correct car il s’agit de somme de séries absolument convergentes, que l'on peut donc
interpréter comme des sommes de familles sommables de réels.

X est définie presque stirement : |la série E 1X; est presque stirement convergente
i1

Démonstration : Soit i > 1. On pose U; =

Selon le lemme des coalitions, (U;);en est une suite de variable aléatoires mutuellement indépendantes
(i.e. toute sous suites finies est mutuellement indépendantes).

On remarque que P(U; # 0) = P(X; #0). Ainsi la série Z}P’(Ui #0) converge d’aprés (a).

On peut donc utiliser 2, qui nous donne : X = Zin’ est définie presque strement.
i>1

“+oo
Fonction génératrice de X : La fonction génératrice de X est Gx : £ — e > exp (Z )\iti>.
i=1

n
Démonstration : On note S,, = ZUZ'.
i=1
Selon 2(c), Gg, converge uniformément donc simplement vers Gg sur [—1,1].
En utilisant Uindépendance des U;, on a pour t € [—1,1] :

Gs,, (1) H Gix, (t) = exp <_Z;)\i> exp (Z}Aﬂ)

Comme on a convergence de la série de réels positifs Zx\i de somme X\ et que |Nt'] < N\,
i1

on a convergence absolue donc convergence de la série E Ait', ainsi on a
i1

Gx(t) = nETOOGS” = exp ( Z/\ ) exp <Z)\ t1>

(e e]
X = Zz’Xi définit une variable aléatoire infiniment divisible : Soit m € N*.

=1
“+o0o

5 - 7 - —\/m AN

Démonstration : On considére la fonction g, @t e exp Z —t' | définie sur [—1,1]
m

=1

De sorte que g, (t)™ = Gx(t)
Jm est une fonction génémtm'ce d’une variable aléatoire ; pour s’en convaincre il suffit de reprendre 3.,
en substituant \; par —, jusqu’a [’étape précédente.

donc g, définit donc une loi notée L, a valeurs dans N.
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Le résultat gentiment laissée a notre liberté par le sujet nous fournit un espace probabilisé €1y, et des
variables aléatoires Zu, 1, ..., Lnm définies sur 0, mutuellement indépendantes et de loi L,y,.

De sorte qu’a l'aide de la mutuelle indépendance :

m
Gzt tZmm = | | CZms = (9m)™ = Gx
k=1

Ainsi on a trowvé : 21, . . . Limm mutuellement indépendantes et de méme loi telle que : X ~

o0
On vient de montrer que | X = Zin’ définit une variable aléatoire infiniment divisible
i=1

Mea culpa : On aurait pu traiter ainsi (en plus simple) 11.B.3 et surtout 11.B.4 !

ITI Variables entiéres infiniment divisibles : étude générale

ITI.A - Série entiére auxiliaire

P(X=1
1. Il existe une unique suite (\;);en+ définie par : A} = IF’EX—O; et la relation de récurrence
k—1
FP(X =k) = > jAPX =k — )
k>2, A\ = =
V> 2 A kP(X = 0)

k
Ainsi | il existe une unique suite réelle (\;);en+ telle que Vk € N* kP(X = k) = Zj)\j]P’(X =k—j)
j=1

2. Soit k € N*. On a par définition de Ay :
k—1
EMP(X =0) = kP(X = k) = Y jAPX =k + —j)
j=1

donc avec l'inégalité triangulaire on a :

k—1 . k—1
AR P(X =0) < P(X = k)"‘Z%Mj‘P(X: k=) SPX=k)+ ) INIPX =k~ j)
j=1 j=1

Ce qui donne la premiére inégalité voulue.
de plus pour tout j € N*, P(X =j) <1 —-P(X =0) car P(X € {0,5}) <1 donc

k—1 k—1
PX=k)+> NIPX=k-j)<(1-PX=0)+> [N (1-PX=0)
7j=1 7j=1
k—1 k—1
On a bien : | [M[P(X = 0) SPX = k) + > [NPX =k —5) < (1 -PX=0)) [ 1+ |l
j=1 j=1
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k
3. On va montrer par récurrence que sur k € N que : 1 + Z IAj] <
j=1
La propriété est évidente pour k =0 car 1 + 0 < 1 (initialisation)

k
1
Pour I’hérédité on se donne k € N tel que 1+ Z |Aj] < m

1
P(X = 0)*

j=1
k+1

On veut montrer que : 1 + Z I\ <
j=1

1
]P’(X — 0)k+1 ’

k
1=PX=0) 1+ |\l
j=1

Or d’apres la question précédente : [Agp41| < car P(X=0) >0

1-P(X=0)
PX=0F 1-P(X=0)
PX=0)  P(X=0)k+1
as 1 1-P(X =0) 1

one 1+ [ PX = 0)F | P(X = 0)F1 _ B(X = 0)F+1

par hypothése de récurrence car 1 —P(X =0) >0

donc [Agy1] <

J=1

k
1
En conclusion | pour tout k € N*, montrer : 1+ Z 1Aj] < m

j=1

k
4. On pose t =P(X = 0) et on a |Apt"| < 1+Z|)\j\ th =1
j=1

donc la suite ()\ktk)neN est bornée

Ainsi |la série entiére Y A\;t* a un rayon de convergence p(X) supérieur ou égal & P(X = 0)

5. HY est somme de la série entiére Z kXt de rayon p(X) d’apreés le cours ou encore de Z(p + 1) Ap1t?
k=1 p=0

Gx est somme de la série entiére ZP(X = k)t* de rayon noté rx

k=0
G est somme de la série entiére Z EP(X = k)t*~ 1 ou Z(p + 1)P(X = p+ 1)tP de rayon rx d’aprés le cours
k>1 p=0

On note ax = min(p(X), rx).
En effectuant un produit de Cauchy de série entiéres, on obtient pour t €] — ax, ax| :

+o00o k +oo [ k+1
Hy ()Gx() =D | Y 0+ DA\pPX=k—p) | tF =" | D jNPX=k+1—j) | "
k=0 \p=0 k=0 \j=1

donc par définition des A\; pouri=k+12>1

+o00
Vt €] - ax,ax[, Hx(®)Gx(t) =) (k+1PX =k + 1)tF = Gk(t)
k=0
Pour t €] — p(X), p(X)], il semblerait qu’il y ait un soucis d’énoncé si p(X) > rx
/ /
: B \ [ ¥ =Hx()y
On remarque que Gx est solution sur | — ax, ax[ du probléme de Cauchy : { y(0) = P(X = 0)
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Or la fonction ¢ — exp (Hx(t)) est également solution de ce probléme de Cauchy.

Le théoréme de Cauchy linéaire, nous donne alors : ’Vt €] —ax,ax|, Gx(t) =exp (Hx(t)) ‘

6. On note f = min(ax, ay)
Soit t €] — 3, B[. Par indépendance de X et Y et d’aprés ce qui précéde, on a

exp (Haxy (£)) = Gy (£) = Gx (8)Gy () = exp (Hx (1)) exp (Hy (1) = exp (Hx () + Hy (1))

donc appliquant In : V¢ €] — 3, B[, Hx4+v(t) = Hx(t) + Hy (¢)
Par unicité du développement en série entiéres les coefficients de Hx4vy et Hx + Hy sont les mémes

d’ou ’HX+Y(t) = Hx(¢) + Hy(¢) pour tout réel ¢ vérifiant |t| < min(p(X), p(Y)) ‘

II1.B - Variables aléatoires entiéres \-positives

k—1
1. En utilisant IILLA.2, on a : M\P(X =0) < P(X =k) + Z NP(X =k — j) par A— positiviteé
j=1
X =k
Comme P(X = 0) > 0, | Pour tout k € N* A\ < IP’EX:O;
X=k 1
La série kz>0 PEX —0) converge et a pour somme FX=0)

Par comparaison entre séries & termes positifs g AL converge

2. On a Vvt € [-1,1], Vk € N*¥, |/\kt ‘ AL or Z)\k converge
donc la série entiére définissant Hx converge normalement sur [—1, 1] et les fonctions ¢ +— A\,t¥ y sont continues
donc p(X) > 1 et Hx admet un prolongement continue en 1 et en —1 si p(X) =1
Encore un petit soucis d’énoncé dans le cas ot p(X) =1 car la fonction Hx n’est définie que sur | — 1,1[ dans
ce cas. Ici il edt été préférable de définir Hx la o la série entiére converge.
Dans le cas ou p(X) = 1, je choisis de noter encore Hx le prolongement continue de Hx sur [—1, 1]
Donc on sait que pour t €] — 1,1[, Gx(t) = exp (Hx(t))
ainsi les fonctions continues sur [—1,1]; Gx et exp oHx coincide sur la partie dense | — 1, 1]
ainsi |Vt € [~1,1], Gx(t) = exp (Hx (1)) ]

De plus 1 = Gx(1) = exp (Hx(1)) = exp <1n )+ Z /\k>
en appliquant In on obtient : Z =—-In(P(X=0))
k=1

3. On peut appliquer 11.C.3.car la série de réels positifs Z A; converge.

Ensuite on vérifie que si un \; = 0, on a bien la cohérence avec les formules :
—0pk

si X; est la variable aléatoire nulle on a bien P(X; = k) = pour k € Net Gx, : t — 1 =exp (0(t — 1))

On trouve alors que z 1X; est presque siirement définie

i=1
De plus admet comme fonction génératrice (voir I1.C.3.(c)) vérifiant
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+00
vt € [-1,1], Gy ix,(t) = exp < ZA) exp (ZAt) = exp (—ln(]P’(X:O))+Z)\Z-ti> = exp (Hx(t))

o0
donc la fonction génératrice de ZiXi est Gx. D’ou avec [LA.1, [ X ~ Z 1X;

e}

=1

ITI.C - Caractérisation des variables entiéres infiniment divisibles

1.

(a)

(b)

On suppose X;, 1 n’est pas presque stirement positive ou nulle.

Alors 0 < P (X,,1 < 0) = Z P (X;,1 = z) o €, est I'univers au départ des X,,

IGXn,l (Qn)
<0

Ceci nous fournit x € X,, 1 () tel que z < 0

n

Or ﬂ Xpip=2) C Xp1+ -+ Xpp =nx)
k=1
et comme X, 1,..., X, sont indépendantes et de méme loi :

n
P(X = nw) = IPJ(Xn,l + "'+Xn,n = nw) P HP(Xn,k = x) = IP)(Xn,l = x)n

donc P(X =nx) >0 et z <0 et X est & valeurs dans N Absurde

d’oul ’pour tout n € N*, X,, 1 est presque stirement positive ou nulle‘

n
Ona(Xp1+-+Xpn=0)= ﬂ (Xp,kr = 0) presque strement
k=1
car les X,, ;. sont presque stirement positives ou nulles
donc comme précédemment 0 < P(X H P(X =P(X,1=0)"

)

d’ou | pour tout n € N*, montrer que P(X,,; = 0) >0

Par Pabsurde on suppose qu'il existe z € Rt \ N tel que P(X,,; =) >0
comme (X, 1 =2,Xp2=0,..X,,=0C (X=1x)
on aurait P(X = z) > P(X,1 = z) x P(X,,1 = 0)"~! > 0 absurde

les variables aléatoires X,, ; sont presque strement a valeurs dans N

Ayant méme loi que X, 1,

La suite (P(Xp,1 =0)),,, est & valeurs dans le compact [0,1]. Elle y admet donc une suite extraite
(P (Xg(my,1 = 0)). ., qui converge vers une valeur d’adhérence ¢ € [0,1]

On montre que Vn € N*, P(X =0) = P (X,,1 = 0)", voir 1.(b)
donc si on avait £ € [0, 1], on aurait P(X = 0) = P (X, ()1 = O)cﬁ(n) — 0

n—-+00
ce qui est absurde car P(X =0) > 0 donc A =1
Ainsi la suite bornée (P (X;,1 = 0)),,, & valeurs dans R de dimension finie, admet 1 comme unique valeur
d’adhérence, elle converge donc.

on a montré | lim P(X, ;1 =0) =1
n—oo

Soit i € N*. On a :
ngﬁﬁy_z—l—EZP <1-P(X,1=0)
J#z
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3. (a)

(b)

On en déduit avec le théoréme des gendarmes : | lim P (X, 1 =¢) =0
n—oo
11 suffit d’appliquer (n — 1) fois la question IIIA.6, le lemme des coalitions et I.A.1 pour obtenir :

’ Pour tout n € N*, montrer nH,, = Hx ‘

Soit n € N*. Je note p; les coefficients de la série auxiliaire de X, 1.
D’apres la question précédente, on a Vj € N np; = Aj

et pour k dans N*, on a kP (X Z]u] Xp1 =k —j) (selon IIT.A.1)

En multipliant par n on en déduit : | knP (X, = k) Z]/\ P(Xp1=k—17)

4. Soit k € N*.

On anP (X, =k) = NP (X1 =0) +

e

-1 .
J/\j

—P(X,1=k—7
L ( 1 J)

7=1
Or quand n — +oo, pour j € [1,k — 1], P(X,,1 = k — j) — 0 d’aprés 2.(b)

k-1 .

)\ .
donc par combinaison linéaire Z %P Xpp=k—j)—0

j=1

et d’aprées 2.(a) AP (Xp1 =0) — A

Ainsi |la suite (nP(X,1 = k)), o+ converge vers g

donc A = 0 pour tout k > 1et P(X=0) >0
On en déduit que ’X est )\—positive‘

5. Conclusion

(a)

Ceci boucle la boucle des équivalences
En effet, on a montré (i) = (i7) en III1.C.(1a 4)
(i) = (ii7) a été vue en 111.B

et (iii) = (i) a été traitée en I11.C.3

d’oul ’le résultat annoncé au début de cette sous-partie II1.C.

On montrer que pour k € R, on a :
X & valeurs dans R est infiniment divisible si et seulement si X + k Dest
11 suffit de traiter une seule implication. On suppose X & valeurs dans R est infiniment divisible.
Soit m € N*. Ceci nous fournit m variables aléatoires indépendantes X, 1, ..., Xy, de méme loi telles

que la variable aléatoire X, 1 + - -+ + Xy, suive la loi de X

1

k

On a m variables aléatoires indépendantes Y, 1,..., Yy, m de méme loi telles que la variable aléatoire
Y1+ -+ Yym suive la loi de X + k

On suppose alors X a valeurs dans N*.

En posant pour k € [1,n], Yy, =Xmni +

On note m = min {z € N* |P(X = z) # 0} qui existe bien car toute partie non vide minorée de N admet
un plus petit élément et on pose Y =X —m

Alors Y est a valeurs dans N et P(Y = 0) # 0 et on a X infiniment divisible si et seulement si Y est.
On applique la question précédente a X une variable aléatoire suivant la loi géométrique G(p), ou p €]0,1]
On pose alors Y = X — 1 de sorte que

Y est & valeurs dans Net P(Y =0) =p #0
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ot .

1-(1-p)t 1-(1-p)

On note alors Hy la série auxiliaire de Y et on pose aoy = min(p(Y), 1)
Soit t €] — ay,ay|. On a Gy (t) = exp (Hy (¢)).

donc Hy(t) = In (Gy(t)) = In(p) — In(1 — (1 — p)t).

. R 1
En se restreignant & [t[ < .=

+oo i—1 3 +oo i

D" (=(1=p)t 1-— ’
i=1 i=1

donc Y est A—positive, vus les coefficients de la série entiére Hy

OnaGyx:t— et Gy :t—

donc Y est infiniment divisible d’aprés I11.B

Ainsi | la variable aléatoire X est infiniment divisible‘ selon la question précédente

e o 0e[INe o o
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