NUM.1 : RESOLUTION D’UNE EQUATION, METHODE PAR DICHOTOMIE

Objectif : résoudre une équation du type f(x) = 0,

avec f fonction continue qui s’annule une fois sur un intervalle [a, b] d’étude

Certaines équations ne sont pas (ou difficilement) solubles a la main ; on peut alors recourir a une résolution
numeérique. La méthode par dichotomie peut résoudre cette difficulté.

l. DESCRIPTION DE LA METHODE

Soit I'équation f(x) =0, avec f une fonction continue qui s’annule une fois sur l'intervalle [a,b]. La méthode
dichotomique permet de trouver une solution approchée de cette équation.

Prenons I'exemple de la fonction f(x) = x? — 2. On cherche a résoudre f(x) = 0 sur I'intervalle [0,2]. On sait que la

solution réelle est x = v/2 ~ 1,414213562 ... ; nous allons essayer de retrouver ceci avec Ialgorithme de dichotomie.

Préliminaire : tester si deux réels sont de signes opposés
Soit y et z deux réels non nuls.
- y et z sont de méme signe (tous deux positifs ou tous deux négatifs) si et seulementsi y X z > 0.

-y et z sont de signes opposés (I'un positif, I'autre négatif) si et seulement si y X z < 0.

La fonction f(x) étant continue et ne s’annulant qu’une seule fois entre a et b, on a nécessairement f(a) et f(b) de
signes opposés.

Ceci se traduit par f(a) X f(b) <0

Idée générale de I'algorithme de dichotomie

- s +b . . o A (e e ,
On considere le milieum = aT de I'intervalle [a, b], et on détermine si le zéro recherché se trouve entre a et m ou entre
metb.
Selon le résultat obtenu, on recommence la recherche selon la méme méthode dans I'intervalle [a, m] ou [m, b], intervalle
qui a été réduit de moitié.
On s’arréte lorsque l'intervalle auquel appartient la solution est jugé suffisamment petit, ce qui dépend de la précision
recherchée.

Détail de I’algorithme

On définit des valeurs pour les grandeurs a, b correspondant aux bornes de I'intervalle de recherche, ainsi que pour & qui
va définir la précision recherchée pour la résolution de I’équation.

Tant que |a — b| > &, on réalise la boucle suivante :

Zrm g . . a+b
On définit le mieux de I'intervalle avec: m = -

2Si f(a) X f(m) < 0, le zéro de f (la solution recherchée pour laquelle la fonction s’annule) se trouve entre a et
m : la solution appartient alors a 'intervalle [a, m]

On définit ce nouvel intervalle de recherche para = aetbh = m.

- Dans le cas contraire f(a) X f(m) > 0, le zéro de f se trouve entre m et b : la solution appartient alors a I'intervalle
[m, b].
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On définit ce nouvel intervalle de recherche par a

La boucle se poursuit selon ce principe tant que m n’est pas suffisamment proche de la valeur recherchée, soit tant que

meth = b.

la —b| > ¢

Lorsqu’on sort de la boucle, le zéro est donné par la valeur de m, a € pres.

Signification de & : prenons par exemple e = 107°. L’algorithme s’arréte donc lorsque b — a < 10~® Comme
on sait par construction que le 0 de f (la solution recherchée pour laquelle la fonction s’annule) appartient

. . N . g a+b . R .
nécessairement a l'intervalle [a, b], ceci signifie que m = — est proche de la solution recherchée a moins de

107° prés.

Remarque : il existe d’autres critéres de terminaison, par exemple arréter lorsque I’algorithme trouve un x tel

que |f(x)| = 107°
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. PROGRAMMATION SOUS PYTHON :
Exemple :
Nous cherchons a résoudre : f(x) =x2—2 =0
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import numpy as np

import matplotlib . pyplot as plt
from math import *

def f(x):

return x**2-2

epsilon = le-6
a=0
b=3

x=np.linspace(@, 3, 280)
plt.figure(l)
plt.plot(x, f(x))

plt.xlabel( 'x")
plt.ylabel('f")
plt.grid()
plt.show()

nb_iter = 8

while abs(b-a) > epsilon:
m = (a+h)/2
if f{a)*f(m) <@:
b=m
elze:
a=m
nb_iter= nb_iter +1

print(m)
print(nb_iter)

0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

Autre méthode :

La fonction bisect de la bibliothéque scipy.optimize permet de trouver directement le zéro d’une fonction. Elle utilise
une méthode de type dichotomie.

On l'utilise ainsi :

import scipy.optimize as sp
X = sp.bisect(f ,a , b )
print ( x )
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a et b sont les limites de I'intervalle de recherche, et f la fonction pour laquelle on résout f (x) = 0.

Résumé de la méthode et autre exemple de programme :

On cherche une solution = de I'équation f(z) =0 (avec f continue) dans un intervalle [a,b] (avec f(a)f(b) < 0).

1. On calcule le milieu de Uintervalle [a, ] :
a+b

)

2. Il y a deux cas possibles.
Si f(a) et f(m) sont de signes opposés, alors x se trouve a gauche de m, c’est-a-dire = € [a,m]. On
réaffecte alors b < m.
Sinon, « se trouve & droite de m, c’est-a-dire = € [m, b]. On réaffecte alors a < m.

3. On recommence & I'étape 1 avec le nouvel intervalle [a, b).

4. On arréte la recherche lorsque b — a < € on £ est la précision souhaitée.
fla) o

def dicho(f:function,a:float,b:float,eps:float)->float:

"renvoie la solution de f(x)=0 sur [a,b] & eps prés"
while b-a>eps:
m=(a+b) /2

if f(a)*f (m)<=0: T

a1 as :

b=m :

else: \

a=m

return m Etape 1

~———— Etape 2
Etape 3 ape

On peut également utiliser la fonction bisect(f,a,b) du module scipy.optimize.
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