TD MK.0 — PARTIE 3 : REVISIONS— OSCILLATEURS MECANIQUES ET PARTICULES CHARGEES

® EXERCICES DE REVISION

Exercice 1.  Anneau au bout d’un ressort sur tige inclinée (Oral CMT MP + ATS, 2022) U1 | X 1ou2

On étudie un anneau M de masse m qui coulisse sur une tige Ox formant un angle
avec I'axe vertical 0z. Cet anneau est fixé a un ressort de raideur k et de longueur a
vide 4.

0Q |

1. Al'aide d’'une méthode énergétique, établir I'expression de la position d’équilibre
Xgq ainsi que la période des oscillations.

2. En déduire I'expression de la position x(t) au cours du temps, I'anneau étant
abandonné sans vitesse initiale d’'une position x; a I'instant initial.

Exercice 2.  Oscillateur harmonique amorti en régime libre V1 | X2

Soit un systéme M de masse m relié a un ressort vertical de constante de raideur k et de longueur a vide [, se

déplacant verticalement avec des frottements : f = —hv, avec v vitesse de M et h constante positive.
1- Etablir I'expression de la longueur a I’équilibre.
2- Etablir I'équation différentielle du mouvement et la mettre sous forme canonique en précisant les noms,

dimensions et unités des constantes introduites.

3- Pour chacun des cas de figure suivants: h = 0, h? = 4km, h? = kl—zl, h? = 9km, indiquer la nature du

régime.

4- Résoudre sion lache la masse depuis cette position d’équilibre avec une vitesse initiale v,.

Exercice 3.Vibrations d’un moteur W1 ¥2

Lorsqu'un moteur fonctionne, I'existence d’un balourd (déséquilibre de répartition
de la masse par rapport a I'axe de rotation) provoque des vibrations du chassis ; il
est alors nécessaire de prévoir un systéme de suspension.

Le moteur est assimilé a un point matériel de masse m.

La suspension peut étre modélisée par un ressort de longueur a vide £ et de raideur

k, placé en paralléle avec un amortisseur qui exerce sur le moteur une force de
dz

— N e
ar u,, ou a est une constante positive.

freinage f = —«a

1- Le moteur ne fonctionne pas et il est immobile. Déterminer par une étude vectorielle la longueur ¢, du
ressort. La position du moteur dans ce cas est alors prise comme origine de |'axe Oz.

Lorsque le moteur fonctionne, tout se passe alors comme s'il apparaissait une force supplémentaire de la forme :

= a k

F = Fycos(wt)u,. On pose : A = 7 €t w3 = — et on suppose que A< wg.

2- Etablir I'équation différentielle vérifiée par z(t).

En régime sinusoidal établi, on recherche des solutions de la forme :

4

z(t) = Zycos (wt +¢) et v(t) = %t = Vycos (wt + ).
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3- Déterminer I'expression de la grandeur complexe V = Voeﬂ'associée a la vitesse. Exprimer V, en fonction

. F
des parametres A, w, et EO Donner I'allure de V(w).

4- Le moteur, de masse m = 10 kg, tourne a une pulsation w = 628 rad. s~1.0n dispose de deux ressorts de
raideurs k; = 4.10° N.m~ ! et k, = 1.10° N.m™1. Lequel faut-il choisir pour réaliser la suspension ?

Exercice 4.  Oscilloscope analogique (E. Thibierge) @ 2 | 3¢ 2

Maintenant remplacés par les oscilloscopes numériques, les oscilloscopes analogiques exploitaient la déviation

d’un faisceau d’électron sous I'effet d’'une tension que I’'on souhaitait visualiser sur I’écran de I'oscilloscope. Cet

exercice propose de comprendre le principe de fonctionnement de ces anciens oscilloscopes. Dans tout I’exercice,
¥ 4 . .z \ - - —

on se place dans le référentiel terrestre, auquel est associé un repere (0, Uy, Uy, Uy).

ngq 2z éeran Une zone de champ électrique uniforme est établie entre deux plaques P,
M fluorescent et P,, le champ est supposé nul en dehors de cette zone et les effets de bord
- sont négligés. La distance entre les plaques est notée d, la longueur des
Py plagues D et on note U la tension (supposée constante et positive) entre les
O . plaques, égale a la tension d’entrée de I'oscilloscope. Le champ électrique
) entre les plaques s’écrit ici :
P, . U
E=——u,
D L x d

Des électrons accélérés au préalable pénétrent en O la zone ou existe le
champ avec une vitesse ¥, = v, U, selon I'axe Oz. On suppose leur poids négligeable devant la force électrique.

1 - Déterminer les coordonnées du point de sortie K de la zone de champ et les composantes de la vitesse en ce
point.

2 - On note L la distance entre la sortie de la zone de champ et I'écran fluorescent. Déterminer I'abscisse x; du
point d’impact / de I'électron sur I'écran en fonction de U, vy, D, d et L.

3 - Ala lumiére des questions précédentes, expliquer le principe de fonctionnement d’un oscilloscope analogique.
Proposer une solution permettant d’obtenir un chronogramme sur I’écran et pas seulement un point.

Exercice 5.  Spectrographie de masse U2 | X2

Une particule de masse m et de charge q (de signe quelconque) se déplace a la vitesse v, dans un référentiel
galiléen. A partir de l'instant t = 0, elle pénéetre dans un champ magnétique B= B i, (B > 0) uniforme et

constant, v, et B étant orthogonaux.

1- En supposant que la trajectoire est plane et circulaire, montrer qu’il s’agit d’'un mouvement circulaire et
uniforme et établir I’expression du rayon R de la trajectoire, dis rayon cyclotron, ainsi que celle de la vitesse
angulaire w, dite pulsation cyclotron. Montrer que la période T est indépendante de la vitesse initiale vo.

2 - Dessiner la trajectoire orientée et le champ B danslecasq < Osiat = 0 la particule est en O avec une
vitesse vy = Vg Uy -

Le spectrographe de masse est un appareil permettant, entre autres, de
séparer les différents isotopes d’un élément dans un échantillon, que ce soit
pour les compter (méthode de chimie analytique) ou pour les séparer
(enrichissement de I'uranium en isotope 235).
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Schéma de principe de la séparation isotopique dans le Calutron. Un fort champ
magnétique dévie le faisceau d'ions d'uranium, la concentration en U-235 étant
finalement plus forte sur la bordure interne du faisceau.

Un faisceau de particules chargées est constitué de deux isotopes du mercure :

200Hg?* et 232H g?* notés respectivement (1) et (2). Ce faisceau est émis par la source S avec une vitesse quasi-
nulle, puis accéléré par une tension U > 0. Il pénétre alors en O dans une zone

de champ magnétique B= Be, uniforme, orthogonal au faisceau incident.

Données : masse d’un nucléon m = 1,67.10% kg (la masse de I'électron sera
négligée devantm),U = 10kV,B = 0,10 T,e = 1,6.10%C.

3 - Exprimer les vitesses v; et v, acquises respectivement par les isotopes (1)
et (2) suite a I'accélération par la tension U.

4 - Déterminer la trajectoire des ions dans la zone de champ magnétique.

Exprimer les rayons R; et R, des trajectoires des isotopes (1) et (2).

5- On recueille les particules sur une plaque photographie P aprés qu’elles ont fait demi-tour. Exprimer puis
calculer la distance d entre les deux traces observées.

®  EXERCICES COMPLEMENTAIRES
Exercice 6.  Principe d’un sismographe 2 | ¢ 2

On modélise un sismographe par un pendule élastique vertical dont S, S

I'extrémité supérieure S est fixée au boitier de l'instrument, lui-méme
solidaire du sol. Le pendule est constitué d’'un ressort de raideur k et de
longueur a vide [, et d’'une masse m dont le centre d’inertie sera noté M. La

masse est également soumise a une force de frottement visqueux de la forme

—Bv (assimilée a I'action d’un piston solidaire du boitier) : dans cette X

expression, B est une constante et ¥ est la vitesse de la masse par rapport a
S.

A l'instant initial 'altitude du point S coincide avec celle d’un point S, fixe dans un référentiel R galiléen. On
pourra utiliser le repere (Sy,x,y,z) associé a R,.

L'axe (x) est orienté a la verticale vers le bas. Dans un premier temps on étudie le mouvement du point M en
I’'absence de perturbation (autrement dit S est immobile dans R).

On note X la distance SM et g I'intensité de la pesanteur.
1. Quelle est I'expression X, de X a I'équilibre ?

2. La masse est lachée en dehors de sa position d’équilibre. Etablir I'’équation différentielle de son
mouvement, a laquelle obéit la fonction X (t).

3. On pose Y = X — X¢,. Montrer que I'équation différentielle préceédente peut s’écrire sous la forme

Y 4+ 24Y + w2Y = 0 ol l'on précisera les expressions des constantes A et w, en fonction de 3, k et m.

On étudie maintenant la réaction du systéme au passage d’une onde sismique modélisée par une oscillation
sinusoidale d’amplitude a constante.

L’abscisse x du point de suspension S dans le référentiel R, est xs(t) = a cos(wt). On note x,, I'abscisse de la
masse m dans le référentiel R.
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4. Quel est le lien entre X, X5 et X ? Quel est le lien entre X et Y ? Appliquer le principe fondamental de la
dynamique a la masse dans le référentiel galiléen R, et en déduire I’équation différentielle suivante :

Y + 21Y + wY = a w? cos(wt)
En régime forcé (ou permanent), on pose Y (t) = A cos(wt + ¢), ou @ est une constante. D’autre part on introduit

Wo

la pulsation relative u = w/w, et le facteur de qualité Q = o

5. Montrer que I'amplitude A des oscillations forcées de la masse est donnée par :

a
1)+

6. Montrer que A est maximale pour une certaine valeur u,,,, de u que I'on exprimera en fonction de Q.

A=

On mesure Umar = 1,2 = %; k = 0,50 N.m* et m = 200g.

7. En déduire la valeur du facteur de qualité Q et une valeur approximative du coefficient de frottement .

8. Quelles sont les valeurs de I'amplitude des oscillations de la masse dans les deux cas limites : d’une part, u
« 1etu > 1dautre part ? Expliquer qualitativement le résultat obtenu dans chaque cas.

On peut considérer une onde sismique réelle comme une superposition d’ondes sinusoidales de pulsations
comprises entre deux valeurs données wyin €t Wyay- On rappelle que le but d’un sismographe est d’enregistrer
le plus fidélement possible les mouvements verticaux du sol.

9. Comment faut-il choisir w, par rapport aux valeurs w,y;, et/ou w4, pour fabriquer un sismographe ?

10. Etablir I'expression de I'amplitude de la vitesse des oscillations de la masse.

Exercice7. Cyclotron 2| X2

Le cyclotron est schématisé ci-contre. On lache au point O une particule de
charge g > 0 sans vitesse initiale, et on cherche a connaftre son mouvement
ultérieur.

En vue de dessus, les zones demi-circulaires sont plongées dans un champ
magnétique uniforme de module B, et entre ces zones, une bande de largeur d

est plongée dans un champ électrostatique de module E, mais dont le sens
change : |7 = [|E5]| = E.

1) Quelle est la nature du mouvement de la particule dans la région (1) avant qu’elle ne pénétre dans la région
(3) ol régne le champ magnétique ? Calculer la vitesse v; avec laquelle la charge g pénétre dans cette zone

(3).

2) Dans la zone (3), quelle est la nature du mouvement ? Déterminer la trajectoire parcourue ainsi que ses
caractéristiques.

3) Quelle est la vitesse de la particule lorsqu’elle pénétre dans la région (2) ? la vitesse v, lorsqu’elle en sort ?

4) Aprés n passages dans I'une des régions (1) ou (2), quelle est la vitesse v, de la particule et quelles sont les
caractéristiques de la trajectoire parcourue dans celle des régions (3) ou (4) dans laquelle elle se trouve ?

5) On peut mesurer le temps passé par la particule dans I'une des régions (3) ou (4). Montrer que cette durée
reste constante au cours du mouvement et permet de calculer le rapport g/m.
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TD MK.0 — PARTIE 3 : REVISIONS— OSCILLATEURS MECANIQUES ET PARTICULES CHARGEES - CORRECTION

® EXERCICES DE REVISION

Exercice 1. Anneau au bout d’un ressort sur tige inclinée

0Q |

1. Systéme point M de masse m, soumis a son poids et a la force de rappel élastique exercée
par le ressort, dérivant respectivement des énergies potentielles E,,, et Ep,

Il s’agit donc d’un systéme conservatif.
En choisissant un axe (0z) descendant, et en prenant O comme origine des potentiels :

Epp = —mgz = —mgx cos(a)

1 1
Epe =—k(l —1,”0)2 =—k(x —30)2
2 2
Soit
1 2
Eptot = Epp + Epe = Ek(x —4y)“ —mgx cos(a)

Position d’équilibre x4, telle que (%) =0= k(xéq - fo) — mg cos(a)
x=xéq

mg cos a
Xeqg = o+ B —
Théoréme de la puissance mécanique appliqué a M :
dE, dE.  dE, e 1 . o
5 = Prc = 0= T + T mxx + kx(x —€y) — mgx cos(a) = x[mx + k(x — €,) — mg cos(a)]

bned
systeme
conservatif

La solution x = 0 étant sans intérét physique pour I’étude de I’équation du mouvement, on a donc
mi + k(x —£,) —mgcos(a) =0
En soustrayant I’équation a I'équilibre : 0+ k(xéq - fo) —mgcos(a) =0

On obtient :
mx + k(xeqg — €0) =0

. - ,k
Sous forme canonique : |x +wd(x—x4) =0 | avec wo = [

Remarque : Méthode N°2 si la méthode énergétique n’est pas imposée par I’énoncé :
avec le PFD : Equilibre : Principe fondamental de la statique :
P+T=0 projeté sur u, le long de la tige, orienté vers le bas :

mgcosa — k(léq - fo) =0

mg cos a
leg =4 +T=xéq

PFD projeté suru, :
mi =mgcosa — k(x —4,)

En soustrayant I’équation a I'équilibre : 0= mgcosa— k(xéq - 1?0)
On obtient :

m¥ = —k(x — xgq)
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2) Equation différentielle caractéristique d’un oscillateur harmonique non amorti avec second membre :

solution générale a I'’équation homogene de la forme x; (t) = A cos(wy.t) + B sin(wy.t), solution particuliére a I’équation
compleéte x, (t) = x¢q, d’ol solution générale a I’équation compléte :

x(t) = xy(t) + x,(t) = Acos(wg.t) + B sin(wy. t) + x4

Détermination des constantes d’intégration a I’aide des conditions initiales :

x(t=0)

Soit A =1 —xg

X1 =
-
formule
at=0

A+Xéq

all

C.l.de lrénoncé

Expression de la vitesse a un instant t quelconque :

x(t) = —woAsin(wg. t) + wyB cos(wy. t)

x(t =0) = 0 =

Soit B = 0, d’ou finalement :

woB
-
formule

at=0

C.l.del énoncé
pas de vitesse initiale

| x(t) = (x1 — xéq) cos(wg.t) + x4q

Exercice 2. Oscillateur harmonique amorti en régime libre

1. Equilibre : Principe fondamental de la statique (absence de frottements car absence de vitesse a I'équilibre) :

P+T=0 projeté sur u, :

2. PFDprojetésuru,: mg —k(z—1,) — hz =mz

mg —k(lgg—1lo) =0 leg =

soit

mZ+ hz+ kz =kly+mg = ki,

Equations différentielles

Equations caractéristiques

Discriminant

mZ+ hz+kz=kly—mg mr: +hr+k =0 A = h? —4km
d?z(t) wgq dz(t) 2 | 9o 2 _ z
0z T +wf z(t) = wf z(t) rtt+yrtwy =0 A :3—4035
pulsation propre : wg, = \/% enrads? [wy] =T

facteur de qualité de l'oscillateur : Q = %\/km

sans unité ; [Q] = 1.

3. Solutions générales a I’équation homogéne, dont la forme dépend de |a valeur du facteur de qualité

REGIME APERIODIQUE

REGIME CRITIQUE

REGIME PSEUDO-PERIODIQUE

A >0 Q< ¥

2
Conditions & h* > 4km

A=0 Q=%

& h? = 4km

A< 0SS Q> %

& h? < 4km

h? > 4km : cas de h? = 9km

h? = 4km

h? < 4km :casdeh =0, h? =k1_7;‘

Amortissement | Amortissement élevé

Amortissement critique

Amortissement faible

Solutions de
I’équation

q LT, =
caractéristique

Deux racines réelles r1 et 7, :

-1+0

Une racine double 7, :

To = — Wo

Deux racines complexes conjuguées
7"1, 1‘2 = - /’l i]ﬂ

avec Q valeur absolue de la partie

imaginaire : pseudo pulsation
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—A : partie réelle
Forme générale
& . _ xy(t) = e (Acos(Qt) + Bsin(Qt))
des solutions | Xu(t) = pyexp(ryt) £) = Tt ¢ :
xy () = (g + ppt)exp(rt) xy(t) = De~H cos(Qt + @)
homogénes + uzexp(r;t) H :
4. |l faut exploiter les deux conditions initiales pour déterminer les deux constantes d’intégration :

x(t=0) ="t =xy(t=0)+ £, soitxy(t=0)=0 puiscalcul de x(t) = x(t) avec x(t =0) =xy4(t =0) =1,

Exercice 3.Vibrations d’un moteur

1. Systéme : point M de masse m, soumis a son poids et a la force de rappel élastique exercée par le ressort (absence

de frottements car absence de vitesse a I'équilibre)

Equilibre : Principe fondamental de la statique :

P+T=0 projeté sur u, (verticale ascendante) -mg — k(léq — lo) =0 legg =1 — %
2. Principe fondamental de la dynamique en ajoutant deux forces supplémentaires, puis en projetant sur i, :
7 dz L I = -
force de frottement fluide f = —ad—iuz et force liée aux vibrations du moteur : F = F; cos(wt) U,
.o, o k Fo .. , 2 Fo
Z+—2+ —z=—cos(wt) ; 74+ 20M72+ w§z=—cos(wt)
m m m m
3.  Oncherche z(t) sous la forme z(t) = Z, cos (wt + ¢), soit en passant a la notation complexe :
z(t) = Zy exp[ j(wt + ¢)] = Zy exp(jwt) avec Zy = Z, exp (jp)
Dans I'équation différentielle :
.. . 2 FO . 2 . 2 2 2 .
Z+2Az+ wogzgexp(]wt) =—-wz+2AXjwz+ 0§ z=(wf —w*+j2Alw)z
Soit
Fy
Zy=Zyexp(jp) = m
Zo = Zo exp(je) ws — w? +j2 o
: jo x 22 o .
— exp(jot) wi-w?+2Mw ) 4+ jw (ﬂ_ﬂ)
0 \w, w
o o
Vo = V| = m = m
Z . 0w W p)
20+ jwp (o - 20| sy of (- D)
wg ) 40° + Wy wg o
V, maximale lorsque le dénominateur est minimal (numérateur constant), soit en w = w ;
Aveck; : wy, = 632rad.s™! =~ w, a éviter car résonance ; wy, = 316 rad.s™! # w, a choisir.
Exercice 4. Oscilloscope analogique
1- Systéme point M de masse m, étudié dans le référentiel terrestre supposé galiléen.
Bilan des actions mécaniques extérieures :
, . - - - U —
- Force électrique de Lorentz : F, = qF = —eE = e Ux
- Poids négligeable devant la force de Lorentz
Etude cinématique : en coordonnées cartésiennes,
OM = xil, + yi, + zt, ; D = XU, + yil,, + i, et d = &1, + ji,, + 74,
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Projection du PFD dans la base ( iy, Uy, U,) :

Y . _eU
mi=e— ¥=—=
d PN . md
my =0 y=0
mzZz=20 Z=0
En intégrant par rapport au temps :
U
. X = —Et + Kx
v =
y=K,
z=K,
x(t =0) =K, K, =0
En exploitant la condition initiale ¥(t = 0) = Ty = Vg Uy = yit=0=K o K, =0
C.I.énoncé formule Z(t =0)=K, K, = v,
at=0
Soit
. e Ut
X=—=
b= md
y=0
zZ =1,
En intégrant a nouveau par rapport au temps :
le Ut2 4
X=-—= X
OM = 2md 0
Y=Yo

A I'aide des conditions initiales, avec O position initiale : x, = y, = z, = 0, soit

1eUt2

X==—==

oM = 2md
y=0
Z=U0t

Remarque : la seule force étant selon i, et la vitesse initiale selon i, il est attendu d’avoir un mouvement plan dans le plan
— —
(U, )

Point de sortie K de la zone de champ :

- _ _ o soitts =2 oy =18V 2_132(2)2
atteint a l'instant ty tel que z(tg) = vty = D =z soit ty = o etx(ty) = xx = Stk =5 o
longueur de
la plaque
Coordonnées du point K :
eUD? 0 D
K 2md v Yk K
Composantes de la vitesse au point K : il s’agit du vecteur
. e Ut eUD
Xy = —— = —
o ) T md T mdu,
v(tg) = 5 =0
Yk =
Z.K = UO

2- Entreles points K et |, le champ est nul et donc la force électrique également. Etant donné les vitesse et distances mises
en jeu, on peut négliger I'effet du poids, et donc considérer que la particule a un mouvement rectiligne uniforme, associé

5( _eUD

N - —_— - K_mdvo
aunvecteur v = cte = v(tg) = Ve =0
Zg = Vo

En définissant un nouvel instant initial t = 0 correspondant a I'instant auquel I’électron atteint le point K, et en intégrant
¥ par rapport au temps pour obtenir les coordonnées du point M pendant sa trajectoire entre K et | :
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() eUDt+C

x(t) = —=—

md v, *
y() =Gy

Z(t) = vot + CZ
En exploitant les nouvelles conditions initiales pour déterminer les constantes d’intégration, on a
0 c elUD?
x(t =0) = x =

XK =
2
(o]
formule C.1:point K 2mdv,

at=0
y(t =0) = o = 0
formule C.l:point K
at=0

zt=0) = C = wy=D

formule C.I.:point K

at=0
Finalement :
{(t)_eUDt_l_ eUD? _eUD( D)
x T mdv,  2mdv: mduv, 21,
y@)=0

Z(t) = vot +D

. . ’z . N . L
L’électron atteint I’écran fluorescent au point | a I'instant ¢, tel que z; = z(t;) = D + L = vot; + D soit t; = -
0

Onadoncx; = x(t;) = iﬂﬂ(tl +L) - iﬂﬂ(i+i) _ eup (L+2)

md v 2vg mdvy \vy 21 mdv} 2

Coordonnées du point d’impact | :

eUD D
= (L+=); ,=0; z=D+1L
1 mdvg( +2),y, 05 2 +

3- L'abscisse du point d’'impact x; sur I'écran de I'oscilloscope est proportionnelle a la tension et permet donc de la
visualiser directement a I'aide de I"écran fluorescent. Pour obtenir une courbe fonction du temps et non pas un point
unique, il faut que la direction d’émission des électrons varie au cours du temps. On utilise pour cela deux autres plaques
alimentées par un tension dépendant du temps de maniére linéaire avec un retour périodique a une tension nulle,
permettant une déviation dans la direction y (soit une déviation horizontale sur I’écran de I'oscilloscope).

Exercice 5.  Spectrographie de masse
1) Systéme:ion.

Bilan des forces : le poids étant négligé devant la force électrostatique, entre la source S et O (zone d’existence de la tension

U), la seule force est : f; = qE, associée a I'énergie potentielle Epy = qV.

Théoréme de I’énergie cinétique a un ion dans le référentiel terrestre supposé galiléen, entre S et O:

%m(vé —v2) =W(F; ) = —AEpz = qU avecvg =0etq = 2e.

1 . 4eU
On a donc ;mvé = 2el, soit vy = —.

Isotope 1 |vy; = el |20 | Isotope 2 ;| vy, = 2eU |20 |
pe L lvor = my Al 200m [ Pe2Vo2 = m,  AJ202m [

2) Cf.cours : mouvement d’une particule chargée dans un champ magnétique uniforme et permanent, en projetant le PFD

dans une base cartésienne et en découplant les équations différentielles couplées ainsi obtenues, on trouve une

. . . . . . . qB . . mv
trajectoire plane circulaire uniforme de vitesse angulaire @, = |;| et de vitesse v = Ra,, soit de rayon R = prik
. myv 1 [200mU| myv; 1 [202mU
lci, Ry = | == [—— etR, = |22 == |—
qB B e qB B e
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Pour rappel : démonstrations, en supposant la trajectoire circulaire puis sans faire d’hypothése
Démonstration en admettant que le mouvement est circulaire (cadre du programme MPI)

Etude, dans le référentiel galiléen proposé par le sujet, du mouvement d’une particule ponctuelle, de charge g et de masse

m, ne subissant que la force magnétique F = qvA B car selon le sujet le poids est négligeable.

e Laforce magnétique F = q ¥ A B est perpendiculaire au vecteur vitesse, donc elle ne travaille pas.

En appliquant le théoreme de I’énergie cinétique a la particule entre deux instants quelconques, la variation d’énergie
cinétique de la particule chargée est toujours nulle (aucune force ne travaille), le mouvement est donc uniforme : a tout
instant la valeur de la norme de la vitesse v est constante et égale a v,.

Ne pas confondre norme de la vitesse et vecteur vitesse !!! la direction du vecteur varie, I'accélération est donc non nulle, et
la force de Lorentz exploitée dans le PFD doit étre écrite avec ¥ d t quelconque et non la vitesse initiale !

Principe fondamental de la dynamique appliqué a la particule :
mi=F=qBAB

Etude cinématique : mouvement circulaire : choix des coordonnées polaires, soit pour un mouvement circulaire :

- A — — - 12 — — UZ__) »— 1]2___) (l)__>
v=ROug =Rwuy a=—RO°u,+ ROug=——u,+ ROug=——u,+R—uy
Tay T

Si la vitesse est constante (mouvement circulaire uniforme) : v = v, = Rw = cte ; 0 =w=cte

Vo2
Ei =—R 92 l_L: = _Tﬁ:
N\ S
an
. — vo? . muvg . X . .
Projection du PFD sur u,. : —m--= quoB soit |R = 25 | von de la trajectoire circulaire.

v B
De plus, w = =2 = |12
R m

= w, | pulsation cyclotron a laquelle est parcourue la trajectoire.

[— 5 — - =g [—y
Remarque : on pouvait aussi retrouver le mouvement uniforme en projetant le PFD sur ug avec F.ug = q (BAB) . ug = 0
N . i S . ) .
car ¥ colinéaire 3 ug donc ($AB) L uy d’oudr = RO ug = 0soit = 0 et & = w = cte soit v = RO = cte : mouvement
circulaire uniforme.

Démonstration compléte sans admettre que le mouvement est circulaire (hormalement hors programme).

e En appliquant la seconde loi de Newton en coordonnées cartésiennes, et en projetant sur les vecteurs de la base d’étude,
on obtient :

mx = qyB; my= —qxB ; mz= 0
e La 3°™ égquation différentielle s’intégre directement en 2 temps et compte tenu des conditions initiales :
z(t =0) =0etz(t = 0) =0, onobtientz(t) = 0.
Le mouvement a donc lieu dans le plan (xOy) a valeur de vitesse constante v.

e Découplage et résolution :

Attention a I’exploitation des conditions initiales et plus généralement aux constantes d’intégration !!!

En intégrant une fois la 1% équation différentielle entre (t = 0,y = 0etx = v,) et (¢, y et x) on obtient :

m(x—vy)=qBy donc 5c=v0+%y

K=}
5]

On réinjecte x dans la 2" équation différentielle qui devient y = — % (vy + %y) ou avec|w =

2|

y+a’y = —wv,

Solution généraleeny : y (t) = a cos (wt) + B sin (wt) — %

Révisions de mécanique : partie 3 : oscillateurs et particules chargées S. Najid — Lycée Corneille MPI 24-25 10




17eCl:y(t =0) =0, soit0 = a —2donca =1;—°

w

2¢meCl:y (t = 0) = 0, soitavec y(t) = —aowsin(at) + focos(wt) :0 = B.wdoncf = 0

soit:bf(t) =1:'—?cos(wt) - %

. qB . o _
Orx—v0+my,doncx—v0+w(wcos(wt) ”

e Récapitulation :

2% =y, cos (wt) donc Ve  —

2D sin (wt) + cste,or x(t = 0)

» =0, donc‘x(t) = ? sin(wt)‘

X =

z
x(t) =1;—°sin (wt) ety(t) = 1%’cos(wt) —%0 donclx? + (y + %")Z = (”—")

[/}

. . 4 4 muv \ .
La trajectoire est donc un cercle de centre Q (0, — ZO ,0),derayonR = ZO = q—Bo = R|parcouru a vitesse constante v,.
3) Aprés un demi-tour (donc une demi-trajectoire circulaire), les deux isotopes sont a
. ) , , . Zone | Zone 2 Zone 3
la distance 2R du point O, et sont donc séparés par la distance + I B +

AR
Systéme d’acquisition —» //

AN.:d = 1,4cm.

d=2R,~ 2R, == /"‘T”(\/zoz —\201)|.

®  EXERCICES COMPLEMENTAIRES I
Exercice 6. Principe d’un sismographe (G2E 2020)
1) Etude de la position X, de X a I'équilibre
e Systéme : point M de masse m, étudié dans le référentiel R, supposé galiléen.
e Etude cinématique :
Position du point M :SM =X U, avecici S fixe dans R, ; la vitesse de M par rapport a S se confond donc avec la vitesse
de M dans le référentiel : (M) = % = X U, ; de méme pour I'accélération :d(M) = X u,
e Bilan des actions mécaniques extérieures :
«  Poids P = mg = mgu, avec u, vecteur unitaire directeur de I'axe (x)
Force élastique de rappel du ressort : T = —k(l — I u, = —k(X —ly)u, avecX =SM =1
e Principe fondamental de la dynamique a M dans R, :
mi= ) Fo =P +T
Soit
mX u; = mgi, — k(X — l)u;
e  Projection sur i, : mX =mg — k(X — 1)
mX +kX =mg +kl, (1)
A I'équilibre, absence de mouvement, soit X =0,d’ol dans (1) :
0+ kXsq =mg +kly
Finalement, Xeqg=1lo+ %

On obtient bien une longueur a I'équilibre supérieure a la longueur a vide, le ressort étant étiré par la masse suspendue

verticalement.

2) Lorsque la masse est en mouvement, une force supplémentaire s’exerce : force de frottement fluide — ¥

Principe fondamental de la dynamique a M dans R :
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Soit
mX u, = mgiy — k(X — lo)uy — pXuy
Projection sur u, : m¥ =mg — k(X —1,) — BX
mX + kX + X = mg + ki, (2)
3) En soustrayant les équations (2) dans le cas général et a I'équilibre, avec Xz, = Oet X¢, =0

mX +BX +kX =mg+kl,
mXz, + BXeq + kX =mg +kl,

mX + BX + k(X —Xg) =0
EnposantY =X — X;,,avecX =Y etX =V :

eq’
mV +BY +kY =0  soit P+Ly+Zy=o
On obtient bien une équation de la forme demandée :
— - > B 2k k
Y+ZAY+wOY=0| avec A=— et w§ = — soit w0=J:
2m m m
4) Dans le référentiel R, 'abscisse du point de suspension S est xg(t) = S,S = acos(wt), celle du point M

correspondant a la masse m est x,(t) = SyM. On note toujours X = SM = SM.

Onadonc xy(t) = SgM = S,S + SM = X(t) + x5(t) , d’ou

Lorsque le point S bouge (typiquement passage d’une onde sismique) I'accélération de la masse m dans R est différente de
X car le point S est mobile par rapport a S, fixe dans R,

AvecY = X — X,

sq-onatoujours X =Y et X = ¥, lelien entre X et ¥ n’est pas modifié.

En appliquer le principe fondamental de la dynamique a la masse dans le référentiel galiléen R, le bilan des actions
mécaniques n’étant pas modifié, ona:

m&=ZF_e,;=ﬁ+T—ﬁﬁ

d?SoM _ d?xp(t) —
a2z — atz X

Avecicid = d(M)z, = Fytle = X + X
(accélération de M dans le référentiel galiléen R, soit par rapport a un point fixe de référence dans R, ici le point S;).
la vitesse intervenant dans la force de frottement fluide est en revanche, d’apres I'énoncé, la vitesse de la masse par rapport
as, soit ﬁ=@=XLTX
dt
m(X + &) uy = mguy — k(X — l)u; — pXu;
Projection sur i : m(X + %) =mg — k(X — 1) — pX
mX + kX + fX = —mis + mg + ki, (2)
En soustrayant les équations (2) dans le cas général et a I'équilibre, avec a I'équilibre %5 = ng =0et X'éq =0:

mX +BX +kX =-mis+mg+kl,
mXzq + BXeg +kXeq = mg + ki,

mX + BX + k(X —X¢) =0

En posant d’une partY = X — X¢;, avecX =Y etX =7,

et d’autre part avec x5(t) = S,S = a cos(wt), soit ¥ = —aw? cos(wt)

mY + BY + kY = —m¥;  soit Y +£Y +%Y = —X; = aw’ cos(wt)

On obtient bien une équation de la forme demandée, avec les mémes constantes que précédemment :
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|Y + 21Y + w3Y = aw? cos(a)t)| avec [A=— et wi = % soit wy =

5) En régime forcé, ona Y (t) = A cos(wt + ¢) ;
En passant a la notation complexe, on a donc :
Y)=4 exp(i((ut + (p)) = Aexp(ip) exp(iwt) = Aexp(iwt)
Dérivation par rapport au temps :
Y(t) = iwY(t) = iwAexp(iot), et Y(t) = iwY(t) = (iw)*Aexp(iwt) = —w?A exp(iwt),

Pour le second membre:  f(t) = a w? cos(wt) devient en notation complexe f(t) = a w? exp(iwt)

Soit en remplagant dans ¥ + 21Y + w3Y = a w? cos(wt) :
Y + 2AY + w2Y = a w? exp(iwt)

Soit —w?A exp(iwt) + 22iwA exp(iwt) + wiA exp(iot) = a w? exp(iwt)
En factorisant : A(—w? + 2iw + w?) exp(int) = a w? exp(iwt)
D’ou A(—w? + 2liw + w}) = a w?
2
Finalement, A= a9

(~w2+2riv+wd)
Avec A = Aexp(ig), on a pour 'amplitude A des oscillations forcées de la masse :

a w? a
T —w? + 2o + 02| |(w_(2,_ 1)
wz

a w?
(—w? + 2iw + w3)

A=|é|=

(22~ )+ 24i ]

En introduisant la pulsation relative u = w/w,, soit o= ual) , puis le facteur de qualité Q = %
0

a _ a
G+ il G 1)+ i

Amplitude A des oscillations forcées de la masse (C.Q.F.D.) :

A=

a
A=
1 21
\/(F_O +Q2u2
1 a
6) Onnote D(u) = (——1) +Q2 > avecA—m.

Le numérateur étant constant, A admet un maximum pour une valeur U4, de u telle que D (i;,4, ) SOit minimale,

aD 2 1 2 2 1 1
oW “"(ﬁ‘l)‘w=‘$(“(r1>+@)

dD 0 2 (2 ( 1 1) + 1 )
e = = —_ — —_— | =
du (umax ) 3 X umax 2 Qz

umax

a
avec — (Upmax ) = 0.

On recherche une valeur u,,,, finie, donnée par la deuxieme équation, soit

5 ( 1 1) 1 0 1 1 1 1 1 1 20% -1

X — = = —_ = — = = _— —
umax QZ umax 2 2Q2 umax 2 2Q2 2Q2

Finalement, si20°-1>0 < Q> T’ I"'amplitude admet un maximum pour une valeur finie u,,,, telle que:
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Il s’agit la de I’étude de la résonance en amplitude, qui a lieu pour une pulsation supérieure a la pulsation propre pour les
facteurs de qualité suffisamment élevés (résonance soumise a condition).

2_ 2
7) Avecl—u1 Zzﬁz%,ona 2(22:%, soit
0= uma,; _ 1
\/Z(umax - 1) \/2 (1 — 1 2)
umax
A.N.aveC Uy, =1,2= S:
0 1 _ 1 _ 1 _ 5
,_ 2 VZ-14 o5 +4
1,22
Q~1,25
DepIus,avecQ=%, /1=% etw0=\/%,ona A=%=;’—g=i % soit ,B=22—75 %

Finalement, B = %\/km

AN.:f ~ 31/0,5 X 0,2 ~ 2\/0, ~ 4 X "5—3 = % =222 _ 024

coefficient de frottement 8 = 0, 24

8) Etude des limites :

lirré A(u)=+ =0 et lim A(u)=+ =a
u—

(S koo (1) oty
uZ 02u2 ) 0%u2

Lorsque u < 1, soit w < wy, D(u) est trés grande et 'amplitude A est tres faible. Dans ce cas, les oscillations du boftier
sont suffisamment lentes pour que la masse m suive fidélement ses mouvements sans oscillations : le ressort ne joue
pratiquement aucun réle, SM ne varie pas, le sismographe n’enregistre aucune oscillation.

Lorsque u > 1, soitw > w,, D(u) = 1letdoncA = a.Dans ce cas, les oscillations du boftier sont rapides et la masse m
se met a vibrer exactement en opposition de phase avec S (on a en effet alors Y = —a). Le sismographe enregistre alors trés
fidelement les oscillations du sol.

9) D’apres I'étude de la question précédente, pour un fonctionnement correct en sismographe, il faut choisir w, de telle

sorte a toujours avoir u > 1, soit w > w,, d’ou |w0 K Onpin < Omax!-

10) Y(t) = iwY(t) = iwA exp(iwt) = V exp(iwt) soit

V= iwA iwaw? a w? a w?
=1l = = =
- ~ (—w?+ 2w + wf) ( wé) . W Wy
fw + 24 + 5 2/1+lw0(w—0—3)
a w? a w?
|Z| N w W N W wy)>
i W @ 2 2 (W _ Do
(2/1 + iwg ((u o )) \/4/1 + w (w w )
Exercice 7. CYCLOTRON
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1) Systéme : particule chargée de charge g, étudiée dans le référentiel terrestre supposé galiléen.

Bilan des forces : le poids étant négligé devant la force électrostatique, dans la zone (1) ol il y a E seul, la seule force est :
Fg = qE.
TEC a la particule entre le point O et la limite de la zone (1) :

%m(vl2 —-vd) = W(F;) = —AEp; = qU = qEd avecv, = 0. (aussi :W(F;) = [qE.dOM = qEd)

2qEd
Onadonc|y; = /qT

2) La particule rentre dans la zone (3) dans laquelle régne un champ B uniforme et permanent avec un vecteur vitesse

\ : S . . . . B . .

orthogonal a B ; cf. cours : trajectoire circulaire uniforme de vitesse angulaire o, = |%| et de vitesse v; = Raw,, soit
muv.
derayon|R = [—=
qB

3) Systéme : particule chargée de charge g, étudiée dans le référentiel terrestre supposé galiléen.

Bilan des forces : le poids étant négligé devant la force électrostatique, dans la zone (2) ol il y a E seul, la seule force est :
Fg = qE.

TEC a la particule entre le point d’entrée dans la zone (2) et la limite de la zone (2) :

%m(vz2 —v?) =W(F; ) = —AEpy = qU = qEd avec|v; = %. (aussi: W(F; ) = [qE.dOM = qEd
Onadoncvi =vi + ? = %, soit{v, = ’%.

N . . \ n2qEd
4) Hypothese de récurrence : supposons la vitesse aprés n passages de la forme v, = ’%

D’aprés les questions précédentes, cette relation est vérifiée pour n =1 et 2.
De plus, aprés le (n+1)®™ passage :
Systéme : particule chargée de charge g, étudiée dans le référentiel terrestre supposé galiléen.

Bilan des forces : le poids étant négligé devant la force électrostatique, dans la zone (1) ou (2) ouily a E seul, la seule force
est: fg = qE.

TEC a la particule entre le point d’entrée dans la zone et la limite de la zone :

1 - n2qEd . 2qEd (n+1)2qEd .
-mWi — V) = W(Fz ) = qEd ,avecv, = | :1 , Soit V2, = v? +qT = qut enfin

_ |(n+1)2qEd
Un+1 = T

N . s 1 . \ n2qEd
L’hypothese de récurrence est donc validée : La vitesse apres n passages est [v,, = /%

Aprés n passages dans une zone (1) ou (2), la particule effectue dans les zones (3) ou (4) un mouvement circulaire uniforme

N . n2qEd
, alavitessev, = [——.
m

5) Dans les les zones (3) ou (4), la particule effectue un demi-cercle de rayon R,, = |%

mv.
derayon R, = |—"
y n 4B

N . n2qEd
,alavitessev, = [——.
m

. . R
Durée du trajet : [t, = —% =

vy lgB|
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|

Cette durée est indépendante du trajet n considéré, et donne acces au rapport =

3 |=

o~
~
[s+]
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