TD CHAPITRE EM.1 : ELECTROSTATIQUE DU VIDE — PARTIE 1

® CONSEILS A SUIVRE » ERREURS A NE PAS COMMETTRE

1. Dans I’étude des plans de symétrie et d’antisymétrie afin de simplifier I'expression du champ électrique, il est
primordial de n’étudier que des plans passant par le point M ou I’on cherche a exprimer le champ.

&2. Dans |'utilisation du théoréme de Gauss, attention a la définition d’'une surface de Gauss adaptée ! elle doit
passer par le point M étudié, et permettre un calcul simple du flux.

3. Attention a correctement distinguer les cas de figure dans I'application du théoréme de Gauss (par exemple
pour les sphéres,r > Rour < R).

4. Lors du calcul direct du champ électrique par superposition pour les distributions simples, ne pas oublier qu’il
s’agit d’'une somme de vecteurs !

5. Il faut systématiquement valider les expressions obtenues : homogénéité, cohérence des signes, existence des
discontinuités attendues pour les surfaces chargées, etc.

®  APPLICATIONS DE COURS

Exercicel. Ordre de grandeur d’une densité de charge dans un métal 1% 2 I X1

Considérons un fil de cuivre de section d’un micromeétre carré et de longueur un micrometre (masse molaire du
cuivre : 63,5 g/mol ; masse volumique : 8,9.10° kg.m3). En supposant que chaque atome libére un électron,
déterminer le nombre d’électrons libres.

Exercice 2.  Calculs de charge .Mp%\m |Q 1 | X2

Calculer la charge totale portée par :
1) un anneau circulaire de rayon R uniformément chargé avec une densité linéique de charge A.
2) undisque de rayon R uniformément chargé avec une densité superficielle de charge o.

3) une boule de rayon R uniformément chargée avec une densité volumique de charge p.

4) Un cylindre de rayon R et de hauteur h uniformément chargée avec une densité volumique de charge p.

Exercice 3.  Calcul du champ électrostatique créé par 2 charges ponctuelles y

identiques [oral ATS]  wrormanr | 2 | X2 L9+ M)
Calculer le champ électrostatique créé par deux charges +q, séparées d'une distance 4 5 I —>
a, en M(x,0) situé sur la droite perpendiculaire au segment (+q, +q) et passant par b +q &x

le milieu de ce segment.

Exercice 4.  Caractéristiques du champ électrostatique créé par différentes distributions V2

1) On s’intéresse au champ électrostatique créé en M(x,y, z) par le plan Oxy chargé uniformément avec une
densité surfacique de charge o. Etudier les symétries et invariances de la distribution et en déduire les
caractéristiques du champ électrostatique créé en un point M quelconque.
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2) On appelle dipole électrostatique I’ensemble formé par une charge +q et une charge —q étudiées a grande
distance (séparées d’une distance a «< r avec r la distance entre le point M étudié et la distribution de
charges). Un exemples pratique classique est celui des molécules polaires en chimie (dont la plus célébre est
I’eau). Rechercher les plans de symétrie et d’antisymétrie de cette distribution de charges, en déduire les
caractéristiques du champ électrique pour certains points particuliers.

3) Ons’intéresse au champ électrique créé par un cylindre infini, chargé en volume uniformément. On repére les
points en coordonnées cylindriques, Oz étant I'axe du cylindre chargé. Rechercher les plans de symétrie et les
invariances de cette distribution de charges, ainsi que les caractéristiques du champ électrique en un point M
guelconque.

T1]%1

1) Déterminer la charge intérieure contenue dans une sphére de rayon r quelconque dans le cas d’une

Exercice 5. Charge intérieure

distribution de charge correspondant a une sphéere de rayon R uniformément chargée en volume avec la
densité volumique de charge p uniforme.

2) Le champ électrostatique F estcréé par la distribution de charge suivante :

« deux charges ponctuelles q;, g, fil chargé

« un fil uniformément chargé (1) unifog}ﬁéfﬁént volume chargé

« une surface uniformément chargée (o) S § ', uniformément

« unvolume uniformément chargé (p) e

Déterminer la charge intérieure associée a la surface fermée (X)

représentée sur le schéma. surface chargée

iniformément

Exercice 6. Théoréme de Gauss - distributions de charge classiques mrorant wipcrTANT I:Q' 2 | X3
1) Etablir a I'aide du théoreme de Gauss les champs électrostatiques créés par les distributions ci-dessous.

2) Pour ces différentes distributions, apres avoir établi les expressions des champs électrostatiques, établir
I’expression du potentiel électrostatique dont dérivent ces champs, avec les valeurs de référence données ci-
dessous pour les potentiels.

3) Vérifier que les équations de Maxwell-Gauss et Maxwell-Faraday sont satisfaites en tout point de calcul M.

Distribution Sphéere chargée | Sphére chargée | Fil infini Cylindre infini | Plan infini
uniformément | uniformément chargé en chargé
en volume en surface volume
Densité de charge | Volumique p Surfacique o Linéique A Volumique p Surfacique o
Grandeurs O =centredela | O =centredela | (0Oz) = fil | (0Oz) = axe du | Plan Oyz = plan
caractéristiques | boule chargée boule chargée chargé cylindre chargé
R =rayon de la | R = rayon de la | H :projetéde | R = rayon du | H: projeté de
boule chargée boule chargée M sur (0z) cylindre M sur Oyz
H : projeté de
M sur (0z)
Points de calcul |n’importe ou: 7{n‘importe ol saufl n'importe ou | n‘importe ou: | n‘importe ou
guelconque SUR la sphere sauf SUR le | r quelconque sauf SUR Oyz:
r = O0M#R fil : r= x=HM # 0
HM # 0
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Exercice 7.  Cartes de champs & 2 | X1

Indiquer le nombre de charges ainsi que leurs positions, le signe de ces charges, et comparer la valeur relative des
charges présentent sur la carte.

® VRAIOU FAUX

La charge d’une distribution volumique uniforme est Q = pV.

. Le champ électrostatique est homogene a une charge divisée par (&, X distance au carré).

Les invariances d’une distribution de charge permettent d’obtenir la direction du champ électrostatique.

. Un plan de symétrie qui ne passe pas par le point M ou I’on veut connaitre le champ n’est d’aucune utilité.
. Le champ électrostatique est a flux conservatif.

Les lignes de champ électrostatique se referment sur elles-mémes.

me a0 T

®  EXERCICES

B Champ E créé par une distribution ponctuelle

Exercice 8.  Calcul du champ électrostatique créé par une distribution simple de charges ponctuelles

deux charges ponctuelles opposées & 2 | % 3 d
Calculer le champ électrostatique créé par deux charges +q et —q, séparées d'une 1+ ¢ 4 M(x)
distance a, en M(x,0) situé sur la droite perpendiculaire au segment (4+q, —q) et d m o
passant par le milieu de ce segment. Hy +q &
B Théoréeme de Gauss
Exercice 9. Champ électrostatique créé par une couche plane épaisse wu%\m | Y2 I X3
Une couche plane comprise entre les plans z = —a et z = + a porte des charges avec une densité volumique p

uniforme. On repére la position d'un point M de I'espace par ses coordonnées cartésiennes (x, y, z).

a. Quelle est, dans la base cartésienne, la direction du champ E crééen M ?

5
b. Quelle est la dépendance de E vis-a-vis des coordonnées x, y et z ?
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c. En déduire par application du théoréeme de Gauss le champ électrostatique E créé en M. On distinguera les
cas |z| < aet|z| = a.

d. Tracer I'allure du graphe E,(2).

e. On suppose que a — 0 et que le produit p - a reste égal a une constante. Définir une densité surfacique de
charge limite et retrouver pour E,(z) le résultat classique.

Exercice 10. Cable creux (0. Alloschery) & 2 | 3¢ 2

On consideére un cable creux (cylindre évidé) uniformément chargé : la densité s
volumique de charge vaut p (constante) entre R et 2R, et est nulle ailleurs (cf. [/~ 777777777 J"TR """"

U
schéma : la partie chargée est la partie grise). On considérera que le cdble aune |i | O
i ]

_________________________

longueur infinie.

1) Déterminer le champ électrique en tout point de I’espace.

2) Tracer la norme du champ électrique en fonction du parametre adéquat.

Exercice 11. Cavité sphérique (Oral ATS 2021) 03 | X 2

Soit une sphére de centre O, de rayon R, avec une densité volumique de charge volumique p uniforme.
1. Calculer le champ et le potentiel électriques en tout point.

2. On ajoute une cavité sphérique de centre C. Calculer le champ électrique en tout point de la cavité.

3. Par analogie, calculer le champ gravitationnel d'un astre sphérique de masse volumique u (assimilé a une
boule de centre O et de rayon R) ou il existe une grotte (assimilé a une sphére de centre O’ de rayon r).

Cartes de champ

Exercice 12. Analyses de cartes de champ (d’aprés ccp2017)

On donne la carte de champ d’une distribution inconnue.

Donner le nombre de charges et dire si elles sont positives ou
négatives.

b) Comparer la valeur de la charge la plus a gauche a celle |a
plus a droite.

Gravitation

Exercice 13. Champ gravitationnel d’'un astre non homogéne

La Terre, sphére de rayon R et de masse M, a sa masse volumique qui varie en fonction de la distance r au centre

selonlaloi: p(r) = py (1 - kﬁ).

R?2

Exprimer le champ de gravitation en tout point P extérieur ou intérieur au globe terrestre en fonction de
G, M ,R,retk.

Exercice 14. Champ de pression dans une étoile
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On assimile une étoile a une sphéere de rayon R, de masse M et de masse volumique p constante, constituée
d’hydrogéne atomique gazeux que I’on peut considérer comme une gaz parfait.

Le fluide se trouve en équilibre hydrostatique. On rappelle que la constante de gravitation vaut G = 6,67 USI.
1) Calculer le champ de gravitation g(r) pour r < R,.

2) Rappeler la relation fondamentale de la statique des fluides. Calculer la pression P(r) dans I'étoile. En
déduire I'expression de la pression en O, puis celle de la température en ce point.

3) Faire les applications numériques pour le soleil sachant que R, = 6,95.10° km et M = 2.103° kg. Les
modeéles de structure stellaire donnent au centre du soleil les valeur de 2,2. 10%° Pa et 15. 10° K. Commenter
les résultats obtenus.

®  EXERCICES COMPLEMENTAIRES

Exercice 15. Calculs de charge (A. Leuridan) 01 | >3

3) Calculer la charge totale portée par un disque de rayon R chargé avec une densité superficielle de charge
o(r) = kr proportionnelle a la distance r au centre du disque.

4) Ladistribution volumique de charge électrique p dans une boule de rayon R a pour expression :

T2
p=p0(1—§) sir<R
p =0 sir > R, r désignant la distance du point considéré au centre O de la sphere et p, la densité en 0.
a) Calculer la charge totale de la sphére.

b) En déduire la charge volumique moyenne.

Exercice 16. Distribution discréte (orauxATS) & 2| X3 y y
A A
Calculer le champ électrostatique E(0) ainsi que la +q. o tq +q. ._ q
potentiel électrostatique V (0)créés au point O pour les > x > x
2 cas suivants (charges distantes de a par rapporta O) : 0 0
o | o o | o

+q q +q -q

Exercice 17. Champ créé par un noyau non uniformément chargé 2 | X3

Du point de vue du potentiel et du champ électrique qu'ils créent, les noyaux de certains atomes légers peuvent
étre modélisés par une distribution volumique de charge a I'intérieur d'une sphére de centre O et de rayon a.

Pour r < a, la charge volumique p qui représente le noyau varie en fonction de r suivant la loi : p(r, 6, ¢) =
2
Po (1 - %), avec po, constante positive.

1. Exprimer la charge totale Q du noyau.

2. Etudier les invariances et les symétries de la distribution. En déduire I'orientation et les dépendances de
champ électrique crée par cette distribution.

3. Déterminer I'expression du champ électrique a I’extérieur du noyau.

4. Méme question a I'intérieur du noyau.
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Exercice 18. Distribution de charges

Deux plaques infinies d’épaisseur e sont collées I'une contre I'autre. Pour z € [0, e], la plaque est chargée en
volume avec une densité +p,. Pour z € [—e, 0], la densité est —p,.

Déterminer le champ E entout point de I'espace.

Exercice 19. Analyse d’une carte de champ (k. Thibierge)

J
Wi

11
IRE At

V21 N

On donne ci-contre les lignes de champ électrostatique générées
par une distribution de charges ponctuelles. Les charges sont
numérotées 1 a 5 de gauche a droite. La surface S sera discutée
dans les questions.

5) Donner le signe de chacune des charges.

Position y(m)

6) Déterminer les éventuels plans de symétrie et d’anti-symétrie
de la distribution de charge. Exprimer les charges qa4 et gs en
fonction des autres.

7) On admet que le champ est nul en tout point de la surface S ;

comment cela se traduit-il sur les lignes de champ ?

8) En déduire g3 en fonction des autres charges. Position x(m)
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TD CHAPITRE EM.1 : ELECTROSTATIQUE — ELEMENTS DE CORRECTION

®  APPLICATIONS DE COURS
Exercicel. ordre de grandeur d’'une densité de charge dans un métal
VolumeV = 1um3 = 107 m3

Chaque atome libére un électron donc le nombre d’électrons libre est égal au nombre d’atomes de cuivre : N,_ = N,

Nz‘quu — MpCuV

Ne— = NC'LL = Nz‘anu = Mcu Mcu

10—18
6,35.10"2

AN.:N,_ =6,02.10%% x 8,9.103 X 6,02 X Tgs x 107 =~ 108

8
6,

Exercice 2.  Calculs de charge

4
DQ=Ax2nR 2)Q=mR?c 3)Q= §nR3p 4)Q = nR%hp

Exercice 3. Calcul du champ électrostatique créé par 2 charges ponctuelles identiques
Etude des caractéristiques du champ E:

Plans g, de la feuille et 7y, perpendiculaire a la feuille passant par I'axe (OM) sont des plans de symétrie de la distribution
de charges donc du champ électrostatique et passent par le point M étudié. E appartenant aux plans de symétrie, il appartient

a l'intersection w4, N1y, = (OM), soit pour un point de I'axe (OM) (E(x) = E(x)é,.

Soientﬁ et E7 les champs électrostatiques créés respectivement par la charge du bas et celle du haut : d’aprés le théoréme
de superposition, E(M) = E, +E, = (Eﬁ1 8, + E,. &) &y

. . MM
Soit 8 I'angle entre les vecteurs e,; = Ml—M ete,:
1

0= oM _ X
CoSU = MlM , 1
(e x)
7 X
—_ L = qcos@ qx
Eie,+E, e, =2X 5 = + 3
= 2 2 2
4meo (4 +x > 2me, (aT + x2>2
qx .
EM) =+ " 373 €x
2me, (T + xz)
Exercice 4. Caractéristiques du champ électrostatique créé par différentes distributions

1) Choix des coordonnées cartésiennes : E(M) = E (x,y,z) = E,(x,y,2) &, + E,(x,y,2z) é,+E,(x,y,2) é,

Plans de symétrie contenant M : plan (M, é,, €,) plan de symétrie de la distribution de charge passant par le point M or
Eenun point d’un plan de symétrie appartient a ce plan de symétrie donc E;, = 0; plan (M, s §y) plan de symétrie donc
E, = 0.

Ou directement : E(M) appartient a I'intersection des 2 plans de symétrie de la distribution de charges passant par le point
M soit E (M) appartienta (M,8é,, &,)n (M, &,, é,) = (M,é,) d’ol

E(M) = E(x,y,2) &

Etude des invariances :
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Le plan (Oyz) étant infini, il y a invariance de la distribution de charge et donc, selon le principe de Curie, du champ FT(M) par
translation dans les directions y et z. On a donc

|EM) = E,(,7,2) &, = E,() &

2) Dipole électrostatique

Plans de symétrie des charges : plan 1y, de la feuille, plan 1y, orthogonal a la feuille passant par les
deux charges.

Plan t, d’antisymétrie des charges : plan médiateur de +q / —q.

Conséquences : pour tout point M appartenant a my,, le champ électrique appartient a la feuille ;

pour tout point M de la droite reliant les charges, E appartient a la fois a my; et a my, soit a leur

intersection : droite reliant les charges = ligne de champ ; en tout point M de 1, E orthogonal a ;.

3) Soit M le point de calcul, qui peut &tre n’importe ou ; choix des coordonnées cylindriques.
EM)=E(r,0,z) = E.(r,0,2) é. + Eg(r,0,2) &g + E,(1,6,2) &,

On va simplifier cette expression a I'aide d’une recherche de plans de symétrie des invariances pour la distribution de charge.

o Etude des symétries : direction du champ électrostatique en M

Les plans (M, €, €,) et (M, €,,€,) sont plans de symétrie pour la distribution de charge.

Attention de bien choisir des PLANS DE SYMETRIE OU ANTISYMETRIE CONTENANT LE POINT DE CALcUL M! &

Le champ électrostatique créé en M appartient a I'intersection (M, €,.) de ces plans, d’ou
E(M) = ET(TJ 61 Z) é)T
e Etude des invariances : variable utile du champ électrostatique en M

La distribution de charge est invariante selon toute translation suivant Oz et toute rotation d’angle 8. On en déduit que la
composante E, du champ ne dépend ni de z ni de 6, soit

E.(r,0,z) = E,.(r)

Conclusion de cette double étude : |E(M) =E.(r)e,

Exercice 5.  Charge intérieure

1) Avec une répartition volumique de charge : Qe = [ff  vome pdr
délimité par g

Disjonction des cas nécessaire :

sir<R:
4
Qint = ﬂf pdr=pxzmr

volume
délimité par S

(la densité volumique de charge vaut p pour tout point M appartenant a I'intérieur de la sphére délimitée par la surface de
Gauss de rayon r)

sir=>R:

4
Qint = fffpd‘r=px§7rR3+0

noyau
(la densité volumique de charge vaut p pour tout point M appartenant a I'intérieur de la sphére de rayon R et est nulle pour
tous les autres points de la sphére délimitée par la surface de Gauss de rayon r).

Remarque : on peut bien entendu retrouver ce résultat par un calcul direct :
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sir>R: En définissant un volume élémentaire dt = sin 6 drdfd¢

Qint = fff p(M)dt = fff p(M)r?sin @ drdfde = fznd(p fnsine do frp (M)r2dr

noyau noyau

= 21w X [—cos 9]@[
0

r

p (M)r?dr = 2 X (— cos  + cos(0)) frp (M)dr = 471pr (M)r?dr
0 0

La densité volumique de charges est uniforme a I'intérieur de la sphére de rayon R et nulle a I'extérieur de la sphére, on a
doncp (M) =p (r),avecsir=R:p(r) =0 sir <R:p (r) = p = cte. Onadonc

Qint = 4’”[
0

On retrouve bien le résultat énoncé précédemment.

T R

r R 318 R3
przdr+f 0 x rzdr] =47rpf r2dr = 4mp [—] = 47mp X —
. . 3], 3

p (M)r?dr = 4m [f
0

On pouvait enfin immédiatement noter que p (M) = p (r), et choisir un volume mésoscopique adapté : I'écorce sphérique
correspondant au volume compris entre les sphéeres de rayon r et r + dr. On peut alors écrire :

sir>R: En définissant un volume mésoscopique dt = 4mr?dr
T R T R T‘3 R RB
Qint = ﬂj p(M)dz = f p (M)4mr?dr = 4n U pridr +j 0 x rzdr] = 47'[,0J r2dr = 4mp [?] = 4mp X 3
0 0 R 0

noyau 0

2) Qine=qi+ ALt + 0 Sine +p Vine

Exercice 6.  Utilisation du théoréme de Gauss pour I’étude de distributions de charge classiques
1) Cas N°2: Sphére uniformément chargée en volume

T Invariances et symétries de la distribution de charges :

1- Coordonnées sphériques
E=E(r0,0)% +Eo(r,0,¢)us +E,(r,0,¢)u,
2- Symétries

Tout plan passant par le centre de la sphére et le point M est plan de symétrie des
sources, notamment les plans m; = (M, 4, ug) et m, = (M,u,,u,), soir d'aprés le

principe de Curie ces plans sont également des plans de symétrie de E

Eenun point M d’un plan de symétrie appartient a ce plan de symétrie ; il appartient donc a I'intersection des différents
plans de symétrie, soit ici par exemple ;N\, = (M;u;) . Finalement, E est suivant u,.
E= E.(r,0,9) u;

3 -Invariances : détermination des variables utiles de F

Distribution invariante par rotation autour de O (rotations d’angles 8 et @) soit selon

le principe de Curie : =la norme de ||E|| ne dépendnidef nide @ :
E=EMu =E@)T
4- Choix de la surface de Gauss (schéma !!)

Le champ étant radial, on choisit une surface Z; perpendiculaire au champ : sphére de
centre O et de rayon r. Il s’agit bien d’une surface fermée passant par le point M
étudié.

5- Calcul du flux sortant de E a travers la surface de Gauss

La norme de E est uniforme sur cette surface car E ne dépend que der et E et dS sont suivant u,.
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O = # EP).dSP) = # E.(r)é.-dSé, = # E(r)dS = E() ds
PELlg P€Xg B ;;Ig' PEXg E(r) constant PELg
colinéaires sur sphere de rayon r

=E. Seauss = |[E(r). 4mr? = @]

6- Calcul de la charge intérieure Q,,,; a la surface de Gauss

La charge intérieure a la surface de Gauss Q;,,; varie suivant que la surface de Gauss est a I'intérieur ou a I’extérieur du noyau.

Avec une répartition volumique de charge : Qi = [ff  voume pdt
délimité par g

TR

. 4 s . g
sir<R: Qint = I/ vowme pdr=px=nr® (ladensité volumique de charge vaut p pourtout [ A% |
délimité par S 3 5 "
point M appartenant a I'intérieur de la sphére délimitée par la surface de Gauss de rayon r) \_/
. . _ _ 4 3 "y . P -~ M
sir>R: Qine = fffnoyau pdr=px_nR (la densité volumique de charge vaut p pour Py

tout point M appartenant a l'intérieur de la sphere de rayon R et est nulle pour tous les autres points de i A
la sphére délimitée par la surface de Gauss de rayon r). y \ /

-
---------

7- Application du théoréme de Gauss :

P = # E(P).dS(P) = Qine _ E(r). 4mr?
Pes; €

0
. _ % 1
Soit E(r) = et
. _ px3 e _ o . . px—rrR 1 pR®
sir<R: E(r) = S et sir=R: E(r) = S T
Finalement,
- r
r<R:E= or e,
€o
e pR3 -
T'ZR«E—350rzer
8 — Cohérence : homogénéité [E] = [E[q]]LZ, sens
0
r<R r>R
[charge] [charge]
o) = 20 o) =~
(B ] = [p]L _ [charge]L _ [charge] (] = [p]L3 [charge]L _ [charge]
T (el [eo]L? [eg]L? T [edl? [g)L? [e0]L?

Cohérent
Sens dans les deux cas :
sip>0E(M) =+E U, le champ diverge
sip<0 EM) =-E U, le champ converge
Cohérent
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9 - Graphe E(1) E

PR
3g,

R

Remarque : Expression du champ en fonction de la charge totale Q de la sphére :

4 5 30
Q= p-dT=p-Vcnargé=P§7TR = P=3 R
r<R r>R
— pR® | Q
. pro_ 3Q 1 _, FaM)=t— o =—% 3
Emt(M)=§ ur=4TL'R3 ;ur exe (M) 372 T Ameyr? T
T or 0 Le champ électrostatique créé a I'extérieur de la
Epe(M) = P u, sphere chargée est le méme que si toute la charge
0 était concentrée au centre O de la sphere chargée.

1) Cas N°1:Sphére uniformément chargée en surface

I Invariances et symétries de la distribution de charges :

1- Coordonnées sphériques

E=E(r0,0) % +Es(r,0,¢)us +E,(r,0,0)u,

2- Symétries : détermination de la direction de E

Tout plan passant par le centre de la sphére et le point M est plan de symétrie des
sources, notamment les plans ; = (M, U, ug) et m, = (M, u;,u,), soit d'aprés

le principe de Curie, ces plans sont également des plans de symétrie du champ E.

= E enun point M d’un plan de symétrie appartient a ce plan de symétrie ; il appartient donc a I'intersection des différents
plans de symétrie, soit ici par exemple ; N, = (M;u;) . Finalement, E est suivant u,.
E= E.(r,0,0) u;

3 -Invariances : détermination des variables utiles de F

Distribution invariante par rotation autour de O (rotations d’angles 8 et ¢) soit selon le principe de Curie : ©la norme de

||E|| ne dépend ni de 6 ni de ¢.

E=EMw
Application du théoréme de Gauss
4- Choix de la surface de Gauss (schéma !1) :

Le champ étant radial, on choisit une surface X perpendiculaire au champ, passant
par le point M : sphére de centre O et de rayon r.

5- Calcul du flux sortant de E a travers la surface de Gauss

La norme de E est uniforme sur cette surface car E ne dépend que de r et E etds
sont suivant u,.
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O = # EP).dSP) = ﬁ E (r)é.-dSé, = # E(ds =  E@) dS =E . Spyuss
L L Eetds PeZg E indépendant P€Xg
colinéaires der

=|E(r). 4mr’= @
| |

6- Calcul de la charge intérieure Q,,,; a la surface de Gauss

La charge intérieure a la surface de Gauss Q;,,; varie suivant que la surface de Gauss est a I'intérieur ou a I’extérieur du noyau.
Disjonction des cas :

Pourr <R: Q;,; =0 (La sphére de Gauss ne renferme que du vide)

Pourr > R: Q;, = 041 R?

7- Application du théoréme de Gauss :

d = # E(P).dS(P) = Qine _ E(r). 4mr?
PGZG 0
Soit
) 1
E(r) = %—2
=0 4r
Disjonction des cas : Pourr <R: E(r)=0
1 o4mR? _ o R_2
Pourr >R: E(r)—g.[mr2 =0
9 — Cohérence : homogénéité [E] = La] , sens
[e0]L?
r<R r>R
B [charge]
="
oll? [charge
:[Eext]=[] =[ g]
[0]L2 [0]L2

Cohérent

Sens dans les deux cas :
si 0> 0E(M) = +E U, le champ diverge

sicg<0EM)=—-E u, le champ converge

Cohérent

10 - Graphe E(1)

& |a

|
|
|
discontinuit 1
1
|

r

Cette relation de discontinuité du champ électrostBtique se retrouvera a la traversée de toute surface chargée :
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— —_— g
E, —Ei =—ny;
€o

Remarque : Expression du champ en fonction de la charge totale Q de la sphere: ¢ = 4:7
r<R r>R
e Q  _,
Ept (M) =—
exe (M) dmeyr? T
E,.(M)=0 Le champ électrostatique créé a I'extérieur de la
sphere chargée est le méme que si toute la charge
était concentrée au centre O de la sphére chargée.

2) Cas N°3: fil infini de densité linéique A
Invariances et symétries de la distribution de charges :
1- Coordonnées cylindriques, d’axe (0z) I'axe du fil

E=E.(r,0,2)u, + Eg(r,0,2) ug + E,(,0,2) 1,

Attention ! r est la distance a I'axe et non la distance au point O (définitions différentes en coordonnées cylindriques et
sphériques)

2- Symétries
Le plant; = (M, u,, ug) passant par le point M et perpendiculaire a I'axe du fil est plan de symétrie de la distribution de
charges ; le champ E appartient donc a 7, et n’a pas de composante selonu, : E, = 0.

Le plan m, = (M, u,, u,) passant par le point M et contenant I'axe (0z) du fil est plan de symétrie de la distribution de
charges ; le champ E appartient donc a 1, et n’a pas de composante selon uy, : Ey = 0.

= E enun point M d’un plan de symétrie appartient a ce plan de symétrie ; il appartient donc a l'intersection des

différents plans de symétrie. Ici, E est suivantu, : . .
F= E.(r,0,0) % ’ E=E(r) e,

3 -Invariances A e 7

Distribution invariante par rotation selon 8 et par translation selon z. e B [r

= ||E|| ne dépend ni de  ni de z. h\,
E=EMw

4- Choix de la surface de Gauss :

Le champ étant radial, on choisit une surface X, passant par le point M telle que les différentes surfaces aient des vecteurs
surface colinéaires ou orthogonaux au champ, soit a u, : cylindre de méme axe (0z) que le fil, de rayon r et de hauteur h
qguelconque. Sa surface latérale passe par le point M ; il s’agit bien d’une surface fermée passant par le point M étudié pouvant
constituer une surface de Gauss.

La surface de Gauss a une surface totale X; = Spaue + Spas T+ Siar aVeC Spaur = Spas = S surfaces des faces inférieures
et supérieures et S}, surface latérale du cylindre.

5- Calcul du flux sortant de E 2 travers la surface de Gauss X = Shaut + Spas T St

On décompose le flux a travers la surface de Gauss fermée en une somme de flux a travers les différentes surfaces constituant
la surface de Gauss fermée

O = ﬁg E(P).dS(P) = ®pays + Ppus + Prar = f f E.dSpgu: + f f E.dS,, + f f E.dS,,
PeXg PE Spaqut P PE Siat

€ Shas
Dpour = ffpe Shaut E. AdSyaue © les vecteurs Eet dShqut sont orthogonaux, @, = 0 (E = E(r)u, et dS,,,, suivant u, :

E.dSppy = E(r)U, . dSpau i, avecu,.u, =0 soit @p4y, = 0).
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I[dem pour @ ¢ 1 Py = ffpe Spas E. dSpqs : les vecteurs E et dSpas sont orthogonaux, ®@,,, =0 (E = E(r)u, et dSp,,

suivant =i, : E.dSygs = E(T)Uy . dSpes (—0;) avect,. i, =0 soit ®yye = 0).

du= || BB =[[E0u dset, = [[EOrase = B0 [[dSe=E0) S
PE Siat rd

EetdS E(r) constant
colinéaires sur Syqr ar =cte

= E(r) .2nrh

|d) = thaut + cI)bas + chat = (Dlat = E(T) 'anh|

6- Calcul de la charge intérieure

Pour tout point M en dehors du fil (0z), soit pour tout point Mtqr # 0, Qs = 1.h

Ici pas de disjonction de cas a envisager

7- Application du théoréme de Gauss :

N Qint A.h
P = E(P).dS(P) = = Z—=E®) 2nrh
Pesg €o o
Onadoncpourr #0: E(r) = L N Y -~ u,
goX2mrh 2Mrey 2nreg
, _ lql . _ [charge] _ ﬁ _ [charge] . ,
9 — Cohérence [E] = T lesens.. :[1] = — = [E] = EATARERPRTRE Cohérent

Sens dans les deuxcas: siA > 0E(M) = +E u, le champ diverge ;sid < 0 EM)=-E u, le champ converge : Cohérent

10 - Graphe E(1) F

On retrouve bien que le champ électrostatique n’est pas défini sur une ligne chargée.

3) Cas N°4: Cylindre infini chargé en volume

Détermination de E(M)
1 - Point M : Voir schéma

2- Coordonnées cylindriques, d’axe (0z) I'axe du cylindre

E= E.(r,0,2)u, + Eg(r,0,2) ug + E,(r,0,2) u,

Invariances et symétries de la distribution de charges :
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3- Symétries PN T
Le plan m,, = (M,u,,uy) passant par le P_
point M et perpendiculaire a lI'axe du R
cylindre est plan de symétrie de Ia \
distribution de charges; le champ E

appartient donc a met n'a pas de e — Shaut
composante selonu, : E, = 0. A i:____::}/

Le plan my; = (M,u,,u,) passant par le

point M et contenant I'axe (0z) du cylindre h r

est plan de symétrie de la distribution de

charges ; le champ E appartient donc am, et
n’a pas de composante selonuy : Eg = 0.

o)
=
S

i
: | — Siat S6 int
i
|
i
i

=
———
\
%
8

= E en un point M d’un plan de symétrie ~Senl &
appartient a ce plan de symétrie; il

appartient donc a [lintersection des Y e u_g’
différents plans de symétrie. Ici, E est : I ]~ T S6 ext
suivantu, : h ¢ B> [ > “r

E =Er(r'9:(l’)u—r) l" '——7;__..___—— o JMext

h

3 -Invariances

Distribution invariante par rotation selon 8 et par translation selon z.

= ||E]| ne dépend ni de  ni de z.

E=EMw
4- Choix de la surface de Gauss :
Le champ étant radial, on choisit une surface X passant par le point M telle que les différentes surfaces aient des vecteurs
surface colinéaires ou orthogonaux au champ, soit a u, : cylindre de méme axe (0z) que le cylindre, de rayon r et de
hauteur h quelconque. Sa surface latérale passe par le point M ; il s’agit bien d’une surface fermée passant par le point
M étudié pouvant constituer une surface de Gauss.
La surface de Gauss a une surface totale X; = Spqur + Spas T St avec Spaur = Spas = S surfaces des faces
inférieures et supérieures et S,,; surface latérale du cylindre de Gauss.

5- Calcul du flux sortant de E 2 travers la surface de Gauss L = Snaur + Spas Tt St

On décompose le flux a travers la surface de Gauss fermée en une somme de flux a travers les différentes surfaces
constituant la surface de Gauss fermée

b = # E(P)-IS:(P)zq)haut+q)bas+q)lat:ff
PeEZg

PE Shaqut

E.dSpgu + f f E.dSyq + f f E.dS;,
PE Spas

PE Siat

Dpour = ffpe Shaut E. AdSyaue - les vecteurs Eet dShaur sont orthogonaux, @y, 4, = 0 (E = E(r)u, et dSyg,; suivantu, :

E.dSppy = E(r)W, . dSpau:l, avecu,.u, =0 soit @y, = 0).
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Idem pour @, : Dy = ffpe Spas E. dSpas : les vecteurs E et dSpas sont orthogonaux, ®@,,, =0 (E = E(r)u, et dSyqs

suivant —i, : E.dSygs = E(1)U, . dSpas (—0;) avecw,. i, =0 soit ®yue = 0).

b= BB = [[E0E st 2 [[EOdse = B0 [[dSe = B0 Su
Pe Sigt rd

EetdS E(r) constant
colinéaires Sur Sigrar =cte

= E(r).2nrh

|('D = thaut + (Dbas + chat = (Dlat = E(T) 'anh|

6- Calcul de la charge intérieure
La charge intérieure a la surface de Gauss Q;,; varie suivant que la surface de Gauss est a I'intérieur ou a I'extérieur du
cylindre constituant la distribution (r = R our < R).

Avec une répartition volumique de charge : Qir = [f|  vome pdr
délimité par Xg

sir <R: Qune = JI] vowme pdr=pxmrh

délimité par S

sir > R: Qune = JI] vowme pdr=pxnR*h

délimité par S
(la densité volumique de charge vaut p pour tout point M appartenant a I'intérieur
du cylindre de rayon R et est nulle pour tous les autres points du cylindre délimité

par la surface de Gauss de rayon r).

7- Application du théoréme de Gauss :

P = E(P).dS(P) = OQune _ E(r) 2nrh
Pesg €o
: — _Qint
Onadoncpourr#0: E(r) = ppr—
sir<R: E(r) =—dnt_ — pxar’h _ pr
- gox2mrh  ggx2mrh  2égg
sir>R: E(r) = —%nt_ _ pXnRih _ pR?
= gox2mrh  ggx2mrh  2reg
r<R:E=2Zw
2¢gg
= R?
r=R: E= p u,
2re,
9 — Cohérence [E] = 4l e sens
[g0]L?’
r<R r>R
(E.]= [p]L _ [charge] (E,.]= [p]L?  [charge]
e [&o] [e0]L? ext [&0]L [eo]L?
Cohérent

Sens dans les deux cas :
sip>0E(M) =+E %, le champ diverge

sip<0 E(M) = —F u, le champ converge

Cohérent

10 - Graphe E(1)
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R
On constate a nouveau, comme pour toutes les distributions volumiques, que le champ est continu en r = R, c’est-a-dire
entre l'intérieur et I'extérieur de la distribution.

Validité du modeéle du cylindre infini : il faut que I'influence des bords de la distribution soit négligeable sur le champ calculé,
on dit alors que les effets de bord sont négligeables.

Critere de validité : observation a proximité du milieu du cylindre et a distance raisonnable de celui-ci:r < Hetz K H

Une distribution de charge peut étre modélisée par une distribution infinie lorsque le champ est calculé a proximité de la
distribution mais loin des bords de celle-ci.

4) Cas N°5: Plan infini

Champ électrostatique crée par un plan uniformément chargéenz = 0:

Vue en coupe

Invariances et symétries de la distribution de charges :
1- Coordonnées cartésiennes
E=E(0y,2 0 +E(6y,2) T + (0,2 T
2- Symétries
Plan passant par m; = (M, u,,u,) : plan de symétrie des sources - E appartient donc a m; et ne dépend donc pas deu_y’

Plan passant par m, = (M, uT,nTZ) : plan de symétrie des sources - E appartient donc a 7, et ne dépend donc pas de u,,
= E est porté par ii,, soit E = E,(x,y,2) U,

3 -Invariances
Le plan (xOy) est un plan infini, la distribution est donc invariante par translation selon x et y.
= ||E|| ne dépend ni de x ni de y, soit

E=EQ@1u,
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, = (x0y) est plan de symétrie de la distribution de charges.

Choix d’un point M tel que z > 0

Soit M’, le symétrique du point M par rapport au plan g = (x0y) (M'= sym, (M)); on a donc E(M’) qui est égal au
symétrique de F?(M) par rapport a g = (x0y) : E(M') = symnSE(M)

Pourz >0 : E(z) =E(2)w;
Pourz’ =—z<0: E(z')=E(-2)u, =—E(2)u,
4- Choix de la surface de Gauss :

Surface de Gauss X : cylindre (ou Parallélépipede ou ....) fermé, d’axe vertical selon (0z), dont les surfaces du « haut » et
du « bas » sont horizontales (paralleles au plan ; = (xOy)) et passent par M et M’'= sym, (M) avec m; = (xOy). Le
cylindre (ou le parallélépipéde, ou...) a donc une hauteur h nécessairement telle que h = 2|z|.

La surface de Gauss a une surface totale X; = Spaut + Spas + Siar aVeC Spaur = Spas = S surfaces des faces inférieures
et supérieures et S;,; surface latérale du parallélépipede ou du cylindre.

5- Calcul du flux sortant de E a travers la surface de Gauss 2 = Shaut t Spas t St
Choix d’un point M tel que z > 0

On décompose le flux a travers la surface de Gauss fermée en une somme de flux a travers les différentes surfaces constituant
la surface de Gauss fermée

= # E(P).dS(P) = ®paur + Ppas + Prar = f f E.dShau: + j f E.dSyqes + f f E.dSy,
P€EXg PE Spqut P PE Siat

€ Sbas

Dy E et dSy e suivant . E est constant sur Syg,

Dpaur = Jj E AShaue = Jj E(z) az " dSpaut ﬁz = jj E(2). AShaut = E(z) jj dShaue
P

€ Shaut Fetds E(z) constant
colinéaires SUr Spqut a z=cte

=E(2).Sheue = E(2).S

®pys t E = E(=2) 1, etdS,,, = dSys( —1,).De plus, E(—z) est constant sur S, :

e = [| BT = [[EeH@) ST 5 [[EeD S 2 —ECD) [[ S
PE Spas Fetds E(-z) constant
colinéaires Sur Spgsa —z=cte

De plus, T, = (x0y) étant plan de symétrie de la distribution de charges, E(—z) = —E(z), d’ou
@y = —E(—2) -U- dSpas = E(2) jf dSpas = E(2).Spas = E(2).S = Ppaye

O E et dS;4: orthogonaux.
q)lat = ff E.dslat = 0
PE Siat

ICD = Dpgye + Ppas + chat:ZE(Z)-Sl

6- Calcul de la charge intérieure
Pour tout point M en dehors du plan (x0y), soit pour tout pointMtqz # 0, Qi = 0.S

7- Application du théoréme de Gauss :

o — i g.S
) =# EP).dS(p) = Qune. _ —~=2E(2).S
Pexg &o &
Onadoncpourz>0: E(z) =£ soitﬁziuj; par symétrie,z < 0: E = — %u_)z
0 0 0
>0: =1
z : _2£0uz
<0:F=- —u
z : E= 2£0uz
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[q]

9 — Cohérence [E] = PRTES le sens ...
[charge] [charge]
=2 S [E]= ———
[o] =5 = [£] = "0
Cohérent
10 - Graphe E(z) E
4 o
o 280
Discontinuité: —
&o z
\ 4 _i
230

On retrouve bien la relation de la relation de discontinuité du champ électrostatique a la traversée d’une surface chargée :

- — O
E,—E =—nyg;
&o

Validité du modéle du plan infini

Un plan infini n’existe pas, il s’agit d’un cas limite pour un modéle de plaque de faible épaisseur e devant ses c6tés a et b. Vu
du point d’observation M, on ne doit voir ni I'effet des bords ni I'effet de I'épaisseur de la plaque.

Condition de validité : x,y,z < a,betz > e

Distribution Sphere chargée | Sphere chargée | Fil infini | Cylindre infini | Plan x = 0 infini
uniformément en | uniformément en | uniformément chargé en volume chargé (o)
surface (o) volume (p) chargé (1) (p)
Champ r<R:E=0; r<Rr:E=2l3s r#0: r<R:F=2"3 |x>0: =22
électrostatiqu o2 - 3gy | 2 - 2¢g | 2¢g ©
e r>R:E="=8& . E= é . .
©r? 7 > RiE=2L8 ¢ 2neyr " | r>RiE=28g | x<0:
3eggr2 T 2g0r T | o
E = —Eex
Exercice 7. Cartes de champ

Deux charges pour chaque carte.

Carte de gauche : deux charges positives situées aux points d’ou partent les lignes de champ (points de divergence des lignes
de champ), sur'axe y = 0. On constate que sur la médiatrice de ces charges (droite x = 0) le champ total est dirigé vers la

R L e om = = = 1 g -
gauche, or d’apres le théoréme de superposition, E = Ey; + E; avec E; = Er_;ui'
0T
e 1 1 11 . .
Sur la médiatrice, ——= = =, c’est donc que la charge de gauche est plus petite que celle de droite.
4TEQ 11 4TEQ T3

Carte de droite : deux charges de signes opposés situées sur I'axe y = 0 : pour la charge positive, au point d’ou partent les
lignes de champ (point de divergence des lignes de champ, a gauche), et pour la charge négative au point vers ou convergent
les lignes de champ (a droite) . On constate que sur la médiatrice de ces charges (droite x = 0) le champ total est dirigé vers
le bas. Si les charges avaient été de méme valeur, le plan contenant cette médiatrice aurait constitué un plan d’antisymétrie
et le champ aurait été orthogonal a ce plan (champ horizontal dans la direction x),

D’apres le théoreme de superposition, E= qu + qu : c’est donc que la charge de gauche est plus petite en valeur absolue
que celle de droite (on peut également remarquer la densité des lignes de champ a proximité de la charge négative : en valeur
absolue, le flux a travers des spheres de méme rayon centrées sur chacune des charges est plus important a droite qu’a
gauche. En exploitant le théoréme de Gauss, on retrouve la méme conclusion.
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® VRAIOU FAUX

a. vrai b. vrai c. Faux, les invariance du champ donc les variables utiles seulement  d.vrai e. faux
dans les zones ou il y a des charges f. faux

®  EXERCICES

Exercice 8.  Calcul du champ électrostatique créé par 2 charges ponctuelles opposées

Plan rt, perpendiculaire a la feuille passant par I'axe (OM) : plan d’antisymétrie de la distribution de charges donc du champ
électrostatique et passe par le point M étudié. E orthogonal aux plans d’antisymétrie, soit pour un point de I'axe (OM) :
E() = E(x)é,.

= L. _ (T 2 = 2\ 2 . _OMy _ aj2
E(M)=E, +E,=(E, .8, + E,.8,).8,, avecsinf == I
(§++)
qsin@ . qa

EM) =2 x . g =+

a y 2 372 6y
e, (T + x2> 4me, (aT + x2)

Exercice 9. Champ électrostatique créé par une couche plane épaisse chargée uniformément
Démarche trés proche de celle utilisée pour le plan infini, ne différant qu’a partir du calcul de la charge intérieure
Coordonnées cartésiennes

Etude des symétries et invariances

Plans (M, é,,€,) et (M, é,,€,) sont des plans de symétrie de la distribution de charge donc de E, qui appartient a leur
intersection : E suivant é,: E(M) = E(x;y; z)é,; invariance de la distribution donc de E par translation selon x et y : E
fonction de z seulement, soit E(M) = E(2)é,

Surface de Gauss (Z;) : cylindre d’axe €,, de surface S quelconque dans le plan (Oxy), passant par M et par son symétrique

M’ par rapport au plan (Oxy), et de hauteur h = 2z.
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Calcul du flux :

E-dS = Opayt + Ppas + P = ff

PE Shaut € Shas

E.dSppu + f f
(O P

ﬁ(z )E -dS = E,(2)S —E,(—2)S + 0 = 2E,(2)S carE,(—z) = —E,(2)
G

=

Charge intérieure : T 1 {
pourz < —a: Qe = p 2aS; ) l 1
z : : €
pour -a <z < +a: Qi =p 2zS; e I ------ :
2z ¢
pourz = +a: Qi = p 2aS l
Théoréme de Gauss : E ds = Q"” = 2E,(2)S .
E(z
pa pz X
pourzS—a:Ez(z)=—e—; pour—aSZS+a:EZ(z)=£—; Q‘LU ,,,,,,,
0 0 = '
pourzZ+a:EZ(z)=+ﬂ' |
Pl i
Homogénéité : on a bien [E. [ ] L LZ] L LZ] Ok %
0 0 '
e. o0=2pa A _%

Exercice 10. Cable creux
» Systeme de coordonnées : cylindrique, I'axe Oz étant confondu avec I’axe du cable.
* Symétries :

— le plan 7, = (M, u,, u,) est plan de symétrie des charges, donc du champ électrique (principe de Curie). Or M € 7, donc

E(M) appartient a ce plan.

— de méme, le plan 1, = (M, U, Uy) est plan de symétrie des charges. Or M € 1,, donc E(M) € m,.

— Donc E(M) € (m, N 1,). Finalement E(M) = E(M) %,

e Invariances : Il y a invariance de la distribution de charge par: — rotationd’angle §; — translation selon z
D’apreés le principe de Curie, E vérifie ces mémes invariances, donc E(M) = E(r,8,2) = E(r)

e Théoréme de Gauss :

m2
. . . Fﬁ  M(rp.2) D
— Surface de Gauss _ : on choisit un cylindre d’axe Oz, de longueur L (Attention, ce [ - ‘ [
“ B
n’est pas la longueur de la distribution de charge : le cable creux est infini !), tel que ; 1

A
v,

M se trouve sur sa face latérale (donc de rayon OM =r). La surface est fermée : elle

inclut les disques aux deux extrémités du cylindre (sur le schéma, on ne représente L
pas la distribution de charges pour ne pas surcharger le dessin).
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— Flux sortant du champ électrique : on découpe la surface de Gauss en sa surface latérale et les deux disques gauche et
-
droit qui la constitue. E étant selon i, le flux est non nul uniquement sur la face latérale. Notons P(rp 85,25 ) le point ol se

situe la surface d’intégration ds:

Fepy. ¢ = Qint _
#PE(Z)E(P) ds == =0+0+f

pe Synerare ECP) S = Il E(rp)U,, - dSu,, ouu,, vecteur radial en P.

€ Slatérale

ﬁ E(P)-dS=E@) ﬂ dS = E(r)2nrL

Pe(®) PE Sigtérale

— Charge intérieure : la charge intérieure a la surface de Gauss dépend de la valeur de r (donc de la dimension de la surface
de Gauss) :

—sir < R:alorsil n’yaaucune charge dans la surface de Gauss : Qin:=0

—siR < r < 2R :ilfaut compter uniquement les charges a I'intérieur de la surface de Gauss. Il s’agit donc des charges se
trouvant dans le cylindre creux de rayon intérieur R et de rayon extérieur r, soit Qine = TpL(r? — R?)

— sir > 2R : alors la charge intérieure a la surface de Gauss ne dépend plus que de la longueur de la surface de Gauss : il
s’agit de la totalité des charges dans le cable creux sur une longueur L, soit Qi = mpL(4R? — R?) = 3mpLR?

— Théoréme de Gauss :

On utilise les résultats précédents (en constatant au vu des expressions qu’il y a continuité en R et 2R) :

0 sir<R

- - Qi — p(TZ_RZ)—’ R ZR
§ EP)-dS =2 soit  E(M)={ 2, Ur SIRSTS
Pe(X) £ 2 pR?
P u; sir=>2R
2&qT
. E(r) .
e Tracé de la courbe danslecas p >0: 3pR
4c0 | |
|
|
Remarque : le champ électrique est défini partout et continu, ce qui est normal |
|
pour une distribution volumique de charges. !
0 R 2R r
Exercice 11.  Cavité sphérique (OralATS 2021) & 3| ¢ 2
. N . . .2 _ pR® . .-*_ﬂ_._@_
1. Voirapplicationdecours: Sir>=R: E,; = 3002 ©7 et sir<R: Ey = 300 &7 = a0

2. Onchercher a déterminer le champ électrique en tout point a I'intérieur de la cavité, mais les invariants et symétries du
probléme sont tres faibles par une étude directe. On exploite donc le théoréme de superposition en adoptant le modele
suivant : la boule de centre O et de rayon R chargée avec p présentant une cavité centrée sur O’ peut étre décrite
comme la superposition d’une boule de centre O et de rayon R chargée avec p de maniére homogéne et ne présentant
pas de cavité superposée a une boule de centre C et de rayon R’ chargée avec —p
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R
Le champ dans la cavité E;,; s’écrit alors comme la somme des champs créés par chacune des deux boules chargées de

- P e
maniére uniforme, avec des champs faciles a exprimer : E,,, = E; + E,. Pour chacune des deux distributions, le volume
correspondant a la cavité se trouve a l'intérieur de la boule. On a donc :

= , . R [ pOM
Champ E; créé par la boule de centre O et de rayon R chargée avec p en un point M de la cavité : E; = o G TS
0 0
Ed I ) ’ . . s = —pr’ > —-pOrM
Champ E, créé par la boule de centre O’ et de rayon R’ chargée avec —p en un point M de la cavité : E, = Pl
0 0
, o oM , 7 7 > oM
Attention !!!!r = OM ete, = - tandis quer’ = O'M ete,, = ~

ce ne sont pas les mémes grandeurs pour chacune des deux distributions ; afin de pouvoir exploiter la distribution il faut
donc bien se ramener a une description indépendante du systéme de coordonnées utilisé

- — JE— p
Etot=E1+E2=3

— 00| uniforme dans la cavité
€o

3. Champ gravitationnel créé par astre sphérique plein a lI'intérieur : on peut redémontrer I'ensemble des résultats ou
encore exploiter I’analogie sur le résultat final selon la formulation de I’énoncé (ici, I'analogie finale était suffisante, nous
allons néanmoins reprendre la démonstration compléte)

> 1 qoq_, 2 mem _,
Force F = e -z u, F=-G 7 u,
Sources de champ Charges fixes q Masses m
Densité volumique p p
1
Constante -
4me, 9
Flux non conservatif (théoréme #EIS’) _ Qine # G.dS = —4n G M,,,
de Gauss) < & s

Coordonnées : sphériques
Invariances et symétries : G = G(r)u,

Surface de Gauss : sphére de méme centre que I'astre, de rayon r passant par le point M étudié :

¢ =#5.I§)= 4mriG(r)
s

4 3m
Lienentremetu: m= u-nR?® o u=——
H Ms H 4 mR3
. _ _’_ m —s
2cas: >R My, = m G =— 2 Ur
s 2 mr —,
r <R Mint—mg G——QR—BuT

- 4 - 4’ _
Jint = —grrGur e, = —§TL’G,L£0M

Astre avec grotte : par superposition : goqpire = —gnGuW + gnG,uO’M

- 4 A7
Ycavite = _§7TG#00

Exercice 12. Analyse de cartes de champ (d’apres ccp 2017)

Il'y a une charge a chaque point ol les lignes de champ se rejoignent, soit 3. D’apres le
théoréme de Gauss, les lignes de champ sortent des charges positives et convergent
vers les charges négatives.

Les lignes de champ autour de la charge a gauche se comportent comme celles d’une
charge ponctuelle (en étoile) sur une distance plus importante que celle de la charge de

droite, ce qui signifie que son champ électrique est moins modifié qu’elle ne modifie
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celui de la charge de droite : elle a donc, en valeur absolue, une charge plus élevée. On pouvait également raisonner sur le
tube de champ rejoignant les deux charges (cf pointillés) : cette zone étant vide de charges, le champ est a flux conservatif,
et il est d’autant plus intense que les lignes de champ se rapprochent, ce qui confirme I'analyse précédente.

Remarque : les charges utilisées pour cette simulation sont de +q en haut, —q a droite et +q a gauche.

Exercice 13. Champ gravitationnel d’un astre non homogéne

Coordonnées : sphériques
Invariances et symétries : G = G (r)w,
Surface de Gauss : sphére de méme centre que I'astre, de rayon r passant par le point M étudié :

¢ =ﬁ5.ﬁ= 4mriG(r)
s

Masse intérieure : en définissant un volume mésoscopique a l'intérieur duquel la masse volumique est uniforme, soit une
écorce sphérique d’épaisseur dr et de volume dV = 4nr?dr

r
M, = f p(r"anr'2dr’
0
Disjonction des cas nécessaire :

Pourr <R:

y f (1 kr’2>4 2gp _ 4 f(l kr'2> 240 4 [r’3 2 <r3 kr5)
e = P —k— |4nr'dr' = 4mp —k—|r'"dr’ =4npy | =———=—| =4npo\=— ==
e ), 0 R? °Jo R2 °l3 RS °\3 5R?

Pourr 2 R :

R r'? 5 S 1 k
M = JO Po (1 — kﬁ) 4rr'“dr' = 4mp, [? T = 4mpR3 <§ — E) = M,,;
Théoréme de Gauss pour la gravitation :
# G.dS = —4n G M;,, = 4w r2G(r)
s
f GMin
Soit G(r) = —T—zt

Disjonction des cas nécessaire :

Pourr <R:
r3  krS
oy = G M AP0 (?‘W)
)=~ rz r2
" 1— 3kr?
G(r) = —4m gf 1_& - T __ 5R?
- pO 3 5R2 - totR3 3k
-5
Pourr = R :
R3 3k
Gr) = — §4-T[p0?(1 _T) _ G Mo
B 2 B 2

Exercice 14. Champ de pression dans une étoile (corrigé J. Kieffer)
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1) Les invariants et symétries permettent de trouver j = g(r)7, .
On applique le théoréeme de Gauss (gravitationnel) sur une sphére de rayon r < R,

_ 72 2 ¥ 2 u'l 3 ) ~
g-dS =4mrig(t) = —4xGM;,; = 47r° = —-lﬁ(r§ﬁ1‘ = q= Tﬁ(n”;l

2) On applique le principe de la statique

—_— - - — a9 -2 ~ 2/ 92 2
—grad P + pj =0 = d—P = _—_47(;."[.‘_ = P(r)— P(Ry) = —nGu-(r- — Ry)
dr 3 — 3
=0
.) o3 - . - .
D'ou P(0) = %ﬁ(;‘,u"’ R; et par application de la loi des gaz parfaits

m PMV PM
V = T = —RT T = — =
P nR1 .URI =1 o i

3) AN:p = i = L 4.10%kg.m=3, P(0) = 1,36.10* Pa et T(0) = 1,2.10" K En température, le
e ‘ ‘
modeéle parait "correct”. En revanche en pression, on est assez loin du compte ... Il faut dire que
le modele ;1 = cste me parait ... suspect!

® EXERCICES COMPLEMENTAIRES

Exercice 15. Calculs de charge

R 2
1. Qanneau = 2nRA 2, qdisque = T[RZO- 3. qdisque = fO kr X 2nrdr =§T[R3k
8 p3
4 R 2 8 Q =TR’po 2
4. dpowe =37R°p  5.2)Q =py [ (1 —%) dnr?dr =—nR%p,  5.b) (p) = i 15§nR3 =<Po
Exercice 16. Distribution discréete
V(o) E,(0) E,(0)
q
Cas 1 0 0
MEYA
Cas?2 0 S 0
’ \2ne a?

Exercice 17. Champ créé par un noyau non uniformément chargé
1. Charge totale Q du noyau:
Q = JIf pdr = j

¢ T2 a 1 a
Po (1 —;) Anr?dr = pydn (f r2dr — ;j r“dr)
A 0 0
a

0 =poar(|2] Z 2] 2 poan (@ - E) 8T P00
Po 3], "a?|5],) T P\3 TS 15

2. Distribution a symétrie sphérique donc coordonnées sphériques.
Symétries et invariances de la distribution de charge
Plan de symétrie de la distribution de charge :

Tous les plans passant par OM sont IT* en particulier les plans (M, u;, Ug) ou le plan (M, %, u,,)

S
Conclusion : E appartient a I'intersection de ces plans. Il est donc porté par u, .

Invariances de la distribution de charge :
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par rotation autour du point O : E ne dépend pas de O ni de ¢.

Conclusion : E ne dépend que de r.

Conclusion :|E = E,(r)u;,

3. Alextérieurdunoyaur > a
Choix de la surface de Gauss :
Puisque le champ est radial, on choisit une sphére de rayon v’ = OM passant par M.

Expression du flux ¢

¢=#E.E=ﬁE.d$ car E//IS’)
s s

¢=Eﬁd$ car Enedépend queder = ®=E.S=E.4mr'"?
s

Détermination de la charge Q;,,;

81 pya’
Qe =0 = 1—5
Application du théoréme de Gauss : ® = %
0
2p0a3 = 290a3 —
E = = |E =
@ 15¢,72 15¢,12 r

4. Alintérieur du noyau, méme démarche mais Qjn; est différent.

Détermination de la charge Q;,,;

" T'Z r 1 r
Qe =[I] pdr="| po (1 - ;) Anridr = podn (jo ridr — ;fo r‘*dr)

0

A r3] 1r5r_4r3 rs
Po™T 30 a250—p0n3 5a?

Application du théoréme de Gauss : ¢ = %
0

3 3
_Po(r _ T =Pl _T \io
E(r)_so (3 5012)z E £ (3 Saz)ur

On vérifie la continuité du champ pourr = a.

Exercice 18. Distribution de charges (corrigé J. Kieffer)
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Les invariants et symétries permettent d'écrire E=E(x)e.

Le plus simple est alors de considéré un seul plan épais puis d’appliquer le principe de super-
position pour trouver le champ total.

Pour un plan épais d’épaisseur e (on repére =’ dont 'origine est au centre du plan). On applique

(comme dans le cours) un théoreme de Gauss sur un cylindre de section S et compris entre =’ et
!

Dansle cas =z’ < ¢/2, le théoreme de Gauss s'écrit :
- Qi 2:'Sp, )
#@'db‘:zEs: Dot _ZEOP0 o P
S €0 =] co

Dansle cas =’ > ¢/2, le théoréme de Gauss s'écrit cette fois :

— Q) 2 2
#f-ds:ws: it _ W _ p_PC
S <o <o 202

On peut alors appliquer laﬁringi}pe de superposition au deux plans pour trouver le champ total :
— pour z < —¢, E =FE; + Ey =
— pour —e < z < 0,

— pour() < z < e,

— poure < z,

_ poe

=0
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