TD THM.1 : TRANSFERTS THERMIQUES EN REGIME STATIONNAIRE - CORRIGES

Exercice 1. Flux thermiques (0. Alloschery)
Le gradient de température augmente lorsque la longueur de la barre diminue, donc jq augmente, donc le flux thermique
augmente. De plus, le flux est proportionnel a la surface, donc il augmente avec la section de la barre : ¢, < ¢, < ¢3

Enfin, le vecteur densité de lux augmente lorsque la conductivité du matériau augment (loi de Fourier), et le métal est
une bien meilleur conducteur thermique que le bois. Onadonc ¢ < P, < ¢, < ¢5

Exercice 2. Perte calorifique

Attention ! il s’agit ici d’évaluer un ordre de grandeur et non d’effectuer une mise en équation rigoureuse

o S | a6 A8
=Py = ﬂ]Q-dS = ffxlgrad(T)-dS ~A—S=2A—th =069 kW
X P

Exercice 3.  Exploitation des conditions aux limites

9T _ _Jox _ 4o = i T _ . _
On a montré Lo, Tcte= A, soit ok 0; T(x) = Ax+B
CL:T(0)=Ty=B etT(L)=T,= AL+B=AL+T, soit A=@
Remarque : on pouvait également exploiter g—z =cte=A= g = @
Finalement, T(x) = Tl;TO x+T,

Exercice 4. Résistances en série ou en paralléle
1) Résistances en série : AT;,; = ATy + AT, = Ry® + R,® = (R; + Ry)® = R ®

- R AT | AT _ AT
2) Résistances en parallele: @, =P, + P, = — 4+ —=—
Ry Rz Rgq

1_1. 1
Reg Ri Ry

Exercice 5.  Sensation de chaud et de froid
1) En régime stationnaire flux constant donc variation linéaire de la température : T;(x) = A;x + B;

Remarque : Attention ! ce ne sont pas les mémes coefficients a priori ! les conductivités étant différentes, le gradient de
température n’est pas le méme.

Al'aide des C.L.en x = 0 et x = —L, dans le cylindre 1, puis en x = 0 et x = L, dans le cylindre 2, on trouve :
Cylindre 1: T, (x) = —%x + T, ; cylindre 2 : T,(x) = Ll S T,.
1
S . , . . . ar ., . .
2) Continuité du flux, donc, les sections étant identiques, de j,, = —/ld—i (d’apres la loi de Fourier) :
. . . ar _ ., dr _ Ti—Te _ 5 Te=T2 4, -
Jax1(x < 0) = jgxa(x > 0), soit 44 iy Ay o e MA =LA, A4 - A, o d’ou
A1 A2
A A A 2 . —T1+7=T,
(—1 + —Z)TC =27, 4+ 2T, soitT,=2—22"
Ly Ly Ly Ly ﬁ i
T+ A
. , T o . ;. T1—T¢ Te—Ty L;
3) On pouvait retrouver ce résultat a I'aide des résistances thermiques en série : ® = — = avec R; = s
1 2 i
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(on pouvait méme utiliser un pont diviseur de température | T, — T, = % (T, — Ty))
1 2

_MT1i+ ;T

4) T, = P A.N.: Contact main-bois T, = 35,5°C ; Contact main-acier T, = 21,5°C
1 2

Physiologiquement, I'observateur ressent au niveau du contact la température intermédiaire T,, ce qui justifie que le bois
lui parait plus chaud que I'acier.

Exercice 6. Modélisation électrique d’un probléme Boi Bosk Buew B
. (I)mur - —
thermique — ! H H
(I)porte Ree2 : IBPO"“’ Ree2
L | | |—|
(I)sm‘tant m
o A
b
Tint - Te;z‘t

Exercice 7.  Association de résistances thermiques

a) Enrégime stationnaire, en 'absence de source interne, le flux est conservatif, soit ®(x) = ®(x + dx) = &, avec ® =

ffz -)Q ' d_§ = ]QXS soit ]QX = cte

. . - ——{ . o] a Lo _ d_T _ _ T2—T1
Loi de Fourier : Jo = —A gradT soit en cartésiennes a 1D : jox = ldx = A >
jox=cte
=TT _ASep _ - =2
o, = Rp e (T, — T,) soit Ry, = s

b) @, =§(T1—TZ) =360 W

AT . . . - - .
c) Avecd, = R pour diviser les pertes thermiques donc @, par 10, il faut multiplier la résistance thermique Ry, par

10. Association série : (Rgy)tor = Ren + Ry = ;—S + % = 10Ry, = 101_85 = e =09e %’ =3 cm

d) Conducto-convection : ¢, = hS(Ty — Tyir) d’oU R = (Th — Thir)/bec = 1/ hS

I - . AT AT AT AT
Association série : Rt = R + R, soit ®';, = == et @', = =—
tot th,tot cc 1 R Y 2 R 0= 4R
tot,1 35 TRec tot,2 1 s T Rec
@', i"‘Rcc 1 @',
Onadonc —% = 25— = — voire si Ry, tor € Rec —> = 1: 0on surestime beaucoup Ieffet de I'isolation
@'y 1035+Rec | 10 g @'y

Exercice 8. Régime stationnaire en géométrie cylindrique

1) On se place en coordonnées cylindriques en régime stationnaire et on suppose donc que T(M,t) = T(r, 8,2 ¢) =
T (r). Bilan sur le systéme élémentaire (équivalent de la tranche d’épaisseur dx du cas cartésien) cylindrique compris
entre les rayons r et r + dr (« épaisseur du bocal ») et de hauteur h, telque dr K r,h etR; <r <R, :

d*H i 52Qéchange = 0= ¢(T)dt - ¢(T + dr)dt T .
ler principe stationnaire ui/
monobare
Soit ¢(r) = ¢p(r + dr) = ¢ = cte : conservation du flux en régime stationnaire Tin ¥
e N
s . . — — ar o . 5
D’apres la loi de Fourier, ona j, = —AgradT = —Ad—: é = jo(r)e, DR A
T dr
Flux sortant de la surface cylindrique de rayon R; < r < R, et de hauteur h : - \.__:/_f/ -

daT
o(r) = fij(r) é,dSe, = jo(r) ff dS = jo(r)S, = jo(r)2mrh = - AE 2nrh = ¢
S, S,

Fourier

2 I Thermo. TD Chapitre THM.1. : Transferts thermiques en régime stationnaire S.Najid — Lycée Corneille - Rouen  MPI 2024-2025



Par séparation des variables :
¢ dr

2mhA 1

T(r)dT T dr
fT T 2mha f
1

T(r)—-T, = —Lln (RL>

dT = —

En intégrant entre R, et 1 :

2mhA
C.L.:
¢ R
T(R)—T, = T 21ha ln( 2> -h
D’ou
$ T,-T
2mhl R,
In (R_1)
DansT(r) —T, = _%ln (RLl) :
T2 T1 r
T(r) in ()
RN \R
In (R_1) !

T1 _TZ r
T0) =T = in ()
—£ 1
In (72)

Remarque : on peut également prendre une primitive :
dr

de - Znhl T
Soit

T(r)=-— 5 ¢h/11n(r) +K

Il faut alors exploiter une seconde condition aux limites pour déterminer K, soiticiT(R,) = T

Remarque 2 : a partir (notamment) de I'expression —ZL;M ITZ(;?), on peut déterminer jg (r) avec ¢ = jQ(r)Zm”h
n(R2
R1

soit
R ¢ Tl - Tz 27Th,/1 Tl - TZ /‘l
]Q(r) = = R = RN
2nrh In (_2) 2nrh In (_2) r
Rl Rl
Remarque : on pouvait également calculer j, (1) = —AZ—?

En intégrant entre Ry et R, :
T;

T, dr = - 2mha J-

é R
h=T=5 a0l ( 2)

On définit alors la résistance thermique en géométrie cylindrique

Rz dr

_nh-T, In(R,/R,)
$12 ~ 2mhA

In (1;—:) =In (R1R+ e) =In(1+e/R)~e/R,
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. sy . e
On retrouve alors 'expression en symétrie cartésien R, = e

Exercice 9. Régime stationnaire en géométrie sphérique

Choix des coordonnées sphériques; on suppose, en se plagant en régime stationnaire et par la méme analyse des
symétries que dans les exemples précédents, que T(M,t) = T(r,0,¢,t) = T(r,8,¢:t) = T(r).

Bilan sur le systeme élémentaire (équivalent de la tranche d’épaisseur dx du cas cartésien) sphérique compris entre les
spheres de rayons r et r + dr (« épaisseur de I'écorce ») telque R; <r <R, :
d?H = 6%Qecnange =  0=¢()dt—¢p(r +dr)dt

ler principe stationnaire
monobare

Soit ¢(r) = ¢p(r + dr) = ¢ = cte : conservation du flux en régime stationnaire

D’aprés la loi de Fourier, ona j, = —AgradT = —/12—: é, = jo(re,

le vecteur densité de flux thermique J, (M, t) est radial et en régime stationnaire sa norme ne dépend que de r.

Flux sortant de la surface sphérique derayon R; <r <R, :
N s s . . ar
¢ = ff Jo(r) €.dSé, = j,(r) Jf ds = jo(r)S, = jo(r)anr? = - Ad—4m‘2 = constante
s, s, Fourier r

Le flux traversant la surface sphérique de rayon R; est le méme que celui traversant la surface sphérique de rayon R,, ou
que toute sphére derayon R; <1 < R,.

ar ¢
dr 4mr2l
Par séparation des variables :
¢ dr
dlT = ————
4TA r?
Enintégrant entre R, et 1 :
T(r) T dr
j dT = —i 2
T 4md Jp, T
[0) (1 1)
Tr) - T =—|———=
O-h=mG"x
C.L.:
TQR,) —T ¢(1 1) T, —T.
2 17T 4mA\R, Ry % T
D’ol
¢ _ BT
amr - (11
(%~ #)

DansT(r) —T; = i(l _L) :

4mA\r  Rq

F-a "
R, Ry
1_1
r R
T(r)=(T,—Ty) 1 i +T
R, R,

Détermination de la résistance thermique :

Enintégrant entre R, et R, :
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Ty d) R> d,r

AT =——| —
T 4md Jp, 1?
qb(l 1)
T,—T) = —(———
2 Y7 4mA\R, R,

Il en résulte qu’entre deux sphéres de rayons R; et R,, la variation de température vaut
¢ /1 1
gl
"2 7 4m2\R, R,

On définit alors la résistance thermique en géométrie sphérique

Rip =

Tl_TZ_ 1 (1 1)

¢, 4mA\R, R,

Remarque : si I'épaisseur de la sphere e = R, — R, est faible devant R, alors

() () ons

Ry R, RiR,
Qe T,—-T. e
Ty =Ty~ & Rep = ——~
41TR1 A D152 47TR1 A

Exercice 10. Température dans un barreau et effet Joule

I3

1) Puissance dissipée par effet Joule : Py, = RI* = Elz

Puissance volumique dissipée par effet Joule :

_:P]oule_R_I2 12

PI=7y T 5t T gs2
Ou encore directement, si seule la puissance volumique est demandée :

N +2 12
B=l -
o 0S?

{

Py =

—~

2) Bilanissu du premier principe sur une tranche de largeur dx et de section S :

d*H = 52Qrecu,total = 0= 52Qentrant + 62Qsortant + 52Q]oule

ler principe stationnaire
monobare

12 12
Avec 6%Q oy = pySdxdt = — Sdxdt = —dxdt

dx dx

. s . . Caa _ ) _dx g,
Remarque : on pouvait également écrire pour le systéme considéré : dR = — dP] = I7;
52 Qregu total dx dd dx dod 12
——=0=9 —dx+dx)+—P=———dx+—1’=0 & —=— 1
dt () (x x) oS dx X oS dx oS 1)

Or en exploitant la loi de Fourier :

dT
D) = jen(x)S = —k—S

dx
Soit
do _ SdzT
dx K dx?
Dans I’équation (1) issue du bilan d’enthalpie :
do _ 12 _ d?T
dx oS K dx?
Soit
ar__F oy
dx? oKS? K
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En intégrant :
1p]
T(x)=—=-—=x?>+Ax+B
(x) 5 X x

En exploitant les conditions aux limites :

T(x=0) = Ty = B
C.L. formule en
énoncé x=0
TA) = T, = —EPR4Al+T,
“ 1 ol 2 Kk 0
C.L. formule en
énoncé x=1

. 1p T, —T¢
soitA=-2] 4212 .
2 K l

1p, 1p, T 0
1) = -2+ (S2 Jx+t,
() 2K + 2K + l x+To
1p] T,—T, I? T, —
T(x)=§?(l—x)x+ i x+ T, Eaksz(l—x)x+ l x+T,
Température maximale si
dar (xy) by
dx xm +

Soit

. l
Remarque :siTy = Ty, xy = >

Remarque 2 : en exploitant la forme locale de I’équation de diffusion en régime stationnaire : div(J;) = t(M) = P,

avec
djn, d*r
div(jy,) = —— = —k—
Gen) dx dx?
on trouvait directement
T p I
dx2~  k  okS?

Exercice 11. Ailette de refroidissement  (E. Thibierge)

Compte tenu des hypothéses de I'énoncé, la température ne dépend que de x : T(x) soit J;, = j,(x)e,.

1) Surlatranche entre x et x + dx, 1°" principe en régime stationnaire :

6Q =0=(¢p(x) — p(x +dx) — h(T(x) — Ty)(2a + 2b)dx)dt soit

. . djx
50 = ((]x(x) — Ju(x + dx))ab — 2h(T (x) — To)abdx) dt = — (E ab + 2h(T(x) — Ty)(a + b)) dxdt = 0
d2T

dj o . Y
Ou d—;ab + 2h(T(x) — Ty)(a + b) avec d’apres la loi de Fourier : jo, = —4 —v Soit ——

Avec| 6 = /2h(a+b) :
Aab

__ 2h(a+b) _
= 2 (1 (x) — Ty)

a’T 1 1

T T

6 longueur caractéristique de variation de la température. Ailette infinie = ailette de longueur L > 6.

2) T(x)=Ty+ Ae /% + Be*/d
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La température ne pouvant tendre vers +oo quand x tend vers +co, B = 0.

CL:T(x=0)=Ty+A=T, soit |T(x)="T,+ (T.—Ty)e ]

3) Puissance totale dissipée par |'ailette (convection): P = fo+°° de(x) soit

o x abi
P = J; h(T. — Ty)e 52(a + b)dx = 2h(T, — Tp)(a + b) 2h(a + b)

|\/2h(a + b)abA(T, — T,) = P|

3) En négligeant la surface vide entre les ailettes, les deux dispositions proposées par I’énoncé occupent environ la

méme surface, soit :

pour N2 ailettes : Prot = N2P = (T, — Ty)N?\/2h(a + b)abA
pour une seule grande ailette : P',,, = (T, — To)/2h(Na + Nb)NaNbA = NYNP, d’ou 7@ =+/N|.
"tot
® EXERCICES
Exercice 12. Pont thermique (A. Leuridan)
Bilan direct avec @; = ffz Jo- ds = JoxS et selon la loi de Fourier : j,, = —/13—2., avec en régime stationnaire @; donc
Jox etZ—Zconstants, soit ®; = jo, S = —AZ—;S = —, lexcline _ 5. ATT
Résistances en paralléle avec R; = % :
1 1

AT 1 S 99,8 0,2 .
O =)+, = 1= AT (Rthl Rm) =2 AT (S1h + Splp) =3 AT (mll + 222, )

® N o . . . -
P 3 : @ multipliée par un facteur d’environ 3 du fait de la présence des tirants d’acier !
1
Exercice 13. Isolation d’un mur [oral banque PT] (E. Thibierge)
1) Cf. cours.
2) En régime stationnaire, le flux thermique est conservatif : soit @(x) = @(x + dx) = @, avec ® = J-fz Jo- ds =
) o . . . d
JoxS sOit jo, = cte et selon la loi de Fourier : jo, = —Aé.
T
dr S
On adonc = A = cte et enintégrant T(x) = Ax + B. mur
Conditions aux limites: T(x = 0) =T = 0+B soit B = Ty, €t T
C.L. eq.en x=0
T(x =e) =Texe = Ae+Ty soit
C.L. eq.en x=0
Toxe — T Tox: |
T(x) — ext int x + Tint Xt
e T
0 [
En introduisant des résistances thermiques : |R;,; = /1% + ;TS T
béton polystyréne
2 . Ay
10% = e’ =9e 7’= 5,3 cm (recommandations actuelles pour les batiments T
int
basse consommation : 18 cm de polystyréne expansé.
Résistances en série : on peut utiliser un pont diviseur de température pour
déterminer la température a l'interface entre le béton et le polystyrene : ) "
R . x
T; =T — R,,Tbk,,(Ti"t —T.w) =17,5°C (la plus grand différence de 0 €ete ’

température se retrouve bien aux bornes de la résistance la plus élevée).

7 I Thermo. TD Chapitre THM.1. : Transferts thermiques en régime stationnaire S.Najid — Lycée Corneille - Rouen  MPI 2024-2025



q:, Tint T1 Text 1
——<+— 11 1—+—— en paralléle. Résistance thermique de I'ensemble : — =
tot b 4
— . Tine—Text -
— JrenSren SOIt|p = ’"Tot” = 295 W |(en considérant 23 m? de mur)
Rfen

Rfen

Fenétre et murs soumis a la méme différence de température, ils sont donc montés

1

Rp+Rp

Exercice 14. Du simple au double vitrage (CCP 2016)

1) Enorientant i, dans le sens piéce-extérieur, on compte positivement le flux dans ce sens. On choisit I'origine sur la

face de la vitre coté piece.

En régime stationnaire, le flux thermique est conservatif : soit @(x) = ®(x + dx) = @, avec @ = ﬂz Jo- ds = JoxS

o . S dr
soit jox = cte et selon la loi de Fourier : jo, = _}‘E'

OnadoncZ—ZzA = cteetT(x) = Ax + B.

Conditions aux limites : T(x = 0) = T; = 0+ B soitB=T;,etT(x =¢e) = T, =
C.L. eq.en x=0 C.L. eq.en x=0

soit

T(x) = e ! x+T;

> 2 , Te - Ti Ti - Te

p

Ou alors directement : R; = TitTe _ ¢ _ 125,107 3K. W1
>, s

Vérification : @ > 0 si T; > T, : cohérent avec le choix d’orientation de u,.

Ae+Ti

A.N.:®; = 18 kW : bien trop élevé !! cela correspondrait a la chaleur d’une dizaine de radiateurs électriques d’appoint !

modeéle insuffisant : cf. convection.

. I 7. ;. . T;i—T,
2) Avec double vitrage, association série de 3 résistances thermiques : R, = =t
’ AS AqirS AS D,y
D . N :
ANN.:®, =350 WW. ;1 = 51 !l Double vitrage extrémement efficace !! En e A e
2
réalité tres largement surestimé car on a négligé les phénomeénes de
convection. T
. .. T/ T A A A T
Remarque : pour des résistances en série, plusla 7] i 1 2 1 e
. . . . )

résistance est élevée, plus le gradient de
température associé est élevé (le flux étant T, i -

AT e =a N
constant avec @ = — = cte). On peut donc T - ’ 0 €1
établir le profil de température ci-contre.
On peut établir I'expression des températures de « contact » T; ou T, sur la R R, | Ry

. . . . o o 10) )
courbe ci-dessus en exploitant la conservation du flux thermique: @ = o] ] ] ——
Ti~T, _ Ti=Ty _ Ti-T T; T.
i—le _ fiT11 _ fiT11

Rtot,2 Ry Ryerre’ AT =T, -1,

R .
Onaalors T; — Ty = %(Ti —T,) : on reconnait une formule de type
tot,2

« pont diviseur », ce qui est cohérent, les résistances étant en série.

3) On néglige les phénomenes de convection a I'intérieur de la lame d’air entre les vitres du double vitrage, trop mince

pour permettre I'existence de boucles de convection, et on tient compte de la convection entre la vitre et I'air (de

la piece ou extérieur) a l'aide de résistances R, qui viennent s’ajouter en série avant et aprés les résistances des

s L . . AT 1
modeles précédents. A I'aide de la loi de Newton, ona R, = > =

8 I Thermo. TD Chapitre THM.1. : Transferts thermiques en régime stationnaire S.Najid — Lycée Corneille - Rouen

MPI 2024-2025



T \W\-Th A > N\ T

1y T; 'v‘(\'v" ‘vﬂv"rél 1 A2 15 \;f\ J[I“J \ J"."-‘," T,
]
A A
9 I
-G s ) | T
2 0 e1
. R. | R R. R, R} R R} R,
(0] (o] o O (@] (0] (0] O (0] ()
gy o
i . i .
AT =Ty —T, AT =T, -T,
Figure 3 : Simple vitrage avec convection Figure 4 : Double vitrage avec convection

2, e _Ti-Te

24 Tl _g101 K W!
hS S D4

Simple vitrage + convection : Ry,;1 = 2R; + Ryerre =
AN.: @', =217 W K @, !lle premier modeéle était dans ce cas totalement inadapté

Remarque : on peut calculer la température a la surface de la vitre extérieure a I'aide d’une formule de type « pont
diviseur » (ou en exploitant la conservation du flux). On obtient alors T, = 270,3 K # T, : I'écart est faible mais e tenant
compte du phénomene de convection on montre que la température de la vitre en contact avec I'air extérieur n’est pas
a la température extérieure, alors qu’on est dans I’"hypothése d’un régime stationnaire.

Double vitrage + convection : R;,; 5 = 2R + 2Ryerre + Ryir = % + % + £ <+ % = T;_,Te =0,1625 K. W1
air 2
AN.: @', =135W; Onazl~15
2

Exercice 15. Pertes autour d’un tuyau d’eau chaude (A. Leuridan)

Flux radial a travers un cylindre de rayon r : &= ﬂz Jo- ds = JoS = cte avec S = 2mhr et selon la loi de Fourier :

. d . d , . . d
Jo=—4 d—:. Soit @ = —AZnhrd—: = @, = cte d’ou en séparant les variables : dT = —(1)027Th/17r
_ o - 2 6,-6 -
En intégrant entre les rayons intérieur et extérieur : ®=% ;%~1,2.105 W.m™?t
Ry

Exercice 16. Isolation d’une conduite (corrigé J. Kieffer)

Version "simple” qui suppose que = < R; ce qui permet d’'approximer la couche d’isolant
dans le cas 1D, on a alors

X
I ———————
Ai2m(R + e)l
Par ailleurs, pour une loi conducto-convectif type Newton, on a
AT 1
h=hS(T =T R.=—=—
D=1l )= Bee === =75
D’ou la résistance totale
1 e 7 1

Rtot =

h2rRl A2 Rl T A2n(R+ o)l | h2n(Rtet o)

La minimisation de R,.; par rapport a > donne

da C A27Rl h27(R+ e+ x)3

he

= \2n(R+e)l = h2n(Rtetx)’l = = = (R+e)

i

To(R+¢) > 1. Sinon la fonction

On a donc le » optimal qui existe (i.e. qui est positif) si

R, est strictement croissante ...

Bien entendu, il convient de vérifier que '’hypothése de départ » < I? est valable (sans
valeurs numériques difficile de conclure).

i

ho(R+e)

NB : dansle cas < 1, il vaut mieux ne pas isoler du tout!
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Riot Rtot

Cas

Ai A
he(R + e€) -1 Cas he(R+€) =
Résolution en géométrie cylindrique (sans les valeurs numeériques du sujet je ne peux pas
vérifier que mon hypothése est vérifiée ...)
La question revient a se poser la question de 'optimisation de la résistance thermique. 1l
faut donc retrouver I'expression d'une résistance thermique pour une couche cylindrique
comprise entre R et [’ (avec 1" et 7" les températures au bord). Cf cours ... on est en sta-
tionnaire sans terme source donc a flux conservatif ...

dr dr ¢ 1 2 o R
¢ = 2mrly —2mriN—— —_= = inté i T = -
q rijo = I dr cste = 4 = o.n, Par intégration ; = T-T 21N In ( 7
D’oti la résistance thermique (en cylindrique)
T-T 1 i
Bp=— — — o
th 1] 27 M n (R)
On en déduit alors la résistance totale du systeme
R 1 i 1 In R+te n 1 In Rtetz . 1
fot = hi2n Rl 27 Al R 2w\l R+e h2m(R+e+x)l
Il reste alors a dériver ...
dR;. 1 1 1
— =0= — =21\, =h2r(R+e+x
dr 2tMlR+e+x  h2m(R+e+x)?l mhi = hedm( )
A
rvy=——(R+e)

he
On retrouve un résultat différent ... Mais on se retrouve toujours a faire intervenir le facteur
s - oy A 2 5 < £ . . & 5 ’s

(T qui doit étre supérieur a 1 pour avoir > (... Ce qui me chagrine c'est qu'il ne me
parait pas évident de passer du résultat cylindrique a celui 1D avec un DL ...

Dans tous les cas, sila problématique est celle de la meilleure isolation, on voit qu’en aug-
mentant assez = on augmente 7?;,; (puisqu’'on a un minimum ...). Mais si > 1, il faut
faire attention car on commence par diminuer Ry ...

h (IH—)

Exercice 17. Survie dans unigloo (A. Leuridan)

AT _ Ti-T, e . N
II faut @ = = < P avec pour une face du cube: Ry, = ;- de plus, l'igloo correspond a
Reot  Reor s ia?
L N e . ) L1 5 51a? AT 5/1
I’association paralléle des 4 cotés et du toit de I'igloo, soit =2 =% ot = a4 (T, -T,) <P
Riot  Ren e Rtot

lSa

(T, —

T,) =25cm

Exercice 18. Chauffage par le sous-sol  (D’apreés J’assure BCPST 2)

1) a) Considérons une tranche d’épaisseur dz comprise entre z et z + dz, de surface S dans le plan (Oxy).
En régime stationnaire, d’aprés le premier principe, flux entrant = flux sortant, soit, avec S constante :

Jen

dT a?r
= —A—=cteet— =0.
dz dz?

s
Loi de
Fourier

1(1 Thermo.
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a) Enintégrant deux fois, T(z) = Az + B. Conditions aux limites : T(z = 0) = T, et continuité du flux thermique

enz=—L: jth(zz—L)z—Ad—T = o, dou T(Z)=—¢—mZ+TO
dz z=—1L A
b) Température variant linéairement avec z : courbe a. Pente p = — Om ; graphiquement @, = 0,023 W. m~2.
J!

) Jm(z=10)=,/S
2) Premier principe en régime stationnaire : 0 = §Q., + 8Qrqq = Jen(2)Sdt — jin(z + dz)Sdt + p,Sdzdt

\ djtn(2) . dr  d’r D2
D'ou ——— = p, et avec = —1— —S=--=
dz [ Jth - dz’  dz? A
Loi de
Fourier
On voit sur le tracé des courbes a et b que les pentes des deux courbes sont les mémes en z = —L : condition aux limites
inchangée.
— d’T _ py D2 2 L - S
En intégrant il T(z) = —5, 7 + Az + B ; soit avec les conditions aux limites :
. ar N D +po L
T(z=0)= T, =B, Jn(z = —L) = 2= = d,, d'ou| T(z) = =22 22 — P27 4 T,
Zlz=—L

P +poL

T(~L)-To—®PmL/A
2 .

L+ To d’ou P2 = 21 12

OnadoncT(z=-L) = —Z—; 1?2 —
Graphiquement, T(z = —L) = 790 K, d’otu p, = 1,3.107® W.m™3.

Flux géothermique par unité de surface au niveau du sol :

jen(z =0)=-21% = Pt ol = 0062W.m ™ > @y,

Le dégagement d’énergie par les éléments radioactifs contribue de maniére non négligeable au réchauffement du sol.

Exercice 19. Fusible

dx
onr?

dR = -2

onr? ’

a I'aide du premier principe :

12
T Ao(mr2)2’

dx

omnr?

‘;—f=0= D(x) — P(x +dx) +

da?r N
12=,1—dx2 I? dou a

r? + ;;2
En intégrant deux fois par rapport a x :

T(x) = —%ax?+ bx + T,
avecla2®™ C.L.:T(L) = —%al?+bL+Ty =Ty =T(x = 0)

1°L )
20 (mr2)2 ’

soitb=%al d'ou b=

. . b L
Température maximale en x, = =3 et Thax = Trusion =

2
< 2171 )1/“
r= 2
Ao (Tfusion B TO)

AN.: 2r = 0,7 mm.

Exercice 20. Température d’'un mammifére (E. Thibierge)
1) Systéme : mammiféere

Bilan issu du premier principe sur I’ensemble du mammifere étudié en régime stationnaire pendant une durée dt :

4
dH = 6Qregu,total = 0 = §Qentrant — 6Qsortant + 6Qprod = <_¢ + §7TR3(p0) dt

ler principe stationnaire =0
monobare

soit ¢ = gnR3(p0 avec ¢ flux sortant du mammifére en R
Par définition,

— =2 . 4
¢ = ﬂ]th (R).dS = 4nR?*j,,(R) = §nR3<p0

D’ou

1;|| Thermo. TD Chapitre THM.1. : Transferts thermiques en régime stationnaire S.Najid — Lycée Corneille - Rouen  MPI 2024-2025



. Ro
jen(R) = =~

2) Systeme : coquille sphérique (écorce d’orange) d’épaisseur dr comprise entre les rayonsr > R et r + dr

Bilan enthalpique pendant une durée dt en régime stationnaire :

dH 3 5Qrecu,total 3 0= é‘Qentrant’ - SQsortant = ((;b(T) - ¢(T + dT')) dt

ler principe stationnaire
monobare

dg(r) _
dr

. d . .
soit avec un DL : 0= ;(]th(r)ﬁlnrz), d’ol

4
jen(Manr? =cte = A = ¢(® = jin(R)4nR? = §HR3(p0 =A

C.L.:continuité

du flux
3) Loide Fourier:

4 aT
o (N)4nr? = —=nR3@q = —A — 4nr?

Jen () 3™R*%o I

Par séparation des variables :
4

3 TR Qg R3¢, dr

dT = -3 ___ dr = — 0

4 Ar? 31 7r?

Intégration entre r quelconque et r —» +oo tel que T(r » +o) =T, (température du fluide loin du
mammifére) :

() 31 r2
3
Po ( 1)
To—T(r) = 0—-
0= T ==
R*pg
T(r) =Ty +
(r) 0T
4) Température cutanée :
R*@g
T.=T(R) =
=TMR) =—;
5) En exploitant la question précédente :
31
Po = RZ (Te = To)
AN.: @gequ = 480. 103W.m™3 @o,air = 4,8. 103W.m™3

Pour maintenir un organisme de méme rayon a température constante, il faut une puissance volumique 1 000
fois plus grande dans I'’eau que dans I'air, mais cette puissance diminue lorsque la taille du mammifere
augmente.

Exercice 21. Réacteur piston

1 - Procédons a un bilan d’enthalpie pour la tranche mésoscopique de réacteur comprise entre z et z + dz pendant
une durée infinitésimale dt.
dH = 6Q = 0

(o)
isobare stationnaire

Or 8Q = 6Qentrant + SQproduit — 8Qsortant
Entrées : Par conduction en z : 8Qepntrane = 6Q. = ®(2)dt = j,(2)S dt = j,(z) ma? dt

Production : §Qpyoq = Pproa(2)dt = a dV dt = ama® dz dt
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Sorties : Par conduction en z + dz : 8Qs cong = P(z + dz)dt = j,(z + dz)S dt = j,(z + dz) ma® dt
Par convection au niveau de la surface latérale :

6Qs,conv = (ps,conv(x)slatdt =T (2) — Tp)Sjqedt = h(T (2) — Ty)2na dzdt

Finalement :
dH = j,(z)ma?dt — j,(z + dz) ma? dt + ama®dzdt — @(z) 2madzdt = 0.
Ainsi,
((jz(z) — j,(z + dz)) ma* + ama® dz — ¢(z)2na dz) dt =10
Avec j,(2) — j,(z + dz) = —(j,(z + dz) — j,(2)) = —%iz)dz, soit
dj,(z
[(— ]di ) + 0() ma? — <p(z)2na] dzdt = 0
Qui se simplifie en
dj,(z
<a - Jfli )) a= 200 = 20T (2) — Ty)
Loi de Fourier : J, = —A gradT soit en cartésiennes a 1D : j, = —7\3—: d’ou
dj,(z) _ AdZT
dz ~  dz?
Soit
dj,(z d?T
- YD\ T -Ty e a A )a=20T (@) - Ty) &
dz dz?
T _2h _ 2h, a
dz2_2a_ Ja A

1) Par analyse dimensionnelle de I'équation différentielle, on identifie une longueur caractéristique ¢ telle que
dZT T TO a

dz2 2 2 A

On a donc par identification| £ = 2—: longueur caractéristique du systéme.
. ;e g 2 1 . 4 1
2) Equation caractéristique : 7 — — = 0 soit A= — et r=+-
y £ £
On a donc pour la solution particuliere : T, (z) = Ae™*/ + Be*#/t
aa
T(z) = Ae~Z/t 4 BetZ/t 4 To+ ﬁ
Conditions aux limites :
T aa
T(Z—O) = A+ B+ 0+ﬁ = TO
formule C.Len z=0
en z=0
¢ L/ aa
T(z=L) = Ae ' +Be*'+To+— = T,
- 2h “
formule C.L.enz=0

en z=0

Il suffit ensuite de résoudre le systeme de deux équations a deux inconnues en posant Ty + Z—: = Trer

+L +2L +£
Tse't =A+Be ¢ + T et
To=A+ B+ T

Soit en soustrayant :

+& +2L +L
Tse é’—T0=B(e € —1)+Tref(e f—l)
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L L
Tse+7 — Ty — Trer <e+7 - 1)
B =

2L
e ¢t —1

Et

L L
Tee 0 — Ty — Tres (e+? - 1)
A=T,— ref_BzTO_Tref_ 2L

+_
e ¢ —1

Exercice 22. Armoire électrique

1¢" ppe monobare :

dH = ¥,5Q avec dH = CdT et §Q = Py.dt — . dt avec ¢y, = —2c

Rtn
1 Py

_ _ _ T-Tpiece dar 1 _ . Py
dH = CdT = (P1 e )dt = T il = mgTyiece + 2

De la forme ‘;—: + ; = Tf” avec par identification :
Too = Tpiece + PiRyp, = 20+ 100 = 120°C; 7= Ry C=100s
Il faut ajouter au bilan thermodynamique le terme de convection forcée :

6Qcc,perdue = ¢ccdt = h(T - Tpiéce)Sdt

T — Ty
dH = CdT = P,.dt — ¢y dt — Ppoodt = (P1 - % —h(T - Tpiéce)s) dt
th
dT+< 1 +hS>T—( 1 +hS>T +P1
dt " \R,C ' €))7 T \R,C ' Cc) PR ¢

On se place en régime stationnaire, au bout de quelques t. Puissance thermique évacuée via la conduction :
Tint - Tpiéce 50—20
= = =300W
ben R 01

4) Puissance a évacuer en convection forcée : Py, = Py — ¢p, = 700 W

Ou alors
Si la température est constante, on est en régime stationnaire, d’ou :

CdT = Py.dt — pop.dt — peedt = 0

stationnaire

Soit P1. _¢th' = ¢CC =700W

5) Systéme : air brassé par le ventilateur. On considére que la puissance évacuée par convection correspond a la puissance
regue par l'air ventilé : Pyept = Peony
Poent = PairDy Cqir AT avec AT = 30°C
D, = P.ony _ 700
Pair Cair AT 1% 103 x 30

=23.10"?m3.s71 =23 L.s7!

Exercice 23. Evolution de la température d’une piece soumise a des pertes thermiques (a.

Leuridan)

1) Bilan d’enthalpie sur la piece entre t et t + dt : dH = 6Q soit

Tpe — T, Ty — T(t
CAT = @ pprgnedt = e’“R e =2 - ® 4 = car
th th
P
RnCo+T =Ty ; s Pa P
ar extérieur i intérieur o) 'y _“ -
RanCS+T =To+RyP; | % g e = Tn} el | T m I
Ll T '\”13 o 1)
{ J ) T

Exercice 24. ARQS : Association de résistances et fonte de glace  (corrigé J. Kieffer)
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Si on fait la mise en équation du systéme, en supposant le régime quasi-stationnaire, on
peut utiliser la notion de résistance thermique et on a alors en faisant un sur 'eau chaude

dr 1 de
C—=—-¢p=—-—(T—=Tp) = RyC— +6=0
df @ ch ( 0) = Ly dlL Sl ()
avecd =T — 1.
Pour 'eau froide, tant que la glace n'a pas fondu, on reste a 7, = 0°C et on a donc par un
bilan enthalpique

dn , 1 0 de

fus g = 9= E(T —Ty) = B Ca = L, .Am = CAf
Tl faut donc la méme variation de température de I’eau chaude quelque soit les barres (ce
qui est logique et aurait pu se trouver par un bilan sur 'ensemble du systeme ...).
Comme le temps caractéristique est /2, C le temps de fonte est donc proportionnelle a 72yy,.
Lorsque les deux barres donc associées en série, on a 7;,» = 7, + 72 donc il faudra 1 heure
pour fondre.
Lorsque les deux barres donc associées en parallele, on a Tlot = % + é doncil faudra40/3 ~
13 min pour fondre.

® EXERCICES COMPLEMENTAIRES

Exercice 25. Flux thermique et densité de flux thermique

Exercice 26. Fabrication d’un four (O. Alloschery)

1. Notons S =300 mm x 300 mm = 0,09 m?. Indicons d’un 1 les grandeurs relatives a I'inox, d’un 2 celles relatives a la
laine de roche, d’un 3 celles relatives au silicate de calcium et d'un 4 celles relatives a la fibre céramique.

ey e3 ey

. . Jor] 7 . o e
Chaque paroi du four est la mise en série des 4 épaisseurs de matériau: Rs1 = — +
1S A5 A3S | A4S
Application numérique : Rs1 = 8,7 K-W™

A cette résistance due a la diffusion, il faut ajouter la contribution de I'air. A 'intérieur, 'énoncé nous indique que la
température est uniforme : il n’y a donc pas de convection. A I'extérieur, la plaque d’inox est chaude et on ne peut

donc pas négliger la convection dans I'air. Il faut alors ajouter en série, a chaque paroi, la résistance Rec1 = h—ls
La résistance totale d’une paroi est donc R1 = Ra1 + Reca = 9,8 K-W!
Puis le four est la mise en paralléle des 6 parois qui le constituent : Rm = R1/6 = 1,5 K-W?

2. L’utilisation de plusieurs résistances électrique permet une meilleure distribution de I'énergie thermique dans
le four : elle sera ainsi plus uniforme.

3. Larésistance électrique totale est R =2 x 6,5+ 2 = 15 (). La puissance dissipée par effet Joule par les résistances

UZ
estP =—
R

En régime stationnaire, cette puissance sort intégralement par les parois du four: ® = P.
U2
Donc AT = R ® = R”’? = 53 x10°K.
La température ambiante étant de I'ordre de 20°C, la température intérieure du four est donc de 'ordre de 5 000 K.

4. La température obtenue est trés surestimée ! On peut y voir plusieurs explications :

¢ Nous n’avons pas pris en compte la diffusion dans les coins du four. Cela contribue a surestimer (légérement) la
température intérieure, car en réalité les pertes thermiques sont plus importantes.

e La conductivité thermique du métal est tres importante par rapport a celles des matériaux isolants.

Ainsi, la température du métal est quasiment uniforme, et il serait donc plus juste de prendre comme surface
d’échange conducto-convectif la surface extérieure du four. La résistance thermique du four serait alors Ri» = Ra1/6
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1 . Jo . JOY . 7 . 7o
+——,cequi donne une valeur de résistance thermique légerement plus faible, et donc une température intérieure
ext

légérement plus faible.

¢ Mais surtout, il est extrémement difficile de fabriquer une isolation thermique parfaite. Les découpes des isolants
doivent parfaitement s’emboiter, sans quoi I'air intérieur peut pénétrer jusqu’aux couches d’isolant plus profondes,
limitant alors grandement l'intérét des premieres couches d’isolant. On doit alors ajouter en paralléle de chaque
couche d’isolant des résistances de fuite de faible valeur, qui abaissent considérablement la température intérieure.
C’est probablement ici la cause principale de la différence trouvée.

Pour limiter cet effet, on dispose toujours les différentes couches d’isolant en décalant les découpes.

Ainsi les résistances de fuite ne sont a placer qu’en parallele d'une seule couche a chaque fois, et non de plusieurs.
On tache aussi dans la mesure du possible de calfeutrer les éventuels trous de découpe avec une pate réfractaire ou
de la fibre.

e Enfin, étant issu d’internet, on ne sait pas comment la mesure de température intérieure a été effectuée, et on ne
connait pas les incertitudes... Il faudrait vérifier que la technique de mesure est adaptée a de telles températures (ce
qui n’a rien d’évident !)

5. On utilise plusieurs isolants car ils n‘ont pas tous la méme température d’utilisation. Ceux qui résistent aux
températures les plus élevées isolent moins bien et sont plus cher. Il est donc préférable de superposer des couches de
différents isolants. On peut calculer avec la formule du pont diviseur de tension la température au niveau de chaque
couche :

1280 K

P
1300°C 20°C
1 I ] I 1 I ] I
’_’—|¢ ] Ly I 1 I L. | L1 |—‘
p——— \ . . o
55 1114°C haS 601°C %25 165 ° C 6h5 165°C o

On constate donc que les matériaux sont utilisés légérement en dehors de leur plage d’utilisation : le parois internes du
silicate de calcium et de la laine de roche sont un peu trop chaude. Il en résultera probablement une usure plus rapide
des matériaux.

La température extérieure de la plaque d’acier est donc de 165°C : il vaut mieux éviter de poser la main dessus...

Exercice 27. Igloo hémisphérique ** (Oral )

Etude des symétries : Coordonnées sphériques, avec J;, = j(7)é,. Puissance thermique traversant la demi-sphére de

rayonr : ¢, = ﬂx Ten ds = 2mr?j(r) dirigé de I'intérieur (température élevée) vers 'extérieur (température faible).

- : . . . : . - . ar .
En régime stationnaire, flux conservatif, ¢, = cte. Loi de Fourier en coordonnées sphériques : ji, = —1_, soit
_ 2 ar Oext _ (R+e 4P )
b = —2mAr?— = 4P soit fp o dT = Je —dr;
— P e _ 140
ei"t - eext + 2Am R(R+e) =11°C

Exercice 28. Température dans un cable électrique (J. Kieffer)

1) Cf.cours:

h :
Ret’.:—g et PJ:REIIZ
DG
2) Dans la gaine, pas de probléme, on est en stationnaire sans terme source donc on est
a flux conservatif et le flux est connu puisque c’est la puissance dissipée par effet Joule,

qu’il faut évacuer

ReE

P
O, = cste = Py = 2nrhjo(r) = jo = Pt —A— = / = T(r)=T(r) = ;hl (H2>
T2

3) Lerreur "classique” consiste a recalculer la résistance électrique sur le cylindre de rayon
r mais ceci serait erroné car le courant [ reste sur toute la surface, on a alors (on peut par
exemple passer par la puissance volumique dissipée par effet Joule en cas de doute ...)
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r2
P(T) = Pjrfl

4) Onesten stationnaire donclapuissance dissipée par effet Joule dans le cylindre de rayon

r doit étre évacuée de ce cylindre donc

‘ = ‘ ) ) Py r dr " P
o(r) = P(r) = PJE = 2mrhig(r) = jo = ﬂ? = _AE = /0 = T(r)-T(0) = —m-r
JjaQ T(r)
PJ ________________ i
T(r1)
T‘Il T

Exercice 29. Fusible, version 2 (J. Kieffer)

1) Laloi de Fourier s’écrit (en cylindrique)

ccll—Te_T} = ¢ =2nrLjo(r)
P

— Agrad (T) = A

Jg

2) Onadeux solutions (dont une seule des deux répond réellement a la question ...)

Méthode 1 : On fait un bilan d’énergie sur la coquille cylindrique comprise entre les cylindres

de rayon r et + dr. Dans ce cas, le volume élémentaire est 2rr Ldr et on note ¢(r) = 2w Ljg(r)

le flux qui traverse (vers l'extérieur) la surface de la sphére. Par ailleurs, il ne faut pas oublier
2

la création de chaleur par effet Joule qui correspond & un terme volumique 7" Le bilan s'écrit
a

alors

-2

pcT(ryt + de)dV = peT(r, T)dV + ¢(r, t)dt — o(r + dr, t)dt + J

a

aT il
dV = ,LLCEQ’JT?'L -

-2

oo

On adoncretrouvé I'expression del’équation de conservation en cylindrique (en particulier on

aretrouvé de maniére cachée la divergence en cylindrique ...).
En remplacant ¢ par son expression, on trouve
aT 1arj(r)
pPC—— = ————— — —
at roor o

52 , aT
= avec Fourier Ty

En stationnaire, on trouve alors I'équation proposée par I'énoncé

Méthode 2
On est en stationnaire donc les différents termes de création se compensent. Sur un cylindre
de rayon r, la compensation de ces termes conduit alors
dr %52
=-Nmrh— = —% = —\r—
dr 20 dr
On retrouve une intégrale premiere de I'équation a trouver (il suffit de dériver pour le vérifier

)

-2 -2
—o(r) + m2hl = 0= m2hl = ¢(r) = 2rrhjg(r) a7
a a

2
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3) On peut alors en déduire 'expression de T'(r) en intégrant ...

ar e

" 1% .
e St / =T(r) = T(R) = {55 (R — ")

T 4o

La température est maximale en r = 0 (ce qui paraitlogique ...)

4) Sion suppose qu'il y a continuité de la température a la surface. On trouve la température
maximale

Tpow = T(0) = To + 22 T,
aa

I

avec j = =

,ona

1t —l 1r2<T R>R,= 7[2
Ot Ry ST "\ TENT, —T)

5) Cette fois les choses se compliquent car il n'y a plus continuité de la température. On a cette
fois la puissance dissipée par effet Joule qui doit étre évacuée par la couche conducto convenc-
tive soit

1

2
o2m2R3h I

&(R) = 2rRLA[T(R) — Ty] = P; = P=T[R) =T+

Donc on a finalement ...

et on en déduit

1L o1 ?
o2m?R%h * 4oAn?R?
Comme par hypothése Rh < A, le second terme est grand devant le troisieme donc on trouve
finalement ...

T‘nmx = T(U) = -TO T < Tf

1 , 1 , 1/3
UQWERSJHI <I;-To=R> (U?ﬁzh(Tf — TD)I )

Exercice 30. Le projet « IceDream » (E. Thibierge)

S’approprier le probleme Identifier les grandeurs physiques pertinentes, leur attribuer un symbole.

Un iceberg, de masse volumique p=103kg.m™3 a une masse m=10"kg et une température

T =0°C =273K.

Cet iceberg est en contact de Iair et de I'eau, ou il perd de la chaleur §Q par conducto-convection de puissance P, . Cette
chaleur le fait fondre : il perd une masse Am par jour (At = 1 jour).

On cherche a savoir quelle proportion de I'iceberg %n fond par jour.

Etablir une stratégie de résolution | Décomposer le probléme en des problémes plus simples.

(analyser) Déterminer et énoncer les lois physiques qui seront utilisées.

* On modélise I'iceberg par une sphére de rayon R : p.g TR =m

m \1/3
4mp
3.1010)1/3 (1010 1/

3
= 7\1/3 — 611/3 ~ 2
PPTE 00 = (025.107) = (25.109%/ ~ 107 m

AN.:R=(
¢ On considere que la majeure partie de I'iceberg est immergée.

Le coefficient de conducto-convection est beaucoup plus important avec I'eau.

On peut donc faire I'hypothése que les échanges thermigues se font uniquement avec I'eau de mer a la température
Triyige = 10°C = 283 K.

* Bilan thermigue pour une transformation isobare : AH = Q = Am. Lg

Mettre en ceuvre la stratégie (réaliser) | Mener la démarche jusqu’au bout afin de répondre explicitement a la
question posée.

Savoir mener efficacement les calculs analytiques et la traduction
numérique.
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e D’aprés la loi de Newton, ona :
AH = Py . At = h (Tpyyige — T) S. At
On suppose que la surface d’échange dans la loi de Newton ne change pas (alors que le glagon fond...). Soit S, cette surface
d’échange :
S=4mR?

¢ On en déduit :
h(T fruige—T)4 7 R2.At

AH = Am.Lsys = h(Tfpige — T) 4T R2.At = Am =

qus
Soit :
Am  h(Tryige —T)4m R?At  |Am h(Tppyqe — T)3 At
_—= = |— =
m qusp%TIR3 mn Lyus P R
2 _ 5
AN, ;A 107283227303 x66400 _ 300 86,1 ~ 8,6.107% ~ 0,9 %
m 333.10°%x10°x100 333 10

L'iceberg fond de 0,9% par jour.

Avoir un regard critique sur les | Vérifier la pertinence du résultat trouvé, notamment en comparant avec
résultats obtenus (valider) des estimations ou ordres de grandeurs connus.

Lors du trajet de 140 jours, une bonne partie de I'iceberg aura donc disparu, mais on peut espérer en conserver. On peut
estimer grossierement la quantité restante a :

(1-9.1073)140 ~ 30 %
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