TD CHAPITRE OND.O : ONDES : RAPPELS ET COMPLEMENTS - CORRIGES

Exercice 1. Caractéristiques d’une onde

1- Ondes planes : qui ne dépendent que d’une unique variable cartésienne : le champ est uniforme dans tout plan orthogonal
a une direction fixe.

1. fi(M,t) = Acos(wt — kx) :ax = cte, fi(M,t) = cte : OP, plan d’onde x = cte

2. LM, t) =A exp((t — z/c)/‘r) ray = cte, f,(M,t) = cte : OP, plan d’onde y = cte
3. f5(M,t) = Aexp(—z/8) cos(wt — kx) : non

4. f,(M,t) = Asin(ky) cos(wt) :ay = cte, fo(M,t) = cte : OP, plan d’'onde y = cte

2
2- Les solutions d’une équation de d’Alembert, de la forme Af = = 6—';, s’écrivent comme une superposition d’ondes de la

forme f(x £ ct)ou g (t + ;), et si elles sont progressives, selon une seule de ces formes.

1. f,(M,t) = Acos(wt + k(x + z)/N2) = A cos(wt — k.OM) : onde progressive (OPPH), suivant le vecteur k tel que

5 k(x + 2) . k
k-0M=—T=kxX+kzZ d'ou kx=kz=_ﬁ
s .k T(u"+u2) i, + 1,
or k=ku, soit Ue =7 2 = 7
2. f,(M,t) = Aexp((t — z/c)/7) OPP selon +ii,
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3. f3(M,t) = A(cos(wt — kx) + cos(wt + kx)) : superposition d’OPP se propageant dans les deux sens opposés, pas une
OPP. Nous verrons qu’il s’agit d’'une onde stationnaire.

4. f,(M,t) = Aexp(—z/8) cos(wt — kz) : onde plane, progressive selon + i,,.

0*f,
Af4 = azz
af, A 1 z
a7 = +kA exp (— E) sin(wt — kz) — EA exp (— E) cos(wt — kz)
0%f, 5 z kA z A z
372 = —k*“Aexp (— E) cos(wt — kz) — —exp (— 5) sin(wt — kz) + > exp (— 5) cos(wt — kz)

_ EA exp (— E) sin(wt — kz)

§ 8
0%fy 1 2k 4
dz2 (ﬁ —k )f4 (— ?) Aexp (— 5) sin(wt — kz)
1 0%f, 1, 7 w2
7 g = ~@vtAe (=) coslot —kn) = =
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On ne peut avoir Vt,Vz,—— = - -5 & (5—2 —k )f4 + (— ?)A exp (— E) sin(wt — kz) = —=/

f2(M, t) ne vérifie donc pas I'équation de d’Alembert, mais pseudo OPPH avec une amplitude qui décroit exponentiellement.

Exercice 2. Vitesse du son

L’explosion a lieu a une distance d du dispositif d’écoute.

. . . e s d . ,

Le son met dans I'air un temps t; pour arriver au dispositif d’écoute tel que t; = = et il met dans I'eau un temps t, tel que
1

d

=

5 —t . =2_4_g(2za i = ‘12 =
Le décalage de temps At = t; — t, e o d ( ey ), soit d=At (02-01) AN.d 1,1 km
Exercice 3. Effet Doppler
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Exercice 4. Battements

Le signal résultant est :

Acos(2zfit) + A cos(2nf,t) = Acos (27t(f1+f2) t) cos (Zn(flzit) = Acos(2nf;t) cos(mf,t)

12T, = 0,025s = f, = 480 Hz ;

1 P
fin = o5 = 40 Hz = f, — f; : cohérent

fn = == =4Hz:donc f, = 440 £ 4 Hz.

Exercice 5. Equations de propagation du courant et de la tension dans une ligne sans perte

Q1. La loi des mailles impose ux, t) = ulx + dx, t) + upgy

di(x,t)
ulx +dx,t) —ulx,t) = —upg, = —Adx 5t
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En divisant par dx et en passant a la limite (approximation a I'ordre 1 en dx) :

au(x,t)_ Aai(x,t)
ox at

€Y
Q2. Loi des noeuds :

i(x,t) =i(x +dx,t) + irgy

) . . Ju(x + dx, t)
i(x +dx,t) —i(x, t) = —ipgye = —Fde
On obtient a 'ordre 1 en dx
di(x,t Jdu(x,t
) o) o,
dx at
Remarque 1:i(x +dx,t) —i(x,t) = —ipg, = —Tdx au(x;tdx't) = i(“dx‘g_i(x‘t) =-T au(x;tdx't) puis on passe a la limite
i+ dxt) —ilx,t) __0i(x,t) . (Ou(x +dx,t) ou(x,t)
lim = = —Tlim ( ) =-T
dx—0 dx d0x dx—0 at Jat
. Ju(x+dx,t) ou(xt) . d%u(xt) i)u(x t) %u(x,t) 2 i)u(x t) .
Remarque 2 : T'dx = = I'dx ( ot o Fen dx ) = I'dx +I—= e dx“~T'dx———al'ordre 1.

C’est en cela que I'on indique parfois qu’on réalise une approximation d’ordre 1

Q.3. On combine les deux équation (1) et (2) et on utilise le théoréme de Schwarz afin d’obtenir une équation différentielle
vérifiée uniquement par u(x, t) (ou i(x, t)).

En tension :
D) = 0%u(x,t) _ _Aazi(x, t) _ _Aazi(x, t) _ Arazu(x, t)
0x? dxat dtox at?
En courant :
0%i(x,t) 0%u(x,t) 0%u(x,t) 0%u(x,t)
D=7 =T % =T omx N o

La tension u(x, t), comme l'intensité i(x, t), vérifient toutes les deux la méme équation aux dérivées partielles ;

0%u Arazu_o . 0% Arazi “o
oxz otz 0 axz Mgz
AL = LC
e
Or LC est homogéne a l'inverse d’une pulsation (pour rappel, la pulsation propre d’un circuit RLC série vaut J;T)
LC] T? 1
[AT] = [ ] =—
[e2] ~ 12 (LT-1)?
Exercice 6. Onde sonore dans un métal

On étudie le mouvement de la tranche d’épaisseur dx et de section S dans le référentiel du solide au repos supposé galiléen.
Le mouvement est rectiligne selon la direction (Ox). Le déplacement du systéme en x a I'instant t est caractérisé par £(x, t),
2%

doud =—eé,.
at

Cette tranche de masse dm = p,Sdx est soumise selon I'horizontale aux seules forces élastiques :

6§(x+dx t) F3

A droite F = ES ., de la part de la partie droite sur la tranche

af(x P

a gauche F=—fgs®%) . de la part de la partie gauche sur la tranche d’apres le principe des actions réciproques.

En projection sur I’horizontale, on obtient une équation de d’Alembert
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0%¢ 0¢(x + dx, t) 0¢(x, t) 0¢(x +dx,t) 9&(x,t)
'uOdeW =ES 0x - ES ox ES( 0x T ox
0¢(x +dx,t) 9&(x,t)
0%¢ E ox T ox ) E 0% _ 9%¢ E 0%¢ 0
a2 u, dx T po 0x2 ot2  py0x?

0&(x,t)

P est sans dimension.

Par analyse dimensionnelle, on observe que [E] = [F]/[S] puisque

E a donc I'unité d’'une pression, ie des Pa.

Par identification avec I'équation de propagation de d’Alembert, célérité du son dans le solide :

c=+E/uy|= 5,1.103m-s?

Exercice 7. Equation de propagation sur une corde vibrante

1. Systéme : brin de corde de masse dm
Référentiel : terrestre, supposé galiléen
Base : cartésienne

Etude cinématique : (hyp 4) mouvement vertical

v

x + dx

_ 8%y — x
T 9tz uy

oM=yw, »=2w a
Bilan des forces :

poids négligé (hyp 3)

frottements négligés (hyp 1)

Tension du fil (hyp 2)

Tension du fil située a droite de M’ : T(x +dx, t)

T(x +dx,t) = T(x +dx,t) cos(a(x + dx,t))

T(x + dx, t) sin(a(x + dx, t))
D’aprées I'hyp 5, approximation des petits angles :
Tension du fil située a droite de M’: T(x + dx, t)

T(x +dx,t) =T(x+dx,t)

T(x +dx, t)a(x + dx, t)

Tension du fil situé a gauche de M : 7(x, t)

T(x,t) = —T(x,t) cos(a(x,t))

—T(x,t) sin(a(x, 1))

Tension du fil situé a gauche de M : T(x, t)

T(x,t) = —-T(x,t)

—T(x,)a(x,t)

On applique le principe fondamental de la dynamique (PFD) au brin de corde de masse constante, dans le référentiel terrestre
galiléen :dm d = T(x + dx, t) + T(x, 1)

Projection du PFD sur Ox :
0=T(x+dx,t)—T(x,t)
Tx+dx,t)=T(,t) = T(x,t)=cte=T,
La tension ne dépend pas de I'abscisse x. Elle est la méme en tout point de la corde : la tension du fil est uniforme
(indépendante de x). On la note To
2. Expressiondedm :dm = udl

Or,cosa = Z—’; =1 (hypothése5) = dl=dx = dm=pudx
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Projection du PFD sur Oy :

2

0
udx a—t}; =T(x +dx,)alx +dx,t) — T(x, t)a(x,t)

2

y . Oa _ Oa
udx Sz = Toa(x + dx, t) — Toa(x,t) =T, Ep dx car a(x+dx,t) —a(x,t) = 9% dx
dy da 0%y
Or, tanazaza :azm

2%y 2%y

u dx W = TO m dx
0%y uazy_o @823/ 1 623/_0 T
ox2 T, 0tz ox2 vz gz C VeV T

3. Lagrandeur v est la vitesse de propagation (ou célérité) de I'onde dans la corde.

Exercice 8. Approximation des milieux continus dans les cristaux modélisés comme des chaines
d’oscillateurs

1. Systéme : masse n, soumise (en négligeant le poids) aux forces de rappel élastiques des deux « ressorts » a droite et a
gauche, soit les deux ressorts reliés aux massesn + 1 etn — 1.

n-1 n n+1
L AVAVAVAYS SAVAVAVAVE SAVAVAVAVE SAVAVAVAVR)
—_—
uIl

Force de rappel élastique exercée par le ressort de droite, de longueur £,,,4, reliéalamassen + 1:
Fd,n =+ k(fns1 — fo)é)x =+ k(fps1 — a)éx
Avec fpyq = fsq +Unpqr — Uy = A+ Upyq — Uy
Fgn=+ k(upi1 — un)gx
Force de rappel élastique exercée par le ressort de gauche, de longueur £,,_;, relié alamassen —1:
Fé],n = - k({)n—l - a)gx
Avect,_ 1 =a+u, —uU,_q
F:g,n = - k(un - un—l)gx
Force élastique totale sur la masse n :
By =Fgn+Fgn= k(upiq —up —up + un—l)éx = k(Un41 — 2u, + un—l)é)x
Projection du PFD sur (Ox) : mil, = k(Upyq + Up_q — 2Uy)
Généralisation avec £, # ¥ :
Force de rappel élastique exercée par le ressort de droite, de longueur €,,,,, relié alamassen +1:
Fgn=+ k(fpe1 — {)o)é)x
Avec ¥pyq = Lsq + Upyq — Uy
Fan =+ k(feq + tnpr — tn — £0)8x
Force de rappel élastique exercée par le ressort de gauche, de longueur £,,_;, relié alamassen —1:
Fg =—k(fp-1— fo)éx
Avecty_ 1 = fsq + Uy — Up_4

Fy=—k(fsg+ tn — Un_g — £0)éx
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Projection du PFD sur (0x) : mii, = k(Upqq + Up_q — 2Uy,)

Plusieurs remarques :

— L'intérét d’introduire les écarts a I'équilibre est de faire disparaitre les grandeurs a I’équilibre et la longueur a vide des

oscillateurs étudiés (ce qui n’est guere étonnant puisque I'équilibre est caractérisé par la compensation de tous ces
termes.

— I’équation portant sur u, fait intervenir également les déplacements u,,,; et u,_4, il y a couplage entre les oscillateurs.
2

.. a2%u
2. Avecu,(t) » u(x = na,t): i, - Fet

(un+1 — un) _ (un — un—l)

2
a a 2 d°u 2
Upyq +Up_q — 2U, = P a - Wa
. 2u , 0%u
mil, = k(Upyq + Up_q — 2U,) - mog = k el

Obtention d’une équation de propagation de type d’Alembert.

De maniere plus académique : On applique I'approximation des milieux continus, et on considéere donc que les N objets u,,

varient suffisamment lentement pour pouvoir introduire un unique objet : la fonction u(x = na,t) = u,, considérée comme

une fonction continue, pour laquelle on peut écrire des développements limités ici a I'ordre 2 en considérant a << A longueur
caractéristique de variation de u.

2 52
a® 0°u
Upy1(®) =u((n+ Da,t) = u(na,t) + a (na t) + T 9Z (na,t)
2 2
Uy,_1(t) = u((n —1a, t) ~ u(na,t) — a—(na t)+— T 922 (na,t)
. ou, a? d%u, aun a? 0%u,
mil, = k(Upyq + Upq —2uy) = k| u, +aa— ol 0x2 —ag- +z xz  lun

Les premiers ordres se compensent :

0%u, a? 9%u, , 0%uy,
Mo = kg o TR 5
0%u, ka u, 0%,
9tz ~ m oxz  ° ox?

En posant|c = a\[E
m

On retrouve une équation de d’Alembert
3. c¢=+ka*/m=aw,

La chaine contenant n = L/a ressorts, la force f statique sur la chaine est celle sur un atome, avec

f=kdl=kAL/n =kaAL/L
On en déduit la force F sur les N = S/a? chaines en paralléle qui forme la tige de section S :

AL kS AL

S
F=Nf=Zkap =27

Par identification, on en déduit la relation entre le module d’Young et la structure élastique microscopique du modele :

E=k/a
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