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ELECTROMAGNETIQUES DANS LES CONDUCTEURS OHMIQUES ; ONDES THERMIQUES

Plan du cours

1) Conductivité d’'un métal en régime Variable...........cocui ittt st st sbe e b et et 1
A) Conducteur ohmique — rappels sur le modele de Drlde.........ceeeiieriiiiiiiiiieeee e 1
B) Conductivité en régime variable dans un conducteur ONMIQUE..........eiieeiiiii i 2
Q) Electron@uULralité dU CONQUCTEUN....coouiii ittt st e e et e s stae e e s abe e e e abaeessasteeesasseeessnbeneennnes 3

1) Propagation dans un conducteur ohmique en régime lentement variable.........cccccooiiiriiniiiiinneee 4
A) Cadre des régimes [enteMENT VAriables ..........eiiiiiiiiiiiii et e e e e e s etb e e e e st b e e eearaeeeanaeas 4
B) Relation de dispersion en régime lentement Variable...........c.oooieiiii i 5
Q) Propagation aVeC EffEet 08 PEAU........civi ittt ettt ettt st st e s et e sbe e bt e be et e et e sasesbeeaean 9
D) Ll Y T = Yu o T gl < (=Y =d =Y u o LU PRSI 11

1)) (0] 0o [T =T o g o TTo [ =T USRSt 14
A) YU F: 14 To a1 Lo Yo [=1 [ PSPPSR 14
B) Evolution de [a tempeérature dans 1€ SOI.........c.oiiiriiiiiiiiee ettt st st s st e saeente e eas 15

Au programme

Extrait du programme officiel : partie 4 : Electromagnétisme

Si le modele de I'onde plane est présenté dans le cadre de I'espace vide, les études des ondes électromagnétiques dans
un plasma ainsi que dans un milieu ohmique permettent d’illustrer I'importance des couplages entre les champs, les
charges et les courants. Elles sont également I'occasion d’enrichir les compétences des étudiants sur les phénomeénes
de propagation en abordant, par exemple, I'effet de peau, le phénomeéne de dispersion, les notions de vitesse de groupe
et de phase, de fréquence de coupure ou encore d’onde évanescente.

Notions et contenus Capacités exigibles

4.5. Propagation et rayonnement

Propagation d’une onde électromagnétique | Etablir et interpréter I'expression de la longueur caractéristique
dans un milieu ohmique en régime | d’atténuation de I'onde électromagnétique dans un milieu
lentement variable. Effet de peau. ohmique.

|) CONDUCTIVITE D’UN METAL EN REGIME VARIABLE
A) Conducteur ohmique - rappels sur le modéle de Driide
Un milieu est dit conducteur si, sous I'action d’un champ électrique, un courant de conduction se met en place .

Dans le modele de Drude de la conduction électrique dans les métaux, on considere la vitesse d’ensemble des électrons
PN , s bwd . . ..
soumis a une force électromagnétique de Lorentz v qui est la vitesse moyenne des porteurs de charge, et les collisions

des porteurs de charge sont pris en compte par le biais d’une force de « frottement » de type fluide avec F=- %17.

Nous avons alors établi I'expression de la conductivité y, des matériaux ohmiques en régime continu, définie par la loi
d’Ohm locale.
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J : vecteur densité de courant en C.m2s?

Yo : conductivité Q'.m™?

avec y, = n.e2t/m ol n, est la densité particulaire d’électrons libres (en m) et T un temps caractéristique dit temps
de relaxation pouvant étre interprété comme la durée moyenne entre deux collisions successives d’un électron sur les
cations du réseau.

Pour le cuivre : o = 5,7.107 S.m™*, 7 ~ 10" s et n, ~ 6. 1028 m*3,

B) Conductivité en régime variable dans un conducteur ohmique

m Cadre de I'étude

Comme dans les plasmas, les conducteurs ohmiques étudiés sont des métaux comprenant des ions supposés fixes et
des électrons de conduction de masse me et de densité particulaire n, libres de se déplacer dans le métal.

Dans ces conducteurs ohmiques, un champ électromagnétique agit sur les électrons de conduction et les met en
mouvement, ce qui créé une densité volumique de courant. Cependant, contrairement au modeéle de plasma dilué, les
métaux auxquels nous allons nous intéresser correspondent a des milieux denses. Il faut alors bien tenir compte des

m -

collisions entre les électrons et les ions du réseau par le biais d’'une force de « frottement » de la forme F = -V

Lors de la propagation d’une onde électromagnétique dans un matériau métallique, il faut a priori tenir compte du
champ magnétique dans I'expression de la force de Lorentz :

ﬁ=—e(§+17/\§)

Comparaison des composantes électrique et magnétique de la force de Lorentz en supposant comme dans le vide
B~ E/c:
| Ferecll /| Fnagll ~ E/vB ~c/v > 1

Pour des électrons non relativistes, v < c et la force magnétique est négligeable devant la force électrique :

=3

F~ —eE
m Conductivité complexe

Exercice 1. Conductivité complexe

On considére une OPPM de pulsation w envoyée sur un conducteur ohmique, caractérisé par densité volumique n,
, , , g -
d’électrons correspondant aux porteurs de charges. Les électrons se déplacent avec une vitesse d’ensemble v et sont

c N o g P T4 N =4 m
soumis dans leur mouvement a des collisions modélisées par a une force de type frottement F = — —7.
T

1- Etablir I'expression d’une loi d’Ohm généralisée en définissant une conductivité complexe du milieu.

2- Al'aide des données fournies, évaluer I'ordre de grandeur du temps de relaxation 7.

2
3 - Simplifier cette expression pour wt << 1etwt >> 1 ; montrer dans ce 2°™€ cas quey = —ig, %ou I’on précisera

I'expression de w,,.
Données : ¥, ~ 107 S.m™, e?/m ~ 1078 C2. kg™t et n, ~ 1028 m™.

— 2 H _ MY -13 ~ -14 H
Onadoncy, = n.e“t/m soit T = ENlO S. (t = 10™** s pour le cuivre).
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Lorsque le champ électrique varie sinusoidalement, le modele de Driide est généralisé en introduisant une conductivité
complexe y(w) :

Yo
)_/(a)) T 1+iwt
On a alors
= = Yo =
= E =
J Z(w) — l1+tiwr—

C) Electroneutralité du conducteur

Le passage du champ électrique dans le conducteur met en mouvement les charges électriques présentes ; nous allons
étudier I’évolution de la densité volumique de charges électriques dans ce contexte.

Considérons donc un conducteur ohmique vérifiant la loi de Joule locale :

- = Yo =
= F=——_F
a Z(w) - 1+iwt—
Equation locale de conservation de la charge :
d
o +divi=0

Jat
En notation complexe : iwp +divy =10

Loi d’'Ohm locale :

]=yE soit ia)p+divyE=0 ou iwp+ydivE=0

Equation de Maxwell-Gauss : div E = gﬂ soit dans 1'équationde conservation de la charge :
0
iw0p 4+ )4 0 it ( n 1 Yo ) 0
iw =p = soi iw+———)p=
p & p & 1+iwt p

iw
(iw(l + iwT) +y_0> p=0= ((iw)2 +—+ﬁ> p
N T
En revenant aux notation réelles, on obtient I'équation différentielle :

d’p  1dp . vo
—+t-—7—+—p=0
dt? tdt gt
En utilisant les ordres de grandeur caractéristiques des métaux, on trouve un discriminant du polynéme caractéristique

. s 1
associé A= = — 40~ 40 <o,
T TEo TEo

Les solutions du polynéme caractéristique sont donc

1 1
r,=——=i=-VvV-A
- 2t 2
Correspondant a une solution en régime pseudopériodique soit un régime sinusoidal amorti pour p(t). Le temps

caractéristique de décroissance de I'exponentielle sera de 21, avec une pseudo-pulsation de EV—A.

Ainsi, pour des durées de quelques T, la densité de charges électriques tend vers zéro apres passage d’'un champ
électrique excitateur. Pour des champs de période T telle que T > t soit f - cette densité de charge ponctuelle

pourra étre négligée.

Lors du passage d’un champ électrique de fréquence excitatrice inférieure & 1013 Hz, un conducteur ohmique peut étre
considéré comme électriquement neutre. On se placera alors dans le cadre de |'approximation :

vt,p=0
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Il) PROPAGATION DANS UN CONDUCTEUR OHMIQUE EN REGIME

LENTEMENT VARIABLE

A) Cadre des régimes lentement variables
1) Hypotheéses et premiéres conséquences

m Simplification de I’équation de Maxwell-Gauss dans le cadre des régimes lentement variables

Exercice 2. Electroneutralité d’un conducteur ohmique en régime lentement variable

On étudie en général I'évolution de la densité volumique de charges aprés s’étre placé dans le cadre ol f «< 1/7. la
conductivité y(w) du métal est approchée par sa valeur statique : y(w) = y(w = 0) = y, et on exploite la loi d’'Ohm

locale J = y,E. En exploitant I'équation locale de conservation de la charge, étudier I'évolution de la densité volumique
de charge au cours du temps.

)l . . - fip s . .0 - - =
L’équation de conservation de la charge doit étre vérifiée dans le métal, soit a—’; +divj = 0. Or avec J = ¥yE, on en

déduit, d’aprés I'équation de Maxwell Gauss

dap . Op - dp p
T + divjy 3t + yodiv. T + Yo &

En intégrant :

—t/Tr

P = po€
Avec T’ = £y/y, ~10718 s nommé temps caractéristique de Maxwell.

Aux fréquences f « 1/t auxquelles on travaille, on a toujours T > T > 7', ce qui signifie que la relaxation de la densité
volumique de charge dans le conducteur est toujours infiniment plus rapide que la variation qui pourrait étre imposée
par la variation temporelle du champ source.

A ces « basses fréquences » (f < 1/T), les électrons ne peuvent pas se concentrer localement pour former des amas
chargés dans la masse du métal car le phénoméne de conduction les disperse quasi-instantanément vers les surfaces
du matériau (ce phénomeéne explique que les métaux se chargent en surface, ce processus est I'analogue de la décharge
d’un condensateur dans une résistance, de temps caractéristique RC analogue a &,/y, )

En présence d’une OEM de fréquence f « 1/7~10%* Hz, la densité volumique de charge p est uniformément et
constamment nulle :

p(M,t) =0
Equation de Maxwell Gauss simplifiée :

divE =0 (MG)

m Simplification de I’équation de Maxwell-Ampére dans le cadre des régimes lentement variables

Nous avons vu que dans les conducteurs ohmiques, dans le cadre de I’ARQS magnétique, les courants de déplacement
restent tres inférieurs aux courants ohmiques de conductions

W _ vollEll v _
Wl ||0E|| &ow ot
€0 |13e

> 1

!

On peut donc négliger les courants de déplacement dans I'équation de Maxwell Ampére devant les courants de
conduction de type ohmique

rotB = to] = .uoyoﬁ (MA4)
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m Cadre général des régimes lentement variables

Jusqu’a des fréquences de I'ordre de -~ 103 4 10* Hz, correspondant aux fréquences optiques (domaine visible), on

utilisera les approximations suivantes, constituant le cadre des régimes lentement variables dans lequel on se

place pour la suite de notre étude.

- Laconductivité y(w) du métal est approchée par sa valeur statique : y(w) = y(w = 0) = y,. On peut alors décrire

la conduction dans un métal en présence d’une OEM par la loi d’Ohm locale J = yoﬁ;

- Le métal est supposé électriquement neutre en tout point et en tout instant : Vt,p = 0.

¥

- Onestdans le cadre de ’ARQS magnétique, — > 1.

lipll

Le comportement d'un métal vis-a-vis des ultra-violets, des rayons X ou des rayons gamma ne pourra pas étre

décrit par le modele envisagé dans ce cours.

2) Equations de Maxwell simplifiées et conséquences associées

|
divE =0 divB=0
_ .. 0B B .
rotE = 3 rotB = uoj = UoYoE
m Conséquences
En notation complexe :
kE=0 k.B=0
knE=wB  ikAB=—uyok

A partir des équations de MG et MT :

> Les OemPP dans les conducteurs ohmiques en régime lentement variable sont transverses.

> On retrouve la méme relation de structure que dans le vide en notation complexe :

KA

F=2/E

w

ezl

B) Relation de dispersion en régime lentement variable
3) Propagation d’'une onde électromagnétique

Exercice 3.

Equation de propagation des champs électrique et magnétique

Etablir I’équation de propagation des champs électrique et magnétique dans un conducteur ohmique en régime

lentement variable.

ae 0, d o
AE = E(FO'CB) M:.A.E(HOYOE) = HoYo 5,

oF
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L OE
AE = [gYo m

Le champ magnétique vérifie la méme équation de propagation

. Gz
AB = loYo 1]

La propagation d’une onde électromagnétique dans un conducteur ohmique en régime lentement variable vérifie les
équations de propagations suivantes :

Dans un conducteur ohmique de conductivité statique y, dans le cadre des régimes lentement variables, les champs
électrique et magnétique vérifient les équations de diffusion

== oF —— 9B
AE = poYo 2t AB = HoYo 57

Ces équations ne sont pas des équation de d’Alembert mais des équations de diffusion de la méme forme que celle
obtenue lors de I'étude de la diffusion thermique.

Il était prévisible que I'onde électromagnétique ne vérifie pas I'’équation de d’Alembert. En effet, 'équation de
d’Alembert décrit des phénomeénes de propagation sans atténuation, tandis que dans un conducteur ohmique I'énergie
de I'onde est progressivement absorbée et dissipée par effet Joule.

Si I’équation de propagation n’est pas la méme, certaines propriétés des ondes dans le vide se retrouvent également
dans les conducteurs, en particulier le caractére transverse de ces ondes car les équations de Maxwell en divergence
s’écrivent de la méme fagon dans le vide ou dans les conducteurs (plasmas ou conducteurs ohmiques).

4) Relation de dispersion

Exercice 4. Relation de dispersion dans un conducteur ohmique en régime lentement variable

Nous étudions la propagation d’une onde électromagnétique dans un Y

conducteur ohmique en régime lentement variable, et nous allons rechercher

. . . . . vide | métal
pour le champ électrique une solution sous la forme harmonique suivante

E = Epel(*'"1)g, @=0t,nf .27

=)

[T
&

~iwt =
. . q 2 S z e [
en supposant un forcage sinusoidal imposé en x = 07 § un métal occupant 0

tout le demi espace x > 0. On cherche a quelle(s) condition(s) sur k la forme
ci-dessus peut décrire la propagation dans le métal.

1- Quelle est la direction de propagation de cette onde ? sa polarisation ?

2- Etablir la relation de dispersion associée.

3- Déterminer I'expression du vecteur d’onde k par deux méthodes de résolution de I’équation de dispersion.
4- Ecrire la forme des champs sachant que I’on cherche des solutions bornées.

5- Etablir les expressions des vitesses de phase et de groupe. Les conducteurs ohmiques en régime lentement variable
constituent-ils des milieux dispersifs ?

1- Polarisation rectiligne selon (Oy), propagation selon (Ox) dans le sens direct

2- Larelation de dispersion s’obtient en injectant dans I’équation de propagation la forme générique du champ
électrique
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(_ik)zi = KoYo (iw)E
Soit

KZ —LloYow

3- Cherchons la solution exacte du vecteur d’onde k sous la forme générale k =k, + k; en commengant par
rechercher k, et k;.

Méthode 1 de résolution :

—im/2 —im/2

Avec —i =e ,onak? = —iuyy,w =e UoYow

1—1i

k=xe ™* [usyow = i(
L4 HoYo 2

On définit la grandeur § homogeéne a une longueur :

) Vitorow

2
5=
HoYow
Soit
(1-1)
k==
Y
On obtient k, = —k; = i% =+ 12 =+ f#olzfow

Méthode 2 de résolution
k? = (ky + ik;)? = —ippyow
k2 — k? + 2ik.k; = —iugyow

2

HoYow’

On en déduit |k, | = |k;| et 2k,.k; = —pgyow soit en notant § =

1
[kl = |k;l =53

a-:
5

E:

I+

4- On recherche le champ électrique de la forme :
oo i(wt—kx) 3
E = Epel(0t-k)g,
Puisque deux valeurs de k sont possibles, la forme la plus générale des solutions de I’équation de propagation est a
priori une combinaison linéaire :

. (1-i) . (1-1) . .
E =éoel(wt_ Bl x)é,y +Aaez(wt+ 8lx>§y — Ao e_%el(wt_%)gy +A66+%€l(wt+%)

Si Ej # 0 alors 'onde diverge pourx — +00, ce qui est physiquement impossible puisque I'onde ne regoit pas d’énergie
mais en perd (effet Joule) au cours de la propagation dans le métal. Par conséquent, dans un métal semi infini (épaisseur

> §), seul le signe @ est pertinent, avec k = a-n :

. (1-10) ) X X
| wt———F—Xx - ilwt-=
= Eye ( §7)é,=Eyes el(“’ 6)§y

1]

En repassant en notation réelle :

E=E, e™*® cos(wt—x/5+¢)é,

atténuation  terme de propagation
par effet Joule
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Allure qualitative :

Ey(x,t) N

Relation de structure sous forme complexe a partir de I’équation de Maxwell-Faraday :

E = é "x AEOei(wt—Ex) — (1 _]) é’x /\Eoe—x/é'ei(wt—x/é')
)
SN2z, ™
B=—& AEye*%cos (wt—x/5+¢ _Z)
w

Densité de courant dans le conducteur :
D’aprés la loi d’Ohm locale :

. -9 .
= _E = _Eoel(wt_Tlx)éy = ZEO e_g el(wt_g)é)y

1 2 e .
5- Onak,=-k;==etd = or par définition, la vitesse de phase est v, = — = w = W
& HoYow P ky HoYow

1~y

w 2w
vy == [—=f(w)
ke, HoYo

Milieu dispersif avec une vitesse de phase qui augmente avec w, contrairement au cas des plasmas dilués.

. dw 1 UoYow . UoYow 2k?
Vitesse de groupe : v, = — or k, =~= |=2— soit k7 ==""— ouencore w =-——d’ol
dky 8 2 2 HoYo

dow 4k, 4 [ugyow 2w
Vg = = = =2 = Zv(p
dk,  HoYo HoYo 2 HoYo

Relation de dispersion dans un métal :
k* = —iggyow

L’équation de dispersion est complexe, de solution générale de la forme k = k, + ik;.

Sa partie réelle rend compte de la propagation et sa partie imaginaire de I'absorption.

Démarches classiques !!
. . TT T . . T o
On remplace i par exp (l E) = cos + isin_ =i

On remplace —i par exp (—i;—t) = cos (— g) + isin (— g) ==
i 1+i

P 1+i 7 T T 1
On remplace ei™*par — : e™/* = cos= + isin— = —=—
P par-z g TSy =EtiE=7

En définissant la grandeur § homogéne a une longueur, et appelée épaisseur de peau :

2
5=
HoYow
Ona kr=—ki=i%, soit
1-9
k=+
- = &

MPI12024-2025
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C) Propagation avec effet de peau

1) Expression des champs

Pour une onde incidente de la forme E = Eoei(wt‘ﬁx)éy, on obtient des solutions de la forme, pour les milieux
absorbants :

E=E, e™*® cos(wt—x/8+¢)é,

atténuation  terme de propagation
par effet Joule

L'onde n’est pas une onde progressive, car son amplitude diminue au cours de la propagation sur une distance
caractéristique §. Elle est appelée onde plane pseudo-progressive harmonique, par analogie avec les régimes

pseudo-périodiques des oscillateurs.

Remarque : il s’agit la du cas le plus fréquent d’'un milieu absorbant ; il existe des milieux actifs amplificateurs comme
les cavités laser qui vont présenter un terme d’amplification a la place du terme d’atténuation :

E =E, etx/é cos (wt —x/8 + @) é,

amplification  terme de propagation
par un milieu actif

Elle correspond a la longueur

2
HoYow

est la longueur caractéristique d’amortissement d’une pseudo-OPPH au sein du conducteur : pour x > 6 I'onde est
totalement absorbée et le champ est quasiment nul.

L’épaisseur de peau est d’autant plus faible que les fréquences sont élevées et que les conducteurs sont de bons
conducteurs avec une conductivité élevée.

Remarque : Attention !l il ne s’agit pas d’une onde évanescente ! si on retrouve la notion d’épaisseur de peau, elle n'a
pas le caractere stationnaire de I'onde évanescente et présente un terme de propagation (forme d’onde progressive).

La composante du champ électrique évolue spatialement dans le métal 4 effet de peau
entre les deux exponentielles +E(x = 0,t) e™*/% en pointillés sur le af
graphe ci-dessous. af
— 1 3
T o
g ~
Ll
3l
“o 05 10 15

Illustrons graphiquement les effets de retard temporel en différents points au cours du temps
ef fet de peau

Ch. OND.3. : Propagation d’ondes et effet de peau S. Najid — Lycée Corneille - Rouen MPI 2024-2025 9

20



2) Caractere dispersif du milieu

m Vitesse de groupe et vitesse de phase

1 { 2
Onakrz—kizg,etdz e

Vitesse de phase v,, : par définition

© - 22 C )
v, =—= = w
¢ k, HoYo

Milieu dispersif avec une vitesse de phase : un paquet d’onde se propageant a travers un conducteur ohmique est
déformé. Par ailleurs, la vitesse de phase augmente avec w, contrairement au cas des plasmas dilués.

Remarque : seule |a partie réelle de k intervient, la partie imaginaire correspondant au terme d’atténuation et ne jouant
donc pas de role dans la propagation et en particulier sa vitesse.

Vitesse de groupe v, :

Pour un milieu absorbant vérifiant une relation de dispersion donnée pour les OemPPH, par définition, I'indice n du
milieu est :

k(@) = n(@)kyige = (@)~ avec  n(w) = n,(w) — iny(o)

n,(w) indice de réfraction et n;(w) indice d’absorption.

Il s’agit de comparer le comportement de I'onde dans un milieu d’indice n a celui de I'onde dans le vide.

La propagation est liée a la partie réelle et I'absorption a la partie imaginaire ; ainsi, n,.(w) représente l'indice de
réfraction et n;(w) I'indice d’absorption, avec

w w
kr(w) = n.(w) - et ki(w) = ni(w)?

m Indice optique d’un milieu ohmique en régime lentement variable

(@) = 4 _ 4 _ Czlioyo= Yo
T Vv, (w) 20 2w 2we,

HoYo

On retrouve qu’il s’agit |a d’un milieu dispersif.

3) Généralisation de I'effet de peau

Lorsqu’une onde électromagnétique incidente arrive sur un conducteur ohmique, nous avons montré que les champs
et donc les courants électriques sont non nuls uniquement sur une fine couche de I'ordre de §, I'épaisseur de peau,
située a la surface du conducteur.

Ce résultat, établi pour une onde électromagnétique, est bien plus général et se retrouve dés qu’un courant variable
parcourt le conducteur.

Lorsqu’un conducteur ohmique est parcouru par un courant alternatif, celui-ci est localisé uniquement a la surface du
conducteur, sur une épaisseur d’autant plus faible que la fréquence du courant est élevée.
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Cet effet est appelé effet de peau.

m Ordre de grandeur de I’épaisseur de peau dans le cuivre

f(Hz) -0 50 10° (1kHz) 10° (1 MHz) 10° (1 GHz)

6(m) - o0 9.103%~ 1 cm 2.10%~ 1 mm 6.10° 2.10% =~ 1 um

On en conclut que les ondes électromagnétiques péneétrent peu dans les métaux, d’autant moins que le métal est
conducteur et que la fréquence est élevée (A = 2 /k, = 214).

En revanche, aux fréquences du réseau électrique (50 Hz), les champs électriques et magnétiques sont présents sur
I’'ensemble du métal des fils électriques (qui dépasse rarement le cm), de maniére quasi-uniforme.

Enfin, une onde de téléphonie mobile (GHz) est totalement absorbée par un feuillet de cuivre de quelques microns

Exemple d’application : Cage de Faraday : structure en métal (pleine ou simplement grillagée) qui arréte les ondes OEM
et protege les systemes délicats des perturbations extérieures, mais aussi des tentatives d’espionnage. Il s’agit parfois
a l'inverse d’une cage de Faraday non voulue empéchant la transmission des ondes EM.

D) Interprétation énergétique
1) Puissance rayonnée

Exercice 5. Bilan énergétique
Considérons une onde électromagnétique se propageant dans un conducteur ohmique, de champ électrique
E = Eyje™*/%cos (wt - % + <p0) é,
1- Etablir I'expression du vecteur de Poynting instantané associé.
2- Déterminer I'expression du vecteur de Poynting moyen et interpréter le résultat obtenu.
3- Etablir I'expression de la densité volumique de courant associée.
4- Etablir 'expression de la puissance volumique cédée par I'onde au milieu (puissance volumique absorbée).

5- Déterminer I'énergie dissipée dans une tranche de surface S comprise entre x et x + dx. Commenter le résultat
obtenu.

Exprimons le vecteur de Poynting dans le cas d’une onde polarisée selon 5y, de la forme

R X
— -x/8 3
E = Eje™/ cos(wt—g+(p0)ey

E _ %5;( Agoei(m—gx) _ %5;( A 5yEOe—x/5ei(wt—x/a+<po) _ (1-9 Eogze—x/éei(wt—x/5+(po)
B = ;/onéze"‘/‘scos (a)t - % + @y — g)
= E;:)E; = lEl—Zéye‘x/‘scos (a)t - % + goo) /\%Eoéze‘x/‘scos (a)t - % + @0 — %)
= \Z)E:Oz é.e ?*/%cos (a)t - % + goo) cos ((ut - % + Qo — %)
(M) = \(/SZE;‘;OZ é,e"2*/8 (cos (wt - g + q)o) cos (wt - % + @y — %))
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(cos (wt - % + (po) cos (wt - % + @y — %))
_(cosz(wt—£+ T _X ' _x in (%
= 5 <p0)) cos (4) + (cos (wt 5 + <p0) sin (wt 5 + (po)) sin (4)
= (cos(wt—§+goo) cos(wt—§+<po —%)) = %cos(g) = g
= E® | _
(M (x) = 28wty €x€ 2x/6

A partir de la loi d’Ohm locale, on trouve que

Soit

> -x/8 X >

J =YoEpe cos (a)t ~3 + (po) ey
Les deux vecteurs sont en phase et le vecteur densité de courant présente le méme terme d’atténuation (effet de peau)
Puissance volumique cédée par I'onde a la matiére (absorbée par le milieu) : p,, =f.§

N
dans un conducteur ohmique en régime lentement variable, avec la valeur de E :

Py =J.E = YoE* =, [Eoe'x/‘scos (a)t - g + (po)]z

(.E) = yo(E?).
L= X X 1 X
(.E) = yoE2e %5 (cos? (wt - E)) = EyoEge %5
Considérons une tranche d’épaisseur dx compris entre x et dx, de surface S, de volume dt = Sdx
o x
Puissance moyenne absorbée : 6P, = {p,)dt = (J.E)Sdx = gyoEge_ZSde = 8Pjoute

Cette puissance a été cédée par I'onde : la puissance électromagnétique pénétrant dans le systeme est plus élevée que
celle qui en sort, du fait du terme de décroissance.

=1 Eo? > . .
Avec ([I)(x) = ﬁexe 2x/8 terme de transfert (entrée en x —sortie en x + dx):
0

5P, = S[(I) (M) (x + dx)] = PALIC 5( 2><H>( )d 2 B %54

transfert = ) (x x)| = Ax X = S x)ax = 52#0(1)56 x
2

Eo —z% Sdx

= —-2 =
How82 "
5= |——
HoYow

En moyenne, I'intégralité de I'énergie cédée par I'onde est absorbée par le milieu et dissipée par effet Joule ; c’est la

1 X
EyoEge 8§ dt = 6P ps

I'origine de la décroissance observée. On retrouve le bilan d’énergie en régime stationnaire.

Considérons une onde électromagnétique se propageant dans un conducteur ohmique, de champ électrique

R X
— -x/8 2
E = Eje™/ cos(a)t—§+<p0)ey

m Expression du vecteur de Poynting moyen
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A |'aide de la relation de structure issue de I’équation de Maxwell-Faraday, on obtient

V2

- x T
_ = 2 ,—x/6 _ N
B = 5% E,e,e cos (wt 5 + @y 4)

D’ou

_ EAB 2E? x x T

— 70 2 ,-2x/8 _ _ _ -

I1 e o, exe cos (wt 5 + (po) cos (wt 5 + @ 4)

Et on trouve alors
(T)Go) = 20 g ements
280wy *

Remarque : on peut également obtenir ce résultat a I'aide de la représentation complexe (obtention directe de la valeur
moyenne, mais pas la valeur instantanée !!).

1 EAB"
(II) = =Re | ——=
2 Ho

Le vecteur de Poynting représente la puissance rayonnée par le champ électromagnétique, et comporte un terme de

décroissance dans I'espace : e “2¥/9,

L'onde transporte de moins en moins d’énergie au fur et a mesure de sa progression dans le métal ; la puissance
magnétique transportée par I'onde s’atténue sur une distance §/2 et est nulle a I'infini, et négligeable au bout de
quelques 6.

2) Energie dissipée par effet Joule
m Densité de courant dans le conducteur ohmique

A partir de la loi d’Ohm locale, on trouve que
- X i wr-X
J=YE =v¢Eyes el(wt 5)9

Le vecteur densité volumique de courant J ne prend de valeurs appréciables que dans une couche d’épaisseur e de

quelques fois I'épaisseur de peau § a la surface du conducteur. Il s’agit Ia de I'une des manifestations de I'effet de peau.
Lorsque I'épaisseur de peau est petite devant les autres dimensions caractéristiques du conducteur, le courant est
modélisé par des courants surfaciques.

Dans le cas des régimes lentement variables, la conductivité étant réelle, j et E son en phase.

Exemple d’application : Utilisation de fil multibrin plutét qu’un céble épais dont le coeur ne servirait a rien (haute
fréquence ou cables haute tension).

Le courant reste localisé sur une épaisseur caractéristique & a proximité de la surface (effet de peau), il est inutile
d’utiliser des fils de trop grande épaisseur.
m Puissance volumique cédée par le champ EM a la matiére

En exploitant la valeur de E trouvée précédemment :
L = 1 X
(]-E)=V0<E2)=ZV0E36 §>0

Cette puissance volumique absorbée par le milieu et donc cédée par I'onde électromagnétique a la matiére est ensuite
dissipée par effet Joule. Elle explique la diminution d’énergie de I'onde lors de sa propagation (et donc I'effet de peau),
ce qui peut étre vérifier.

m Bilan d’énergie sur une tranche de surface S comprise entre x et x + dx

X

Puissance moyenne absorbée : 5P, = (p,)dt = (J.E)Sdx = %yoEge_zdex = 6Pjoute
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Cette puissance a été cédée par I'onde.

Le fait que (ﬁ) décroisse exponentiellement avec x nous 4y
indique en effet que I'énergie « pénétrant » a I'abscisse x est .
Rx+d
plus importante que I’énergie « sortant » a I'abscisse x + o) .(x *)
dx, tandis que [I'énergie moyenne du champ —_— .
+
électromagnétique est constante entre x et x + dx. 0 S
Expression du terme de transfert (Entrées — sorties) :
I _ B —2x/6

Avec (II)(x) = 25wng €x€
Terme de transfert (entrée en x — sortie en x + dx) :

5 d ALV S L E2e % d

:Ptransfert - S[(H)(x) - <H)(x + x)] - _ST X = uowéz e Sdx - EVoEoe T

“ 5=\JH012’0(U
S (x) — (M) (x + dx)] = (. E)Sdx

5?transfert = 6Pyps

La décroissance exponentielle de I'amplitude du champ électromagnétique au fur et a mesure de sa progression dans
le métal s'explique donc par le transfert d’énergie de I'onde a la matiére puis a sa conversion d'énergie
électromagnétique en énergie thermique ; c’est I'effet Joule.

IlI) ONDES THERMIQUES
A) Situation modeéle

On part ici d’'un exemple pratique pour dégager une idée plus générale. Supposons que nous voulions connaitre les
répercussions dans un matériau donné (le sol par exemple) des fluctuations de température atmosphérique.
m Exemples:

« A quelle profondeur doit-on creuser la cave pour que le vin se conserve correctement ?
« A quelle profondeur faut-il enterrer les canalisations d’eau pour que I'eau ne géle pas la nuit ?

T=T,+ a, cos(wt)

Partons alors du modele simple suivant : I'espace est divisé en deux par un plan infini, arr 0
a I'abscisse x = 0. sol
L’atmosphére occupe tout le demi-espace x < 0 et le sol, supposé homogene, tout le
demi-espace x > 0. On batit ainsi un probléeme unidimensionnel.

Les fluctuations de températures dans I'atmosphére sont elles-mémes modélisées X

suivant une loi sinusoidale de la forme :

T(x <0) =Ty + ay cos(wt)
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Ce type d’évolution modélise assez bien les variations journaliére (jour-nuit) ou annuelle de la température a la surface
du sol. La température « oscille » donc entre une température maximale T, + a, et une température minimale T, — a,,
avec une période qui peut étre la journée ou I'année, T, étant alors la température moyenne sur la journée ou I'année,

0

15 Mars 15 Mars 15 Mars ——— Température mensuslle du sol
Ciel serein Ciel moyen Ciel couvert = ——Moyenne mobile de la température du sol
-2 -2 -2 Moyenne mabile de la température de I'air
o ¢ I I
L 20 .20 < 20 4 v
- 4 - A N
E 15 I 1 1 E 15 1 1 1 | E 15 1 1 1 n . : \ » ‘,' .I.' ‘4 il 1 |
| A L2l 4 1 I | |
dm | | dm | | | | dm | I I | Grs #1 :: Vi mA! .:..._ A1 A IWAN: .'T
I [ [ B LY TY TV T L ri | [ ¢ Tkt |
E E o § s © bELUTV UL AT e [ T PR ol
T O T 0 T 0 s 8 T v T 15 o i A1
[ ~ = ® o L i S Pl 1 bl |
5 | | | 5 | | | -5 | 1 | 5 ""“““"’H‘\u CE | | W
o & 12 13 24 a6 12 12 24 0 6 12 18 24 2. e [ P 1 oe B} Phe] f b, L Y 4
- N - E | 4 [ 1Y) | [ 4 I T
Heures (temps univ.} Heures (temps uniw} Heures (temps uniw} g i ¥ el v o4l \
|| [ 13 W J | - \/
12 4 1 & t -
. R _ [ 1% 4 |% I I\l \
15 Juin 15 Juin 15 Juin v 1| s

Ciel serein Ciel moyen Ciel couvert 14 q

o 25 : 5 25 o 1
= - + == . =20 I | I 1988 1990 1992 1904 1996 1908 2000 2002
& 15 — £ 15 e NN p—a

T 4 I I @ g S T4 I Evolution annuelle de la température, dans le nord
=N l | | =N | | | | =% i | | | H
E : E g E : canadien.
s | - | - Mars Temperatures
o &6 12 18 24 o6 1z 18 24 0 &6 1z 18 24
Heures (temps univ.} Heures (temps uniw} Heures {temps uniw} ﬁ

P =

’tl? (=]
. a ¥ L2
Evolution journaliere de la température a Louvain (Belgique) ci-dessous § o W \ / \ '
et sur Mars ci-contre e ,ﬂ \ /r L8
] .
g R =1 =
On note 5 8
K .
A la conductivité thermique du sol &
. ‘ 860 966 960 B85 87.0
p la masse volumique du sol Voo  — W — we
sole

¢ la capacité thermique massique du sol

D la diffusivité thermique du sol D = %

On s’intéresse a la réponse a la profondeur x, a une date t : T(x, t) avec x positif.

B) Evolution de la température dans le sol
1) Mise en équation

Pour x = 0, T(x, t) vérifie I'équation de diffusion thermique (EDT) en I'absence de source interne :

(GT) b o%T
ot/ “\ox?),
La linéarité de cette équation nous améne a estimer qu’aprées un régime transitoire, la température dans le sol

variera selon un régime de type sinusoidal forcé, la température sinusoidale de I'atmosphére jouant le réle d’excitation
sinusoidale.

Selon les résultats vus en mécanique, la température du sol en régime sinusoidal forcé variera avec une période
temporelle égale a la période de variation de la température dans I'air, donc avec la pulsation w.

On cherche alors une solution pour T(x =, t) de la forme :
T(x,t) = Ty + a(x) cos(wt + ¢(x))
Avec @ (x) déphasage de la température a la profondeur x par rapport a la température en surface.

Leterme T(x,t) — Ty = 6(x,t) = a(x) cos(wt + (p(x)) correspond alors a la fluctuation de la température autour de
la température moyenne T,.

Cette température doit par ailleurs satisfaire a deux conditions aux limites :
en x = 0: continuité de la température a l'interface sol-air :

(T(O' t))sol = (T(t))air =Ty +a cos(wt) CL(0)
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en x — +oo : les variations temporelles de températures ne sont plus sensibles, la température est constante, égale a
la température moyenne T, :

(T(+°o' t))sal = T() CL(OO)

2) Recherche de la solution T (x, t)

Exercice 6. Onde thermique

On étudie la propagation d’une perturbation thermique T (x < 0) = T, + a, cos(wt) dans le sol caractérisé par x = 0.

On note A la conductivité thermique du sol, p sa masse volumique, ¢ sa capacité thermique massique et D sa diffusivité

. A
thermique telle que D = e

On recherche la réponse a la profondeur x = 0, a une date t, sous la forme T(x,t) = Ty + a(x) cos(wt + (p(x)), a

laquelle on associe O(x,t) = T(x,t) — T, = a(x) cos(a)t + <p(x)).

1- Etablir 'expression de la grandeur complexe associée 6(x, t) ainsi que I'équation vérifiée par a(x) en exploitant
I’équation de la diffusion thermique.

2- Résoudre cette équation, et établir I'expression de T (x, t).

La dépendance sinusoidale temporelle nous améne a travailler en représentation complexe pour résoudre |'équation
de la diffusion.

AT(x,t) =T, + a(x) Cos(wt + go(x)), onassocie O(x,t) = T(x,t) — T, = a(x) cos(wt + qo(x)), qui par linéarité
vérifie également I’équation de la diffusion thermique.

6(x,t) = a(x) exp (i (a)t + (p(x))) = a(x) exp(iwt) exp(iq)(x))
Soit en introduisant I'amplitude complexe : 0(x,t) = a(x) exp(iwt)

ot a(x) = a(x)exp(ip(x))

00
(a_?) = iwa(x) exp(iwt)

exp(iwt)

ox2) —  dx?

(28) -2

exp(iwt) (6 Q) _d a(x)

) s . y . e 90\ . (3%6\ _ .
D’ou, en exploitant I'équation de diffusion (6t)x D (_69(2)15 =0:
. . d*a .
iw a(x)exp(iwt) =D d—xzexp(lwt) =0

et, en simplifiant le terme oscillant (non nul), on obtient finalement

© () — D d’a 0
iw a(x Frhe
Ou, sous forme plus habituelle,
d’a iw
dx? p W =0

Equation différentielle d’ordre 2 en a(x), linéaire, a coefficients constants, sans second membre, les coefficients étant
cependant complexes.
Equation caractéristique : 7% — % =0

lw

Soit rr==
D
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D D 2
ei”/4=cosz+isinzzi+ii=1+i
4 4 V2 V2 2
- 21+i
2D 5

. . 1+i
Démarche classique !!  On pose § tel quer = i%

c’'est-a-dire § = \/%
n=[E]-r w-

Solution générale de I'équation différentielle en a(x) :

1+ 1+
a(x) = Aexp (—Tx)+§exp <+ 5 x)

ou

X X X

a(x) =Aexp (— g) exp (—i E) + Bexp (+ E) exp (+i E)

Le premier terme donne une amplitude qui décroit quand on descend dans le sol, c’est cohérent avec la seconde
condition aux limites donnée.

Le second terme est quant a lui a exclure, 'amplitude augmenterait avec x : B est nécessairement nul. | CL(c0)

On retient donc une solution :

X

o) = dexp (- E) o ()

Ce qui donne, pour la température en fonction de x et t :

T(x,t) =Ty, + Aexp (— %) exp (—i %) exp(iwt)

On peut encore écrire

T(x,t) =Ty + Aexp (— f) exp|i (wt - —)
- - o 1)
Enx = 0, il y a continuité de la température CL(0)

(T(O, t))sol = (T(t))air =Ty + ag cos(wt)
Soit, en complexes,

T(0,8) = To = ag exp(i wt)

Or
0 . 0 .
T(0,t) =Ty, + Aexp (— 5) exp | i (wt - E) =T, + Aexp(i wt)
d’ou Aexp(i wt) = a, exp(i wt)
A=a

On revient a I'écriture réelle de la température en prenant la partie réelle de I'expression précédente :

T(x,t) =Ty + Re(a(x) exp(iwt))

T(x,t) =Ty + agexp (— %) cos (a)t - g)
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La dépendance sinusoidale temporelle nous amene a travailler en représentation complexe pour résoudre I'équation
de la diffusion.

AT(x,t) =Ty + alx) cos(wt + go(x)), on associe 0(x,t) = T(x,t) — Ty = a(x) cos((ut + go(x)), qui par linéarité
vérifie également I'’équation de la diffusion thermique. On a alors :

0(x,t) = a(x) exp (i (a)t + (p(x)))
Soit en introduisant I'amplitude complexe :
0 = a(x) exp(iot) o a(®) = a(x) exp(ip(x))
. ) s . e a0\ . (9%6\ _ .
En exploitant I'équation de diffusion (E)x D (axZ)t =0:
2

. . d .
iw a(x)exp(iowt) — D Wexp(lwt) =0

soit

d’a iw =0

— ——a(x) =

dx?2 D —
Equation différentielle d’ordre 2 en a(x), linéaire, a coefficients constants, sans second membre, les coefficients étant
cependant complexes.

Z . s e 4. . 2 _2 — . — ﬁ 1+i
Equation caractéristique : r 5 0 soit r=+ /D 7
AFmfi 1+i 2D
On définit § tel quer = i% avec 6 = o

Solution générale de I'équation différentielle en a(x) :

a(x) = Aexp (—%x) + B exp (+ ! ; ix) = Aexp (—g) exp (—i g) + Bexp (+g) exp (+L' g)

Le second terme B est nécessairement nul pour ne pas avoir de solution divergente.

On retient donc une solution : a(x) = Aexp (— %) exp (—i g)

Soit T(x,t) =T, + Aexp (— g) exp (i (wt — %))

Enx = 0, il y a continuité de la température CL(0)

(T(O: t))sol = (T(t))air =Ty +ag cos(wt)
Soit, en complexes,

T(0,t) — Ty = agexp(i wt) = Aexp(i wt)

Solution physiquement acceptable de I’équation de propagation de la forme :

T(x,t) =To + ag exp (— ;) cos (wt - g)

Il s’agit d’un effet de peau de la méme forme que dans un conducteur ohmique parcouru par un courant alternatif, ce
qui était attendu, les équations de diffusion étant similaires.

3) Interprétation : évolution de la fluctuation de température en fonction de la
position et du temps

a) Termes de propagation et d’amortissement, épaisseur de peau

= Le terme cos (wt —%) est un terme de propagation, on peut parler d’'une « onde plane progressive de diffusion

thermique » avec une longueur d’onde qui serait 1 = 21§.
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= Leterme exp (— %) est un terme d’amortissement, I'onde plane progressive est atténuée au cours de sa propagation.

La distance § apparait comme une distance caractéristique de I'atténuation : elle donne un ordre de grandeur de
I’épaisseur du milieu dans laquelle la température fluctue de fagon importante.

L’épaisseur de peau thermique & est la distance caractéristique de I’atténuation de I'onde thermique, soit la distance
caractéristique sur laquelle la température fluctue de fagon importante.

6= \/% telle que T(x,t) =Ty + ay exp (— %) cos (wt = %)

Remarques

- La profondeur caractéristique & montre que I’hypothése d’une profondeur infinie peut étre remplacée par celle
d’une profondeur finie, grande devant §, mais suffisamment faible pour que des phénomenes supplémentaires de
réchauffement n’interviennent pas ...

- 6 diminue si w augmente :

Plus les variations de températures sont rapides, moins elles se propagent loin.

- 6 estdel'ordre de grandeur de la longueur d’'onde A = 21§, I'onde est donc trés vite atténuée.

Représentation de T(z, t) a différents instants en fonction des points de I'espace

onde thermigue

20

onde thermigue

0.0 0.5 10 15 20

0.0 02 04 06 08
z (m)
z (m)
Représentation de T(z, t) en différents points du milieu au cours du temps

16

onde thermigue

onde thermigue
16 ; 1
=

14} 1| z=mxd |
— 12} H
%] o 12
@ Q
— — -
— 10 = 0 F -
o o
g 8r g al

B Bl

4 4

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
t(s) t (s)

On constate que I'amplitude de température décroit au fur et a mesure que I'on s’enfonce dans le matériau (le flux
thermique s’épuise puisque le matériau absorbe une partie de ce flux) et que son évolution se déphase par rapport a

I’évolution en surface et qu’a la cote d , la variation temporelle de température est exactement en opposition de phase
avec celle en surface.
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Ordres de grandeur de I'épaisseur de peau thermique 6 :

Matériau c(J. K1 kg™ u(kg.m=3) AW.KLm™) T &(m)
24h 0,11
Terre 9.102 2.103 0,8 ]
365 jours 2,1
Cuivre 3,85.102 8,9.103 390 1h 0,36

Une cave profondément enterrée reste insensible a I'alternance diurne de température, et est peu sensible a

I'alternance annuelle. Sa température reste a peu pres constante, ce qui en fait une piece « thermostatée ».

m Temps et longueur caractéristiques

ps fZD . . . , P - 2
On a défini § = — sl est la pulsation des variations de température, le temps caractéristique est la période 7 = En

(notée ainsi car T est la température). Soit

ZDT D‘r
2m

On trouve une longueur caractéristique de diffusion de I'ordre de v D1, ce qui est en accord avec ce qui a été vu

précédemment.

b) Compléments sur I'onde de température

L’étude de I’évolution de la température dans le matériau a montré qu’elle évoluait comme une onde plane harmonique

progressive, dont 'amplitude décroit au fur et a mesure que I'onde s’éloigne de la surface (qu’elle pénetre dans le

matériau étudié). L'amplitude de I'onde décroit de fagon exponentielle, proportionnellement au terme exp (— g), en

raison de I'absorption d’une partie de I'énergie thermique par le matériau, ce qui est pris en compte par le biais de sa

capacité thermique.

La représentation complexe de la fluctuation de température :

8(x,t) = ag exp - E) P (i (1 - %))

peut également s’écrire :

0(x,t) = ay exp (— f) exp (—i f) exp(i wt) = a, exp (—%(1 + i)) exp(i wt) = a, exp <—i ad (% + 1)) exp(i wt)

é é

5
x 1-9
6(x,t) = ay exp (—13(—1 + 1)) exp(i wt) = a, exp( [wt - x )

0(x,t) = ay exp (i (wt — Ex))

1-i
aveck = — vecteur d’onde complexe de I'onde.

En I'écrivant sous la forme k = k, + ik; de facon a faire apparaitre sa partie réelle et sa partie imaginaire, on retrouve

les résultats généraux établis pour les ondes OEM.

Forme générale de la grandeur complexe d’une onde plane harmonique :
g(x,t) = g, exp (i (wt — Ex)), aveck = k, + ik;

Onde absorbée dans I'espace & k =k, +ik; € C aveck; <0

1

Distance caractéristique d’absorption § = ™
i

m Vitesse de phase v, de 'onde thermique (vitesse de propagation de la phase de 'onde)

vy, = k_ =wéd =,/2Dyw

Milieu dispersif pour les ondes thermiques, avec le méme type d’expression que dans un milieu conducteur.
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