TD MQ.2 ET 3 : PUITS, MARCHES ET BARRIERES DE POTENTIEL

®  CONSEILS A SUIVRE » ERREURS A NE PAS COMMETTRE

Rappel : En notant p, (x) la densité linéique de probabilité de présence en x :

W= xp@ar @)= 2

mrortant Désigne un exercice classique, qu’il est nécessaire de savoir refaire de fagon rapide et rigoureuse

Py

:@Z

Difficulté des techniques et outils mathématiques nécessaires

Difficulté d’analyse, de compréhension, prise d’initiatives

®  APPLICATIONS DE COURS

Exercice 1.  Solutions stationnaires dans un puit de potentiel infini mu%m .Mpommrg' 2| X20u3

On considére une particule quantique de masse m enfermée dans un puits de potentiel infini caractérisé par un

potentiel de la forme : V(x) = {

3-

+o00 ourx <Oetx>a , , .
P , vérifiant I’équation de Schrédinger :

0 pour0<x<a

o¥(M,t) h?
jh————— = ——A¥Y(M M, )Y (M
ih—0n oy AP (M0 + VM, ¥ (M, t)

Discuter brievement du comportement de la particule dans le cadre d’une description de mécanique
classique.

On recherche des solutions stationnaires a I’équation de Schrodinger, établir les équations vérifiées ainsi que
la forme générale de la solution associée a la partie temporelle.

Etudier le cas ou V (x) est infinie.

On étudie a présent les solutions stationnaires pour la plage de positions telle que V(x) = 0.

Donner I'expression simplifiée de I'équation de Schrodinger associée ainsi que les conditions aux limites
vérifiées par la fonction d’onde stationnaire.

Résoudre compléetement I'’équation de Schrodinger pour E < 0, puis pour E = 0.

Déterminer la solution de I'équation de Schrodinger indépendante du temps pour E > 0, et montrer que les
différentes grandeurs caractéristiques de la particule sont quantifiées.

Etablir en particulier I'expression de I’énergie de la particule et de son état fondamental (état de plus basse
énergie).

On cherche les solutions stationnaires sous leur forme W(x, t) = @ (x). f(t)

Exercice 2.  Energie minimale de confinement — critere semi-quantitatif m%\m |'Q' 2| 4

Le

niveau fondamental dans le puits infini est d’énergie E; non nulle, telle que
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On rappelle que dans le cas du puits infini, les solutions stationnaires a I'équation de Schrddinger sont la
superposition de deux OPPH se propageant, avec la méme amplitude, selon les x croissants et x décroissants.
Pour un niveau d’énergie n, on a alors :

Pn(x,t) = —i\/g [exp (i (%Tx — E—f:t)> — exp <_i (%Tx + E_f:lt)>]

Nous nous proposons de retrouver a un facteur pres cette expression en exploitant le critere d’indétermination
d’Heisenberg.

1- Rappeler la définition quantitative de I'indétermination Ap, sur la quantité de mouvement p,.
2- Déterminer a I'aide d’un critére physique la valeur (p,.) de la moyenne de la quantité de mouvement p,.

3- Quelle est I'indétermination spatiale Ax sur la position x de la particule ? Exploiter I'inégalité d’Heisenberg
pour exprimer la moyenne du carré de la quantité de mouvement (p2),,;, et en déduire I'énergie minimale
de la particule qui par définition correspond a I’énergie minimale de confinement.

Exercice 3.  Etats non stationnaires dans un puits infini IMF%\NTI:Q: 2| 2

1- Considérons une particule quantique piégée dans un puit infini de largeur a. Les états stationnaires associés
correspondent a des fonctions d’onde ¥, (x,t) = @, (x) exp(—iE,t/h) avec,

ou n estun entier

n =

) = 2.(n7rx) ¢ B = , m2h?
on(x) = |—sin e o

2 - On pose E; = hwg pour le niveau fondamental. Exprimer w, en fonction de a, m et A puis les expressions Ej,
des niveaux d’énergie n en fonction de n, h et w,.
3 - On considére I'état décrit par la fonction d’onde ¥, (x, t) telle que Y, (x, t = 0) = @,,(x). Donner I'expression

de Y (x, t) pourt > 0.

4 - On considére a présent I'état décrit par la fonction d’onde ¥ (x, t) telle que :

1
YOt =0) = — (@100 + ()

Correspondant a un état dit « superposé ». En utilisant le résultat de la question précédente, donner
I'expression de Y (x,t) pourt > 0.

5- Calculer la densité de probabilité de présence du ;g4
quanton. Montrer qu’il s’agit d'un état non |
stationnaire oscillant sinusoidalement (en une
1.0 4
position x donnée) au cours du temps a la pulsation
Eo—E . . 0.5
Wose = Zh L entre deux états décrits par
0.0
1 2 1 2 T T T T T T
5(‘!’1(?5) — 9, (x)) et;(fpl(x) + ()" 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
3 TN — >
6 - On a représenté ci-contre les modules au carré des v N ::1":2
. .. . 54 / N a
fonctions (fl (x), @, (x) ainsi que ceux des fonctions / N
f \Y
Pg(x¥) = 7 (@1(x) + 92(x)) et 14
1 ,z \\\
Pa(x) = Z(@1(x) — 92(x))- ol 2 Yemmmmmmmmmmea N
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Que peut-on dire plus précisément de I’évolution du quanton dans le puits au cours du temps ?

Exercice 4.  Solutions stationnaires a une marche de potentiel wrorTanr .Mpomm|'@' 2| X20u3

Soit une particule quantique arrivant depuis x < 0 sur une marche

_ (0 pourx<O0
V(x)_{VO pourx > 0°

1- Prévoir le comportement d’une particule classique (arrivant de —o) selon la valeur de E.

Dans la suite, nous allons chercher des solutions stationnaires associées a E > 0 solutions de

h2 d*@(x)

— T V@) = Ee(x)

2 — Donner I'expression simplifiée de I'’équation de Schrédinger dans la région | correspondant a x < 0 puis

déterminer la forme ¢, (x) des solutions.

3 — Donner I'expression simplifiée de I’équation de Schrodinger dans la région Il correspondantax = 0
4 — Dans le cas ou E >V, établir I'expression générale ¢;;(x) des solutions dans la région Il

5- Exploiter les conditions de continuité de la fonction d’onde et commenter les résultats obtenus.

6 — Dans le cas ou E < V), établir I'expression générale ¢;;(x) des solutions dans la région Il

7- Exploiter les conditions de continuité de la fonction d’onde et commenter les résultats obtenus.

8 - Montrer que la fonction d’onde dans la région Il possede une structure d’onde évanescente

9- Déterminer la valeur de § pour un électron de conduction au voisinage de la surface d’un métal dont le travail
d’extraction (cf. effet photoélectrique) vaut 4,3 eV.

Exercice 5.  Barriére de potentiel et effet tunnel  wiéoimin wiomin | & 2| 22

e . , Y - . .y )z . V
On modélise ici, toujours en géométrie unidimensionnelle, une barriére d’énergie (2)
potentielle de largeur a et de hauteur finie V;, par une fonction V (x) paire :
a a
0 pourx < ——etx >—
V(x) = 2 2
vV a a —a/2 0 q/2 T
0 pour —-<x <~
2 2 Région | Région I1 Région 11

On considére dans la suite un faisceau de particules quantiques incidentes, d’énergie E provenant de —oo (arrivant
depuis les x < 0) et se dirigeant vers la barriére de potentiel.

1- Rappeler brievement ce que serait le comportement de ce quanton s'il était régi par la mécanique classique.
On rappelle I'équation de Schrodinger indépendante du temps :
n? d2p(x)
2m dx?

2- Discuter brievement le cas E = V. On se place dans toute la suite dans le cas E < V.

+V(x)(x) = E@(x)

3- Déterminer la forme générale de I'’équation de Schroédinger indépendante du temps dans les régions | et llI
correspondanta x €& [— %; %] On ne cherchera pas a déterminer les différentes constantes d’intégration qui

apparaissent dans ces deux solutions.
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4- Déterminer la forme générale de I'équation de Schrodinger indépendante du temps dans la région Il telle

J2m(Vo—E < s . yeoy s .
que x € [—%; %] On posera a = % On ne cherchera pas a déterminer les constantes d’intégration

qui apparaissent.

5- Enoncer les propriétés générales de la fonction d’onde en x = —% et x = +% permettant d’écrire un
systéme de 4 équations dont les 5 inconnues sont les constantes d’intégration des questions précédentes.
On ne cherchera pas a résoudre ce systeme. Quelle derniere hypothése permet de définir complétement la
fonction d’onde en tout point x ?

6- Le coefficient de transmission T correspond a la probabilité pour la particule de traverser la barriere de
potentiel. On peut établir son expression en fonction des caractéristiques de la barriére et de la particule :
1
+ 3
4E(Vy — E)

T =

1 sh?(aa)

Par définition, une barriére épaisse est telle que sa largeur a est grande devant la distance caractéristique &
(en pratique, un facteur supérieur a 3 suffit). Donner I'expression approchée de ce facteur de transmission
dans le cas d’une barriére épaisse et commenter le résultat obtenu

¥ EXERCICES INCONTOURNABLES

Exercice 6.  Puits infini et probabilité de présence  wioman | 1] €2
Une particule est dans son état fondamental dans un puits de potentiel infinientre x = 0etx = L. Quelle est

la probabilité pour la particule de se trouver dans l'intervalle [L/4; 3L/4] ?

Exercice 7. Modeéle de diode laser (D’aprés CCP 2017) IMF%\NT |Q 1 |Xz

On modélise, en premiéere approximation, une diode laser par un puits quantique rectangulaire infini de largeur
L. Une particule quantique de masse m et d’énergie E, décrite par la fonction d’onde spatiale ¢ (x) et soumise a
I’énergie potentielle IV (x), satisfait I'équation de Schrédinger des états stationnaires :

B d2g(x)
o+ (V) — F) () = 0

La modélisation avec un puits quantique de hauteur infinie nous conduit a décrire I'énergie potentielle de la
particule par :

_ (too pourx < Oetx > L
V(x)—{ 0 pour0 <x <L

1 - Ecrire I'équation de Schrédinger des états stationnaires dans la zone ol le potentiel est nul. En déduire la forme
générale de la fonction d’onde spatiale.

2 - Justifierque p(x = 0) = p(x =L) =0 etque fOLI(p(x) |?dx.
3 - Montrer que la fonction d’onde spatiale est quantifiée. Quelle analogie peut-on faire ?

4 - En déduire, pour 0 < x < L, que la fonction d’onde spatiale s’écrit :

2 [V2mE
pkx) = zsm( o x>
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5 - Etablir la quantification de I'énergie de la particule. i

6 - D’aprés le cliché ci-contre, déterminer I'énergie du niveau le plus bas, en
supposant que la particule quantique placée dans le puits de potentiel est un
électron. En déduire la longueur d’onde pour I'’émission correspondant aux niveaux

n=1etn = 2.  x

0 L
Données m, =9 1.10™3% kg ; h=10.1031.s Figure 1 - image au microscope électronique d'une diode laser

Exercice 8.  Etats stationnaires du puits rectangulaire infini  wforanr |"Q" 2 IX'Z ou3

1) On considére un puits de potentiel infini, avec V(x) = 0 pour0 < x < L. Rappeler les fonctions d’onde
Y, (x) d’'une particule de masse m dans ce puits.

2) Donner en s’appuyant sur un argument physique la valeur moyenne (x) de la position x dans I'état n.

3) Calculer la valeur moyenne (x?) de x? dans I'état n.

4) En déduire I'indétermination sur la position, donnée par son écart-type : Ax = /{(x2) — (x)2. Quelle est la
limite de Ax lorsque le nombre quantique n dévient trés grand ?

5) Pour un niveau d’énergie donné, quelles valeurs peut prendre la quantité de mouvement p,. ? Quel est I'écart
type Ap,. sur celle-ci ? Montrer que I'inégalité de Heisenberg est vérifiée pour tout n. Pour quelle valeur le produit
Ap,.. Ax est-il le plus petit ?

Exercice 9. Boite quantique tridimensionnelle  wrorTant |'Q" 2| X2

1) On considére une boite quantique tridimensionnelle telle que I'énergie potentielle est nulle pour x € [0; a];
y € [0; b]; z[0; c], et infinie ailleurs. En admettant que I'on peut chercher les solutions stationnaires sous la
forme @ (x,y,z) = @x(x)py,(¥)@,(2), trouver ces solutions, et les énergies associées.

2) Sia = b = c, quelle est la dégénérescence des trois premiers niveaux d’énergie ? (des niveaux d’énergie sont
dits dégénérés lorsque ils ont la méme énergie totale pour des caractéristiques différentes; ainsi, une
dégénérescence de 2 signifie qu’il existe deux états différents conduisant a la méme énergie).

Exercice 10. Modele unidirectionnel de 'atome d’hydrogene & 2| ¢ 3

Les états stationnaires a symétrie sphérique de I'atome d’hydrogene peuvent étre modélisés a I'aide du modéle

unidirectionnel suivant : I'électron est dans le puits d’énergie potentielle V(x) = +oosix < 0,etV(x) = —A4/x
2 2 1

On posera @ = ~ — (constante de structure fine).
4meghc 137

e

six > 0,avecA = .
471'80

1) Montrer que ¢@4(x) = xexp (_2) pour x > 0 et ¢; =0 pour x < 0 est solution de I'équation de

Schrédinger indépendante du temps pour une valeur de a que I'on déterminera en fonction de #, ¢, m et A. Faire
I’A.N. pour m,c? = 511 keV et ic = 197 eV. nm.

2) Etablir I'expression de la valeur de I'énergie E; et faire I'application numérique.
3) Normaliser la fonction d’onde en posant ¢(x) = B (x). Calculer B.

4) Représenter la densité de probabilité de présence en fonction de la variable 7/a. A quelle distance la probabilité
de trouver I’électron est-elle la plus grande ?
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Exercice 11. Falaise de potentiel IMI%L\NT |'Q" z|){'2 ou3

1) Une particule de masse m et d’énergie E se dirige dans le sens des x croissants .

vers la falaise de potentiel représentée ci-contre. Quel est le mouvement de la i E
particule en mécanique classique? e
xr
2) Résoudre I'équation de Schrodinger pour tout x, en distinguant les cas x < 0
puis x > 0, sans chercher a déterminer I'expression des constantes d’intégration
qui apparaissent. Dans la région | correspondant a x < 0, on notera 1y, la constante -1

associée a I'onde incidente et i, celle associée a I'onde réfléchie. Dans la région
Il correspondant a x > 0, on notera 7Y, la constante associée a 'onde transmise.

3) Exploiter les conditions aux limites pour déterminer les coefficients r et 7. En déduire le coefficient de réflexion

R défini comme R = |r|? en fonction de « = |1 + % Ce coefficient R correspond a la probabilité de réflexion

d’une particule ; il donne le nombre de particules réfléchies par unité de temps divisé par le nombre de particules
incidentes par unité de temps. Commenter les cas particuliersVy =0, E LK Vyet E > V.

4) Quelle est la probabilité pour qu’une particule d’énergie E = V,, /2 fasse demi-tour ? Etsi E = V,?

Exercice 12. Enrichissement isotopique & 2| €2

On étudie le mouvement de particules dans un potentiel tel que V(x) = 0 pourx < OetV(x) =V, > 0 pour
x > 0.0n envoie sur cette marche de potentiel des particules venant de x = —oo, formant un mélange de deux
isotopes (ayant donc des masses différentes).

1) Pourquoi I'énergie E des particules doit-elle étre supérieure a V; si I'on veut modifier la composition du
mélange ? En quel isotope le faisceau réfléchi est-il appauvri ?

2) Pour une particule de masse m arrivant sur une marche de potentiel, on montre I'existence d’'une onde
réfléchie ; en notant 1) la constante associée a I'onde incidente (amplitude de probabilité de I'onde) et 1) celle
associée a l'onde réfléchie (voir exercice Falaise de potentiel avec V,; < 0), le coefficient de réflexion pour
I’'amplitude de probabilité de 'onde réfléchieest (siE >V, ):

ky — k, 2mE J2m(E = Vy)

=m avec k1= et k,=

T =
h 2 h

3) On définit le coefficient de réflexion R comme R = |r|?; ce coefficient R correspond a la probabilité de

réflexion d’une particule ; il donne le nombre de particules réfléchies par unité de temps divisé par le nombre de

particules incidentes par unité de temps. Quelle est la probabilité de réflexion R d’une particule par la marche de

potentiel ? Représenter R en fonction de E (pour E >V, , mais aussi pour E < V).

3) Que devient R si E = V,;? Dans cette hypothése, on note m; et m, les masses des deux isotopes, toutes les
particules incidentes ayant la méme vitesse. Exprimer R, /R, en fonction de my /m,.

Exercice 13. Radioactivite alpha et effet tunnel (d’aprés Mines Pont PC 2016) .Mp%\m V' 20u3|X20u3

Le tunnel de Fréjus abrite le Laboratoire Souterrain de Modane (LSM), sous 1700 métres de roche. Unité mixte du
CNRS et du CEA, le LSM est en fonctionnement depuis 1982. Le LSM est un site scientifique exceptionnel protégé
des rayons cosmiques, ou ont lieu des recherches sur le neutrino, la matiére noire ainsi que des mesures de faibles
radioactivités et leurs applications aux études sur I’environnement et aux datations. Le LSM est entre autres
spécialisé dans la spectrométrie y. Le rayonnement y, qui suit généralement une émission a@ ou f3, est issu du
noyau de I'atome et correspond a une désexcitation de ce dernier. En effet, apres une désintégration a ou f3, le
nouveau noyau n’est pas toujours dans un état d’équilibre énergétique : il possede encore « un trop plein
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d’énergie », on dit qu’il est excité. Pour se débarrasser de cet excédent, il va émettre un ou plusieurs
rayonnements y d’énergie déterminée et caractéristique du noyau et donc de I'atome en présence. Nous allons
dans cette partie nous intéresser plus particulierement a la radioactivité a.

A - Le quanton libre

[d 18 — Une particule quantique (quanton) est localisée sur un axe (O,i,). L'état quantique
de cette particule est caractérisé par une fonction d’onde : ¥(z,t). Rappeler le postulat de Born
donnant la probabilité dP que la particule se trouve dans l'intervalle [z,z + dz| & l'instant t.
En déduire la dimension de ¥(z,t).

(1 19 — Interpréter la propriété fj;o W (z,t))* dz = 1.
A 20 — Quelle est la signification physique de p = |¥(z,t)|*?

Lorsque la particule posséde une énergie potentielle V(z), la fonction W(z,t) est solution de
I’équation de Schrodinger non relativiste

h? %W (xt) OV (xz,t)
=\ Vv s t) = th—1 -
2m  Jz? +V(z)¥(wt) =1 ot
h —34
avec h=—=1,06 x 107*J - s.
27
[d 21 — Rappeler ce qu'on entend par particule non relativiste. On cherche des états d’énergie

stationnaire £ de la forme W(x,t) = @(x) X f(t). Déterminer I"équation de Schrédinger indépen-
dante du temps vérifiée par p(z) et la forme générale de W(x,t) en fonction notamment de o(z)
et £. Que peut-on dire de la probabilité de présence dP?

On dé{ﬁnit une particule libre comme une particule de masse m, d’impulsion ' et d’énergie
& = £~ > 0 évoluant dans une région d’énergie potentielle V' (z) nulle.

[d 22 — Déterminer la solution générale de I’équation de Schrédinger indépendante du temps
pour une particule libre. Montrer que sa fonction d’onde ¥(xz,f) est la somme de deux ondes
planes se propageant en sens inverse.

4 23 — Définir le vecteur d’onde k que l'on peut associer a cette particule. Déterminer la
relation entre p et k. Comment s’appelle cette relation 7

B — Effet tunnel

Le quanton d’énergie £ arrive d’une ré- V(z)

. e A
gion [1] définie par z < 0 et dans laquelle o (i)
son énergie potentielle est V(z) = 0. 1l Vo

est susceptible également de se trouver
soit dans une région telle que 0 <
T < a ol regne une énergie potentielle
V(z) = V; ou bien dans une région [111] —O.- >T
définie par x > a, dans laquelle V(x) = 5
0. On supposera que 0 < £ < Vj et I'on
cherche des états stationnaires d’énergie

E.

FiGuRrE 4 — Marche d’énergie potentielle

[d 24 — Rappeler brievement ce que serait le comportement de ce quanton s’il était régi par
la mécanique classique.

[d 25 — Déterminer la forme générale de la solution de I’équation de Schrodinger indépendante
du temps dans la région [1]et [111]. On ne cherchera pas & déterminer les 2 constantes d’intégration
qui apparaissent dans la région [1] ni celle qui apparait dans la région [111].
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[d 26 — Déterminer la forme générale de la solution de I'équation de Schrodinger indépendante

du temps dans la région [11]. On posera ¢ = \/%37‘5). Cette solution fait apparaitre 2

constantes d’intégration que I'on ne cherchera pas a déterminer.

(4 27 — Enoncer les propriétés générales de la fonction d’onde en 2 = 0 et 2 = a permettant
d’écrire un systeme de 4 équations dont les 5 inconnues sont les constantes d’intégration des
questions 25 et 26. On ne cherchera pas a résoudre ce systeme. Quelle derniere hypothese permet
de définir complétement la fonction d’onde en tout point z 7

Le coefficient de transmission T correspond a la probabilité de transmission d’une particule ; il donne le nombre
de particules transmises par unité de temps (particules traversant la barriére de potentiel) divisé par le nombre
de particules incidentes par unité de temps.

Un calcul non demandé permet d’obtenir

1
T = V2 ;
1 + mSh (qa)
A 29 — On consideére que le quanton est un électron de masse m, = 9,11x1073! kg et d’énergie

£ = 1,00eV évoluant dans le potentiel décrit sur la figure 4 avec Vy = 2,00eV. Dresser un
tableau des valeurs de ga et T pour a = 0,50 nm ; 1,00 nm et 2,00 nm. Définir ce que 'on appelle
une barriere d’énergie potentielle épaisse et montrer que dans ce cas T' ~ Ty(€,Vp) e 29 ot 'on
précisera l'expression de Ty(E,Vp). En étudiant les variations de Ty(E,Vp) pour 0 < € < Vj,
déduire que pour une barriére épaisse, I'on peut écrire In(7) ~ —2qa.

II.C. — Radioactivité o

La radioactivité « est 'émission de noyaux d’hélium 4, ap- AV(’E)
pelés particules o, par des noyaux atomiques lourds (géné- v I
ralement tels que Z > 82), selon la réaction

4X i He+571Y

dans laquelle A représente le nombre de nucléons (protons
et neutrons) et Z le nombre de protons du noyau X. George
Gamow fut le premier en 1928 a interpréter la radioacti-
vité o grace a l'effet tunnel. Il considéra que le noyau X
était constitué au préalable de la particule a et du noyau Y.
L’énergie potentielle V(z) d’interaction entre ces deux par-
ticules est une fonction de la distance z qui les sépare dont
I'allure est représentée sur la figure 5.
— pour des grandes valeurs de x, cette énergie potentielle correspond a la répulsion élec-
trostatique, et présente donc un profil coulombien de la forme 4:; -
— pour = < Iy, les interactions nucléaires attractives interviennent et I’énergie potentielle
est un puits tres profond.
— pour l'uranium 238 : Z = 92 et 2y = 3,50 x 107 m. La mesure de I'énergie £ des
particules e émises par ce noyau donne une valeur proche de 4,00 MeV.

FiGURE 5 — Allure de I'énergie
de potentielle

[d 30 — Déterminer I'expression de la constante K en fonction de Z et de la charge élémentaire
e = 1,61 x 10719 C. En déduire la hauteur V; de la barriere d’énergie potentielle & franchir.
Calculer la distance z,, & laquelle I'énergie potentielle coulombienne est égale & £. Donner un
ordre de grandeur de la largeur de la barriere d’énergie potentielle a franchir. Peut-on considérer
que la barriére est épaisse ? On donne la masse de la particule o, m, = 6,64 x 1072"kg et on
rappelle que Fleo = 8,98 x 10931
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Etant donné que la barriere d’énergie potentielle
n’a pas la forme simple de celle étudiée dans la

/-Approximation de V(z)

section I1.B, on ne peut donc plus utiliser directe- /\

ment Papproximation de T obtenue & la question | V(z) || I

29. Pour z > =z, on peut cependant approcher RN T
la fonction V(z) par une succession de barridres ~ To<— ><dx —>Tm

rectangulaires de hauteur V() et de largeur dz FigurE 6 — Approximation de la barriere.
(Voir figure 6) suffisamment épaisse pour pouvoir

utiliser I'approximation.

d 31 — En généralisant le résultat obtenu pour 7" en fonction de Tj, déterminer 7'(x + dx)
en fonction de T'(z), g et dz. En considérant, pour simplifier la suite du calcul, que gdz < 1,

établir la relation
2 [*m K
In(7T) = —/ \/2ma ( —S)dx
0 dmegr

[d 32 — On admettra que 20+

[ ,/%_mmxm(ﬂ_g‘/%) 167
0 T 2 Tm
12

logyo( 715 ] )

En déduire la loi de Gamow-Condon-Gurney,

valable pour 7 <1 : 81
b 44
In(T)=a—- —
@ VE
0+
Dans laquelle on exprimera a et b en fonc-
tion des données du probleme. -4+
4 33 — En considérant que la particule (E Mev] )2
fait des aller-retour dans une région d’ex- 0,35 0,40 0,45 0,50

tension 2z et que l'on peut obtenir un
ordre de grandeur de la vitesse de la parti-
cule a en utilisant la relation £ = %mQUQ,
estimer 'expression du temps moyen t,,
entre deux rebonds de la particule sur la barriere d’énergie potentielle. En déduire celles du
nombre moyen de rebonds par seconde, de la probabilité dp d’émission a pendant dt et du
temps de demi-vie 7y 9 de I'émetteur o. En admettant que ¢, varie peu d’un émetteur o a un
autre déterminer une relation entre In(7;/2) et £. Cette loi fut établie empiriquement par Geiger
et Nuttal en 1911.

[d 34 — Comparer les résultats précédents & ceux que l'on peut déduire des mesures ras-
semblées sur la figure 7.

FIGURE 7 — Loi de Geiger-Nuttall

® EXERCICES COMPLEMENTAIRES

Exercice 14. Energie minimale de confinement dans une boite quantique

On considere une particule quantique (non relativiste), de masse m, pouvant se d’déplacer librement suivant Ox
dans un domaine de largeur L,.

1. Quelle est la limite supérieure de I'indétermination sur sa position Ax ?
2. En déduire une limite inférieure pour I'indétermination sur son impulsion (ou quantité de mouvement) Ap,..
3. Que vaut (p,) pour cette particule ? En déduire une limite inférieure pour (p2).

4. En étendant ce raisonnement a une particule confinée dans une boite parallélépipédique de longueurs Ly, L,,

et L,, montrer que I'énergie cinétique moyenne de la particule vérifie :
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(E)>h2 1,11
“Tem\12 12 L2

Exercice 15. Potentiel inconnu

Un faisceau de quantons non relativistes, de masse m et

d’énergie E, se déplace le long d’un axe x'x et provient de—oo. Po)= vl
Chaque particule quantique est soumise a un champ de force .
conservatif, d’énergie potentielle V(x). On admet que cette
énergie s’annule quand x tend vers too. Sur le graphe fourni ;
est représentée la densité de probabilité de présence |y (x,t)|? 2 g &

2 2

d’un quanton. Les oscillations visibles sont sinusoidales.
1. L’état de chaque quanton est-il un état lié ou un état de diffusion ?

2. Quelle interprétation peut-on donner aux oscillations de la densité de probabilité de présence pour x < 0 ?
Le méme comportement est-il observable en mécanique classique ?

3. L’énergie potentielle V(x) est constante par morceaux. Déterminer son allure possible en fonction de x.

. , N . . . . . E
4. La fonction d’onde associée a cet état stationnaire est notée Y (x,t) = ¢(x) exp(lgt). Dans la mesure du

possible, proposer une expression ¢ (x) pour chacune des trois régions du graphique, c’est-a-dire. Donner les
conditions de raccordement qui doivent étre vérifiées en +a/2.

Exercice 16. Orbitales T du benzéne — particule quantique se déplagant sur un cercle (Dunod, intégre, MP/MPI)

Les orbitales m de la molécule de benzéne peuvent étre modélisées (en premiere approche) avec les états
stationnaires d’une particule de masse m astreinte a se déplacer sur un cercle de rayon R. La particule n’a pas
d’énergie potentielle, et sa position est repérée en coordonnées cylindriques par I'angle 6.

1) Quelle est I'équation de Schrodinger indépendante du temps ? 2) Quelle condition doit vérifier ¢(8) pour étre
une solution stationnaire acceptable ?

3) Quelles sont les valeurs de I'énergie donnant un état stationnaire ? Les niveaux d’énergie sont-ils dégénérés (ils
sont dits dégénérés s’ils ont la méme énergie en correspondant a 2 solutions différentes, soit a 2 états quantiques
différents) ? Quelles sont les longueurs d’'onde de de Broglie associées a ces énergies? Commenter.

4) Donner I'ensemble des solutions stationnaires, en les normalisant. Quelles sont les fonctions d’onde
Y(0,t) associées ?

5) Il est possible de placer 2 électrons de spin opposé dans chacune des orbitales correspondant aux états
stationnaires calculés plus haut. Pour la molécule de benzene dans son état fondamental, placer les 6 électrons
sur un diagramme énergétique.

6) Sachant que le passage des électrons 7w du benzéne dans des états excités donne des bandes d’absorption pour
lesquelles la plus grande longueur d’onde est 255 nm, en déduire une valeur numérique de R. Commenter ce
résultat, sachant que la longueur de la liaison C-C vaut 142 pm dans la molécule de benzene (dans laquelle les 6
atomes de carbone forment un hexagone régulier).

2 2
Laplacien en coordonnées cylindriques : Af(M) = %;—T(r g—f) + riz (ZTD + (ZTD
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