QUESTIONS DE COURS INCONTOURNABLES - REPONSES
PHYSIQUE - MPI — 2024-2025

1. Au bout d’un temps infini, le régime permanent continu est atteint, et le

condensateur se comporte comme un interrupteur ouvert. En effet, en

. . P , du, . .
convention recepteur, sa caracteristique est i = Cd_tc' soit pour une tension

= cte, i, = 0:quell it la valeur de | ion, I'intensité le. E
Uc = Cle, L, = 0 :quelle que soit la valeur de la tension, I'intensite est nulle.

Soit ug la tension aux bornes de la résistance (cf. schéma).

Caractéristique de R (convention récepteur) : up = Ri, d’ou up o = Ri, = 0.

Loi des mailles : E =u.+ up soit  E =Ug,+Upo = Uee

Alinstantt = 0~ : Condensateur déchargé soit ¢(0™) = 0 = Cu,(07) soit u,(07) =0
Interrupteur ouvert soit i(07) = 0.

Continuité de la tension aux bornes de € : u.(0*) = u.(07) =0

orE = u.+ ug soit E =u.(0%)+ ug(0*) = ug(0h) = Ri(0%) d'ot i(0*) =§
Lb(;i caracté\;:’istique
des mailles de R
. duc Uc E
Forme canonique:  Onpose RC = t,avec [RC] = T.On adonc T T =

Solution a I'équation homogene : u, 4 (t) = Aet/T

Solution générale a I'équation compléte : u.,(t) = E

Solution générale a I'équation compléte : u, = E + Ae~t/"

t
Conditions initiales : u.(0Y) = 0=A+E soit u. =E (1 —e r)

2. Auboutd’untempsinfini, le régime permanent continu est atteint, et 'inductance
se comporte comme un interrupteur fermé (fil). En effet, en convention

, L di . . o
récepteur, sa caractéristique est u; = LE’ soit pour une intensité i, = cte, "C
e

U, = 0:quelle que soit la valeur de l'intensité, la tension aux bornes de L est

nulle.

Soit uy la tension aux bornes de la résistance (cf. schéma).
Loi des mailles: e =u; + ug soit 0 =up, t+Upe = Upe = Ri

Pl
caractéristique
de R

i =0
Al'instant t = 07 : régime stationnaire e = E, avec a nouveau l'inductance se comportant comme un fil :
u, (07) =0

Loi des mailles: e =u; + ug soit E =u,(07) + Ri(07) =0+ Ri(07) soit i(07) =£

L, ) . , e E
Continuité de I'intensité traversant L : i(07) =i(07) = =

e

ur,



Or e = w + ug soit 0 =u,(0%) + Ri(0*) =u,(0*) 4+ E d’ou u,(0%) = —E
o
des nft;illes
dit .
3 u;, + ug = LE + Ri
Loi caractéristiques
des mailles deRetL
OnposeL/R = t,avec[L/R] = T.Onadonc Z—i+ % =0

3. Loides mailles en définissant les différentes tensions en convention récepteur :

ugp +u,+u. =0

Caractéristiques des dipOles en convention récepteur : uz = Ri U, = L% i=cZ soit
di
Ri+L— =0
1+ T + Uc
En exploitant la caractéristique de C :
RC du, Y d?u, N 0 d*u, Rdu, Ly
—tu, = - — =
dt dt? ¢ dez L dt LC
2
Oscillateur harmonique amorti de forme canonique ddtuzc + %% + wu, =0

Avec w, pulsation propre de I'oscillateur harmonique, en rad.s™, (pulsation des oscillations en régime libre en I'absence
de dissipation d’énergie), et Q son facteur de qualité, adimensionnel et sans unité, mesurant l'importance des
phénomenes dissipatifs (facteur de qualité infiniment grand en I'absence de dissipation d’énergie, intervenant dans de
nombreux phénomeénes : nature du régime des oscillations libres, condition d’existence d’une résonance pour certains
systémes, largeur de la bande passante de certains filtres, etc.)

_R

Par identification : % =

L LC

1
etwj =— =

4. Equation caractéristique:ar? + br+c =0 ou 71?% + %r +wi =0

Discriminant : A = b? — 4ac = (%)2 — 4w} = 4w}k (ﬁ - 1)

REGIME APERIODIQUE REGIME CRITIQUE REGIME PSEUDO-PERIODIQUE
Conditions A >0 0<% A=0 Q=% A <00 >%8

REGIME APERIODIQUE REGIME CRITIQUE REGIME PSEUDO-PERIODIQUE
Amortissement Amortissement élevé Amortissement critique Amortissement faible

2 racines réelles - 2 racines complexes conjuguées :
Solutions de ’ Une racine double 1y, :
I’équation —b+iV=»~A
caractéristique —b+ A Tp =5 =~ T, = 2a - Axj0
T,y = ————— a
ar? +br+c =0 iz 2a
N =|Im(ry)| et A =|Re(ry)|
solutions — ,—At
xy(t) =e Acos (Nt

générales a X (t) H( ) ( ( )
I'équation H xy(t) = (1q + ppt)exp(ryt) + Bsin(Qt))
homogéne = :ulexp(rl t) + 2% eXP(rz t)

= De ™ cos(t + @)




5. LesimpédancesZ, = Ret Z, = o associées respectivement a R et C sont associées en série et forment un pont
_ —_— w
diviseur de tension ; on a donc :

_ Yjtw 1
e = R+ 1/jCws ™ 1+ jRCw?®

Par définition de la notation complexe, on a
E

J1+ (RCw)?

@ =arg (&) =arg(e) —arg(1l + jRCw) = 0 — arctan(RCw)

1
U”"=|E£|=|1+jRng|

6. Attention, il ne s’agit pas de la définition traditionnelle de H, il faut juste s’adapter et obéir aux ordres de I’énoncé !

Ici, H = é =YY= ZL avec Y admittance équivalente du circuit et z, impédance équivalente.
= e_q —
Les dipdles étant en série, Zgg =R+ jlow + j%w,soit
I v 1 1
E =~ L., . - 1

Par définition, il y a résonance en courant lorsque I"'amplitude I,, du courant admet un maximum pour une pulsation

E

E _ E
R+j(Lo-75)

= =, qui est maximal pour un dénominateur
/R2+(Lw—i)
Cw.

2
minimal (numérateur constant), soit pour g(w) = R? + (Lw — i) minimale. R? étant une constante, g(w) minimale

différente de zéro ou l'infini. Ici, on a I, = |I| =

1\2 . .
pour (La)——) minimale.
Cw

2
Solution évidente : (Lcur - ciwr) 0 W, = \/%_C

I'oscillateur.

= w, : La résonance en intensité a lieu a la pulsation propre de

On peut alors montrer (voir cours de 1% année, et démonstration dans cahier de prépa) : largeur de la bande passante :

) I i .
Ao, = %avec les pulsations de coupure o, telles que I,(®.) = m;/"%“", et Q facteur de qualité du circuit tel que Q =
1L
R4 C
7. On note u, la tension d’entrée. Le filtre passe-bas est obtenu en considérant une sortie ug = u, aux bornes de C.

Analyse qualitative : Basses fréquences : C se comporte comme un interrupteur ouvert d’ou i = 0 soit ug = Ri —

0; loi des mailles : u; = u, ; hautes fréquences : C se comporte comme un interrupteur fermé (fil) d’'ou u, — 0 :

comportement passe-bas aux bornes de C.

Les impédances associées a R et C sont en série et forment un pont diviseur de tension :

Ze

Ze + Zg -~

Uc
H::
= U,

Ug =

uC=

En posant RCw = L=y
Wo

Asymptotes dans le diagramme de Bode :

Aux basses fréquences, w — 0 doncx — 0

. 1Yjw 11
" R+1/jCw 1+jRCw 1+ jx




fonction de transfert équivalente :  Hpp ~ 1 soit Gpp = |Hpr| =1 et Ggp pr = 20log(Ggr) =0
BF

Asymptote horizontale aux basses fréquences.

Aux hautes fréquences, x — +oo, fonction de transfert équivalente :

1 . 1
EHF : ]_X soit GHF = |EHF| = ; et GdB,HF =20 log(GHF) = —-20 lOg(x)
HF

Asymptote a — 20 dB par décade aux hautes fréquences

H(x)| = % = % avec |H(xo)| =1/y/1+ x.? soitx, =1letw, =

Par définition, a la pulsation de coupure,

Wo

8. a) Aux BF, C se comporte comme un interrupteur ouvert, aux HF, c’est L. Dans les deux cas, pas d’intensité dans le
circuit donc tension aux bornes de R nulle. Filtre probable : passe-bande.

w f—
b) En posantw—o =x
H=———
= . 1
1+j0(x-)
1 1

P el

Asymptotes dans le diagramme de Bode :

. . jx
Aux basses fréquences, x = 0 soit Hgp = ]E

Gpr = |EBF| :% et Ggppr = 20log(Ggr) = 201log(x) —201og(Q)
Asymptote a +20 dB par décade aux basses fréquences.

Aux hautes fréquences, x — +o0o,soit Hpp = et Gyr = |QHF| = Qix et

L

jex

Gapur = 201log(Gyr) = —201log(x) — 20 log(Q)

Asymptote a — 20 dB par décade aux hautes fréquences

Intersection des asymptotes : 20 log(x) — 20log(Q) = —20log(x) —201log(Q) & x =1 avec
Gapur(x =1) = Ggppr(x = 1) = —201og(Q)

Plus le facteur de qualité est élevé, plus I'intersection des asymptotes S .
Courbe de gain

se fait a une valeur basse du gain. 0

Il est nécessaire pour le tracé du diagramme réel de calculer la valeur R
exacte du gain en w = w, soit en x = 1, donc d’avoir I'expression PRI
exacte de ce gain.

Vo,G(x=1)=1

201log (IG])
L !
3

9. wen,

a) Trois pics a 0 rad/s, 5 rad/s et 70 rad/s d’amplitudes respectives 3, 10 et 5 V.



<)

e)

10.

Le signal de droite correspond a un filtrage passe-bas transmettant la composante continue (fréquence nulle,
associée a la valeur moyenne du signal), et modifiant peu la composante fondamentale mais assez séverement la
composante HF (rang 14). Al'inverse, le signal du milieu correspond au filtrage passe haut, la composante continue
est supprimée, la composante fondamentale plus atténuée que la composante de rang 14 qui passe tres bien.

Valeur moyenne donnant la composante continue (3 V) ; fréquence du signal périodique donnant la fréquence du
fondamental (pulsation de 5 rad/s), facilement lue sur la figure de droite ; pseudo-fréquence sur la figure centrale
donnant celle de la composante de rang 14. Possibilité d’évaluer I'odg des amplitudes de chaque composante sur
la figure de gauche du signal d’entrée

Le signal en sortie du filtre passe-bas possede une moyenne d’environ 3, tout comme le signal d’entrée. Le gain
statique du filtre est quasiment unitaire.

Filtre moyenneur : Filtre passe-bas de pulsation de coupure trés basse (ici par exemple w, = 0,1 rad.s}, en tous cas
suffisamment inférieure 8 w; = 5rad.s™1).

a) Passe-bas (forme du diagramme de Bode en gain) du premier ordre (pente a -20 dB/ décade).

b) On étudie séparément chaque composante en lisant les valeurs de G, et ¢ pour la pulsation de la composante

A S; Gap Gap
étudiée, avec G = = = 10720 soitS; = GE; = 10720 E

Ej
w; Gap; (en G; S;
¢ t wn ‘ i . (t
omposante @y dB) _ 1oazdg' _ GE, 0, 5;()
Wq
(1)0 _—
W, =— an 0 1 E; 0 E; cos(w,t)
100 — 10-2
Ey
-3 L2
Wy, = “2 _ g _3 1020 Ey o 75 (wzt
2 0 Wy = 1/\/§ V2 4 B E)
4
E
w3 —40 _3
w3 o —40 1020 E n 100 cos (w3t
= 1002 102 =102 100 2 1
=10 _ E)

; - B L NI _r
Finalement s(t) = E; cos( w4t) + 7 €0s (a)zt 4) + 155 €08 (wgt 2).

11.

c) pulsation wy,/1000 : domaine des trés basses fréquences, le signal n’est presque pas modifié (de méme que
son amplitude, le gain aux basses fréquences étant de 1) car la trés grande majorité de son spectre se trouve
dans la bande passante, hormis les fréquences les plus élevées : seules les variations brutales vont donc étre
atténuées (angles du créneau arrondis)

d) pulsation 100 w, : domaine des trés hautes fréquences, le signal est trés atténué (gain de 1072 pour le
fondamental). De plus, il s’agit de la zone ou I'asymptote a -20 dB / décade est atteinte : domaine intégrateur.
Le signal d’entrée créneaux donne donc un signal de sortie triangulaire.

Le circuit présente une boucle de rétroaction négative : régime linéaire avec V, = V_eti,* =i,” = 0.

Aveci,” = 0,R; et R, sont en série, et forment donc un pont diviseur de tension. Tension aux bornes de I'ensemble :
VL, tension aux bornes de R, : V_, or en régime linéaire V, = V_ =1,.

N R .
Dot V, = ——V, soit H =

Ry

=14+-=
Ry

NI

_S’
1R

amplificateur non inverseur



A

12. Composantes du signal : pics a fo, 3/o, 5/ et 7f, d’amplitudes respectives A, g,g et

Réplication du spectre : entre 0 et 15 kHz, fréquences supplémentaires a f, — 7f, = 1 kHz (amplitude é) fe—5f =

5 kHz (amplitude g), fe — 3fo = 9 kHz (amplitude 2) , fe — fo = 14 kHz (amplitude A) : phénoméne de recouvrement

entre les composantes du spectre du signal analogique et celles associées a ses répliques, menant dans la plage
f < fn = f./2 alaprésence de « fausses fréquences » ou fréquences « fantdmes » (repliement spectral).

Critéere de Shannon : il faut au minimum f, > 2f ... = 2 X 7f, = 28 kHz.

13. @ § Donner pour chacune des portes logiques NOT, AND, OR, NAND, les caractéristiques suivantes : I'un des
schémas caractéristiques, la forme canonique de l'opérateur et la table logique associée. Montrer que des
associations de portes NAND permettent de réaliser des portes NOT puis AND.

14. En exploitant la loi des mailles et en la dérivant, ainsi que les caractéristiques des dip6les avec un courant d’entrée
nul dans la porte NON (impédance d’entrée infinie pour une porte idéale), on obtient,

dv(t) 1 du(t)

T + ;v(t) = avec T = RC

at =0, 'entrée e bascule a 0 pendant une durée Tj,.

Dans ce cas, u(0") = E car au moins une des deux entrées de la porte NAND est désormais nulle ;
u(0)=es=0s=0=E

La tension aux bornes du condensateur étant continue, on a

v(01) = u(0t) —u-(01) =u(0t) —u(07) =E —0=Eets =v = 0, lasortie du systtme passe donc a 0 et les deux
entrées de la porte NAND sont alors nulles.

e(07)=E,u(07)=0,uc(07)=0,v(07)=0,s(0") =E
e(0") = 0,u(0%) = E,uc(0") = 0,v(0%) = E,s(0") =0

La sortie s n’étant plus égale a E, le systeme n’est plus dans un état stable et va donc évoluer au cours du temps.

15. latension u.(t) = u(t) — v(t) = E — v(t) aux bornes du condensateur va évoluer avec

dv(t) 1 du(t)
dt +?v(t)_ at

0

La solution de cette équation est de la forme v(t) = Ae™ /T = Ee~ /T en exploitant la C.I.

La tension v(t) diminuant de maniére exponentielle au fur et a mesure de la charge du condensateur, elle va, a un
moment, passer sous le seuil de basculement de la porte NON. Si on suppose que ce basculement a lieu lorsque v =
E /2, alors celui-ci aura lieu a I'instant t = T}, tel que

E
v(t=Tb)=Ee‘Tb/T=E = T,=txIn(2)

Casn’l: Ty, >T,

L’entrée e est toujours a 0 alors que la sortie est passée de 0 a E (état haut) au bout du temps Tj, |

atension u = e.s = E ne change donc pas et le condensateur continue de se décharger jusqu’a t = T, ou e(t) basculant

a E, u(t) bascule également car on a désormaisu =e.s = E.E = 0.



La continuité de la tension aux bornes du condensateur impose alors que v(t) subissent une discontinuité afin de vérifier
wu(TH) —v(T) =u(Ty) —v(Ty) = 0—v(Ty) =E —v(Ty) = v(Ty) = v(Ty) — E et partant de cette valeur, le
condensateur va poursuivre sa décharge vers 0.

Casn°2: T, <T,

L'entrée e est déja repassée a I'état haut e = E alors que la sortie n’a pas encore basculé, mais cela n’entraine pas de
modification de u ni de la poursuite de la décharge du condensateur caru = e.s = E.

Ce n’est qu’au bout de la durée T, que s(t) bascule a I'état haut E, entrainant alors celle de u vers 0.

La continuité de la tension aux bornes du condensateur impose alors que v(t) subisse une discontinuité a I'instant T}, afin
de vérifier u(T,") — v(T,) = u(T,) —v(T,) = 0 — g =E —v(Ty) = v(T{) = —E/2 et partant de cette valeur, le

condensateur va poursuivre sa décharge vers 0.

L’état de sortie 0 est donc un état instable de durée T}, quelle que soit la durée du passage T, a 0 de la tension d’entrée.

casou Tb<T0 casou Tb>T0
T, T,
e(t) : 5 . E e(t) : : : E
u(t) : Lo t u(t) : t
v(t) : L t v (t) L : t
' t I t

s(t) T s(t) o T

16. Les concentrations correspondent par définition au nombre de mole du soluté considéré sur le volume total, soit

ici :
Nyateq aVy _ Mg+ sq AL
Nat]s, = = = 3,3.1072 mol/L K*]4y = ——=—"—"=0,1mol/L
Nl ==y =, mol/l - Kl =7 = =y 5y, = Ot mol/
Les ions chlorure étant apportés par les deux solides :
_ Nep-eq  C1V1 + 6V, _
Cl7]eg = = = 1,33.1072 mol/L
S mol/
17.
avancement _ _
(mol) 103 + 51 + 6H* = 31 + 3 H,0
Etat 0 0,1 0,2 Cte 0 0
initial
At & 01— ¢ 02—-5¢ Cte 3¢ 3¢
0,2 Cte
Aty fmax 011 - gmax -5 5 3 Emax 3 Emax
(état max
final) 16 0,1 —0,04 0 Cte 3 x 0,04 3 x 0,04
= 0,06 =0,12 =0,12

Si 103 est I'espéce limitante, dans I'état final 0,1 — &,45,1 = 050it §1051 = 0,1 Mol ;



Si I~ est I'espece limitante, dans I’état final 0,2 — 5§52 = 050it 552 = % mol < &nax1 = 0,1 mol;

- s 0,2
Cest donc I~ qui est I'espéce limitante, avec &4y 2 = - mol = 0,04 mol

18. a) n =1 avec M = 2M(Na) + M(S) + 14M(0) + 20 M(H) = 2 X 23 + 32 + 14 X 16 + 20 x 1 = 322 g/mol

_ 301073
T o322

=9,32.107% mol

b) une mole de sulfate de sodium hydraté (Na:SOs, 10 H20) libére dans I’eau apres dissolution une mole de sulfate et
deux moles de sodium ; on a donc:

Cotp M 9,32.107° . cva  2n 2%9,32.1075

= T =1,86.10 =TT
c° Ve 0,5 Ana c® Ve 0,5

Ca?* +2 HO = Ca(OH)y(s) K° = 10°?; étatinitial : [Ca?*] =2.010* mol.Lt et [HO] =2.0 10 mol.L™™.

Asuifate = = 3,73. 10~*

[CH3C00 1o . [HF]o

19. a) Ona Qy = — = 0 < K° : Evolution dans le sens direct
[F~]o. [CH3COOH]g
Bilan en CH3COOH F~ = HF + CH3COO0~™
concentrations +
E.l Co Co 0 0
E.F. c(1l—a) c(1l—-a) Co Co
. o _ [CH3C007Jeq [HFleq _  (co@? (@ \* , . _ VK _ 0
LAM.: K°= [F-leq. [CH3COOHlgq ~ (co(1-a)? (1—a) d’od =K 13,7%
b) OnaQ, _w=1>1(0= 10°16

" [F]o. [CH3COOH],

Evolution dans le sens indirect : on peut par exemple considérer la réaction inverse de constante K°' = Pl 10+16

Bilan en CH;CO0™ + HF = F~ + CHsCOOH
concentrations
E.l Co Co Co Co
E.F. c(l—a) c(l—a) co(1+a) co(1+a)
. o _ (CH3COOHeq [Flsq _ (coCt+a)? _ (1+a)® ,, . SR — o | VT oo
LAM.: K° = [HFleq [CH3C00 Tog  (co(1-a)? (1_a) d’ou 1+a=VK’'(1l—«a) dou|a = o 72,6%

1 1 1

s = ————— =-10"? > K° = 10> : évolution dans le sens indirect, or en 'absence de produit
[ca?*]g[HO]o 2.107%4x4.10 8

Qr,o =

dans I'état initial, absence de réaction : il ne se passe rien.

20. CH;COOH + HO™ = CH3;C00™ + H,0

K° = 10pKA,base_pKA,acide = 1014_pKA,acide = 109'2 > 1

Réactions quantitatives pour K° > 4 soit pKy 4ciqe < 10 ; Pour des acides trop faibles, la réaction de titrage par la soude
n’est pas quasi-quantitative ; le dosage ne peut étre effectué de cette maniere-ci.

En mol CH5;COOH + HO™ = CH5;CO0~ + H,0

El cVo cV 0 exces

EF pour V = Vg, caVo —$sq = 0 Veqg —&q =0 $sq = Vaqg = cqVy  exces




Veq

Aléquivalence, cgVy — &g = pVieq — &g =0 d'ou c,Veq = ¢ Vo S (e, = m

En exploitant le saut de pH (ici, par lecture directe) : V4 = 10 mL. AN.:c, = % =10"2mol/L

L'indicateur coloré le mieux adapté doit avoir sa zone de virage centrée sur le pH a I'équivalence : pHy,; =~ 9 et la zone de
virage doit étre comprise dans le saut de pH soit entre 7 et 10,5 unités pH

21. Demi-équations électroniques : Cr,02~ + 14H* + 6e~ = 2Cr3* + 7H,0 )
217 =1, + 2e” (2)
Pour se ramener au méme nombre d’électrons échangés dans les deux demi-équations : (2) X 3
Cr,0%~ + 617 4+ 14H* = 2Cr3* + 31, + 7H,0

Réduction des ions dichromate Cr, 04~ et oxydation des ions iodure I~, donc Cr, 05~ oxydant et I~ réducteur.

D'aprés la LAM. : K° [er**]sy Ualea’
apresla LA.M. : _[CTZ0%_]éq[H+]14éq[1_]6éq

Loi de Nernst :

0,06 [Cry027][H*]**
3 lo ( )

E(Cr,0% /Cr3*) = E°(Cr, 0%~ /Cr3*) + — o]

006 (L]
E(I2/17) = E°(I/17) + >~ log ([1—]2)

Aréquilibre, E(Cry037/Cr3*)eq = E(Iy/17)eq sOit

[cr3+lsq I71%q

crp037], [0, .
E°(Cry03/Cr3%) + 2 log <—[ 207 gl eq) = B(,/1) + %2log (2L

0,06 x 3 1. 0,06 [Cr 02—], [H+]14,
EO(CTZO,?_/CrS’-'-) _ Eo(lz/l_) — lOg( [ 2]6(1 ) _ lo ( 2Y7 léq eq>

6 [I_]Zéq 6 [CT3+]éq2

0,06
B(Cry03/Cr¥*) = E°(1;/17) = =~ log (K°)

G(EG(CTZ0;_/CT3+)_EO(12/1_)) 6(E°ox—E°red)
K° =10 0,06 =10 0,06
électrode de Pt électrode de Pt

22. Pour déterminer la polarité de la pile, il faut déterminer quelle électrode a
le potentiel le plus élevé. Pont Salin

Demi-pile 1 : demi-équation rédox : 2 Hg?* + 2e~ = Hg2*

formule de Nernst a I’état initial :

. 006  [Hg**]} sn'* st Ho™* Hg3"
Eio =B+ = logmr o o demi pile 2 demi pile 1
93" loc emi pile emi pile

AN.:E o =091+0,03log50 =096V = Eq

Demi-pile 2 : demi-équation rédox : Sn** + 2e~ = Sn?*

. 0,06  [Sn*'],
E2,0 = Ez + Tlog [Sn2+]0

AN.:E,o=0,15+0,03log 10 = 0,12V = E,,



E; 9 > E;p : la demi pile au mercure constitue la borne positive

de la pile, lieu d’arrivée des électrons, donc de la

réduction : il s’agit de la cathode. La demi-pile au sélénium constitue sa borne négative, lieu de départ des électrons,

donc de I'oxydation : il s’agit de ’lanode .

En fonctionnement, la réaction de la pile est

2Hg** + Sn?* = Hg%*

Pile usée quand Eq¢q = Ez¢q

23. Etape 1: mélange d’ions CIO~,Cl” et ™.

réaction thermodynamiquement la plus favorisée : meilleur oxydant (de potentiel E° le plus élevé) sur le

+ Sn*t

EO
meilleur réducteur (de potentiel E° le plus faible), soit ici, apres avoir équilibré la réaction redox : A
Clo"+2I"+2 Ht =1L, +Cl” + H,0 K,°
Clo- | CI™

AE*° élevée,on a donc K;° > 1 : laréaction est quasi-totale ; les ions iodure I~ étant en excés, les ions
ClO~ sont quasi totalement consommés. L, —— 17

en moles clo- + 217 42 HY = 1 + ClI- +H,0 1 _

2 2 S40.277 S,0,2
E.L C,V; c,\V, 0 x
E.F. CVs—&r=0 GV, — 2§ /A x+ & =x+ Gl
= OV, — 2G5V,

Il'y a donc formation de &z = C; Vs moles de I, (voir bilan ci-dessus).

Etape 2 : Dosage du mélange obtenu, soit I, I, et Cl~ par le thiosulfate S,05%". Cf. échelle des potentiels E° : la réaction
ayant lieu est celle du meilleur oxydant sur le meilleur réducteur, soit ici :

L +285,0,* =85,0% +21°

en moles L +  25,05* = 5,04 + 21

E.l. CsV, cv 0 CV; — 2C,V;

E.F. pour CV,—¢&, =0 CV,—2¢, =0 &, GV, —2CV; + 2¢,
V=1,

relation a I'équivalence en tenant compte de la stcechiométrie de la

1
¢e =CSVS=ECVe

réaction de dosage :

24,
, Vecteur position . . Déplacement .
Coordonnées — Vitesse vy . X — Accélération ap
oM élémentaire dOM
cylindriques ru;(0) + z.u, P, +r0Up +2u, |drug+rd0us +dzu, | (F — r 02w+ (2r0 +r ) up +2 71,

MC (mouvement circulaire) :

MCU (mouvement circulaire uniforme) :

Vr = RO Uy = Rw Uy

2 2

_ RN . v . . do__,
ag=—RO?’U+ ROUg=——u+ ROUug=——u, + R—uy
— z

v=Rw=Cte;9=w=cte



Ur = ROy = Rw 1ig G =—RO°W = ——7

25. 1) Systéme : point M de masse m étudié dans le référentiel terrestre supposé galiléen.

Bilan des actions mécaniques extérieures (BAME) : poids P= mg (chute libre)

=

Principe Fondamental de la Dynamique (PDF) : mg = mdg; = mZ—:

Etude cinématique : coordonnées cartésiennes, en choisissant un axe (0z) vertical ascendant et un axe (Ox) horizontal

vers la droite. La vitesse initiale étant dans le plan (0Oxz) ainsi que la résultante des forces, mouvement plan. On a donc

P=xu 42w

{ mi =0

Projection du PFD sur u, et u, : m# = —mg

2) On integre les équations précédentes une premiere fois par rapport au temps, en exploitant la vitesse initiale afin de

déterminer les constantes d’intégration :

X = vycos(ag) )
z=—gt +vysin(ay) (2)

Puis une seconde fois, la position initiale correspondant a I'origine du repere :

x(t) = vycos(0y)t 3)
z(t) = —%gt2 + vysin(0,)t 4)

26. a) Systéme : point M de masse m, étudié dans le référentiel terrestre supposé galiléen.
Méthode N°1 : PFD :
Etude cinématique : mouvement circulaire, choix des coordonnées polaires
en coordonnées polaires, v(M), = L 6 ug eta(M)y = (—L0*)w +(Lb)uy
Bilan des actions mécaniques extérieures : M subit
e Son poids, vertical descendant : B = m § = mgcos6 &, — mgsind ug
e Llatension du fil dirigée selon le fil vers O et de norme T inconnue : T=-T u,

—

PFD : Selon la 2"% |oi de Newton dans un référentiel galiléen : P+T=m a(M)g

Projection sur I3 + T = m a(M)g
u, mgcos6 + -T = —mL 62
Uy — mgsinf + 0 = mL @

Equation différentielle du mouvement : correspond a la projection sur ug :

mLO = —mgsind & L6 + gsind =0

Méthode N°2 : TPM

On introduit I'axe (Oy) vertical descendant



Bilan des actions mécaniques extérieures s’exergant sur le systeme :
Poids, associé a I'énergie potentielle de pesanteur Ep, = —mgy + cte. 0 0
Tension du fil, qui ne travaille pas (toujours perpendiculaire au déplacement
Le systeme est donc conservatif. ¢
-7
y=++%cosb 0
D'ou : E, = —mg¥cos 8 + cte yy

Energie mécanique en un point quelconque caractérisé par I'angle 8 : Em = Ec + Ep ;

le point M décrivant une trajectoire circulaire de rayon [, sa vitesse est v = 16, d’ou: Ec = Emi’zﬁz

. 1 3
soit finalement Em = Emm”zez —mglcos 6 + cte = cte
(o)
systéme conservatif

Théoreme de la puissance mécanique :

dEm - - =0
M 0= me206 +mglsing < { )
a m +mglosin £20 + glsin =0
ysteme
conservatif

La solution 8 = 0 correspond a une vitesse toujours nulle, ce qui n’a pas d’intérét pour I’étude du mouvement.

L’équation différentielle du mouvement est donc : 20+ glsind=0 o |6+ “‘l—]sin 6=0
. 2
b) D’aprés la projection du PFD selon 1, , on a mgcos@ -T = —mLO? = —m z Soit

2
T =mgcos0 +% Fil tendusiVvt, T > 0

27. Apres ouverture du parachute :

Bilan des actions mécaniques extérieures :

P =mg = mgu, (et E, = —mgz + cte)
F=-lwu,(etP=F.%=—-1v?)

Principe fondamental de la dynamique projeté ou TPM apres simplification :

dv_ 2 =>dv+/1 _
Mmae - M9~ at m° 9
dv+/1 _
dt mv—g

Equation différentielle du premier ordre a coefficients constants positifs et second membre constant. Lorsque la vitesse

. . dv LA m,
limite est atteinte, on a pr 0, soit —Viim = g OU Vi = Tg

. m e e
sous forme canonique avec T = - temps caractéristique :

v v vy

dt  t 1

t
Solution Générale a I’équation Homogene : v, (t) = Ae™ =
Solution Particuliére a I'équation Compléte : v,(t) = vy,
_t
Solution Générale a I'équation Compléte : v(t) = Ade™ = + vy,

Constante d’intégration a 'aide des conditions initiales :



v(t =0) = Atvum =1
équation Cl.
at=0

A=vy—Vyn

t
U= (UO — Vym)e T+ Vpim

28. Travail de la force de frottement du point A en haut de la piste au point B au bas de la piste : on introduit un axe
h

(Ox) le long de la pente, d’origine le point A, avec x5 = x = o

h

sina

B B
w(F) =L —Fsz.dmzL —Fdx = — Fx; = —F

Systéme : étudiant supposé ponctuel étudié dans le référentiel terrestre supposé galiléen

Bilan des actions mécaniques extérieures :

- poids P (dérivant de I'énergie potentielle de pesanteur E,,,, = +mgz + cte, avec z altitude)
- réaction normale du support ﬁN_)

- Force de frottement solide F = —Fu,, non conservative
Etude énergétique :

Théoréme de I'énergie mécanique entre le point A : position initiale du skieur en haut de la piste et le point B : skieur en
bas de la piste :

h
sina

B
Em(B) - Em(A) = W(Fnon conservative) = f _Fﬁ;-dOM =—F
A

1
Avec E,, (A) = Evaz +mgz, +cte = mgz,+cte et
(o)
vitesse
initiale
nulle

E,(B) = %msz + mgzy + cte = %mvfz + mgzg + cte

En I'exploitant le Théoreme de I'énergie mécanique entre les points Aet B :

E,(B) —E,(4) = —Fsi:a avec z,—zg=~h: %mvfz —mgh = —Fsi:a
soit
1 h F
Emvf = mgh = Fsina - h(mg ~ sin a)
D’ou

Ve = 2h<g—ﬁ(0{))

2
29. Systéme Etudié : 'ensemble solide S constitué des deux tiges, de moment d’inertie total J, = smiz par rapport a

3
'axe A = (0; &,).

Référentiel d’étude : Référentiel terrestre R, (0 ; ey ; ey ; e, ) supposé galiléen.



Bilan des actions mécaniques extérieures :

Poids P = mg du systéme ;

Force de liaison en O

.
Force de rappel élastique F,, exercée par le ressort en A :

For = —k(AC — £)&; @
OrAC = teq + 2lsin 6

longueur lorsque
la tige AO est horizontale

Fop = —k(Leq +2lsin® — £,)e;
La liaisons pivot en O étant idéale, M, (ﬁ”aison) =0
Le systéme étant composé de deux tiges OA et OB, ona M (P) = My(Pya) + My (Pys).

De plus, le centre de gravité de chaque tige, supposée homogéne et de longueur 21, se trouve au milieu de la tige, donc
a la distance [ du point O. En choisissant un sens positif de rotation dans le sens trigonométrique, on a :

MA(ﬁ) = MA(ﬁOA) + MA(ﬁOB) = +mg¥ cos 8 —mg¥fsiné.
My(Fop) = —k(£eq +2Lsin® — £,)(2¢ cos 6)

Z M, (ﬁl) = +mgfcos 6§ —mgflsin0 — k(2¢sin + AC — £,) (24 cos 9)
[

30. Théoreme du moment cinétique scalaire au solide dans R,

dL o
= 2 ()

4

. . . B . . . d .
Le solide étant en rotation autour d’un axe fixe A, Ly = J,o = J,0, soit f =],0

J46 = mg#(cos 6 — sin 0)

31. Utilisation du Théoréme de I’énergie cinétique au solide dans R, entre le point correspondant a la position initiale
et le point correspond a l'instant t1 (18 tours parcourus).

AEc = W(P) + W(Fliaison) + W(Fcouple)
Le solide étant en rotation autour d’un axe fixe A, Ec = %]Amz ;
Le centre d’inertie G appartenant a A, il ne se déplace pas : W(ﬁ) = 0.

De méme, le point d’application des forces de liaison ne se déplace pas : W(ﬁlmison) =0;

Le solide étant en rotation autour d’un axe fixe A,

W (Feoupte) = j rae

Finalement, [AEc = ~/,4(w”) = I'A0

re,

o 1 .
Soiticientret = 0 etts: E]Aoﬁ =T, dou |J,=2—F
o7




32. @ Donner en coordonnées cylindriques et sphériques I'expression du
volume élémentaire, ainsi que dans le cas des coordonnées cylindriques
I’expression des surfaces mésoscopiques correspondant a une couronne

dansle planz = cte et d’'une couronne ar = cte. Vous vous appuierez
sur des schémas.

z
a*v o
e
et g
e |
dz+-... ] S
! e 4 T
M :*’ff?,i/\“'_\‘
z LT q28
0 ; : \
el : i y AN
S ' H —
0 r —
% r.do x

coordonnées cylindriques :
Volume élémentaire : dt = rdfdrdz

Couronneaz = cte: dS =2mrdr (surface élémentaire d’S = rd@dr intégrée sur 6 variant de 0 a 21)

Couronne a r = cte: dS = 2nRdz (surface élémentaire z
d*S = RdOdz intégrée sur @ variantde0a27r) |
~:::\\\ ES‘/
RN r.de
Coordonnées sphériques : IRRREEEET TR e TN
dt = r?sinfd@d¢dr - AN
— L2 B U
/// o /7 I
/ vz RN
/ o oo
0 ) S
[ .- e T
[ I 1
f 4 1
l{\,\ L
| T~ x
z \ P
i \

r.sinf.d¢

Volume element
dV=r’sin@ do d¢ dr




33. Onrecherche les conditions de non glissement.

Systeme : solide de masse m étudié dans le référentiel du laboratoire supposé galiléen.
Etude cinématique : voir schéma. base (&; &) ; @ = 0 a I'équilibre
BAME : dans la base (€y; éy)

mg sin(a)

Poids P = mg = —mg cos(a) ’

- 0 - —Ir.
réaction normale Ry = |”R—> ; réaction tangentielle Ry = | ||§T||
N

La réaction tangentielle permet d’assurer I'équilibre en compensant la composante tangentielle du poids qui est dirigée
selon + &y ; elle est donc orientée selon —é&y.

PFD: md = P+ Ry + Ry

Projection sur 8y : mgsin(a) +0—||R7]|=0 & |||R_T)|| =mg sin(a)l
Projection sur & : —mgcos(a) + ||Ry|| +0=0 < ‘”ﬁ;” =mg cos(a)‘
[ IRzl

Rrll < fillRall =

<fs =

D’aprés les lois de Coulomb, = tan(a) < f; = tan(ay,)

RNl RNl

Le solide reste immobile par rapport au support tant que la réaction reste dans le cone de frottement d’angle a;;,, tel
que tan(a;m) = fs

Si a > a;;;,, la condition d’équilibre est rompue, il va y avoir mouvement du solide sur le plan.

34. Systéme point M de masse m étudié dans le référentiel du laboratoire supposé galiléen.
Cinématique : OM = x &,; 4 = ¥ &,
BAME : poids P= mg ; réaction du sol: ﬁN + ﬁT ; Force de rappel élastique exercée par le ressort : ﬁe = —kxé,
Projections de la seconde loi de Newton (théoréme de la résultante dynamique) sur &, :
IRy|| = mg
mi =Ry — kx
ou R, = R;8, avec Ry algébrique.

Premiéere phase : x, > fng =x, >0, at = 0 mouvement, soit d’apres la loi de Coulomb :

||R_T)|| = f||m|| = fmg et R;x < 0 (réaction tangentielle opposée a la vitesse de glissement).
At = 0, avecxy > 0, le ressort est étiré, on a donc x(t = 0) < 0, soit Ry > 0,donc Ry = fmg.Or mi = Ry — kx,
d’ol:

mX + kx = fmg

F+wdx=fg ol wj=

k
m

R R . (T . . .
Aprés arrét, le mouvement va reprendre en sens inverse avec x (E) < 0. La nouvelle situation ressemble en tous points
a celle de la question précédente, hormis le sens d’évolution de x donc le signe de Ry.
le ressort est comprimé, on a donc x(t) > 0, soit R < 0,donc Ry = —fmg,or m¥ = Ry — kx ,d’ou:

mX + kx = —fmg

. 2 N 2 k
X+wix=—fg ou wO:E




35. Définition intrinséque : df = grad(f) - dM et Af = fAB gradf.dM

Le gradient exprime les variations dans I'espace d'un champ scalaire

En coordonnées cartésiennes :

grad(f) =

Caractéristiques du gradient :

30,5+ (3y), %+

zZx

opérateur vectoriel linéaire de dimension [grad(f)] = [f].L7%

Un champ scalaire uniforme a un gradient nul et, réciproquement.

).,

X,y

Direction : perpendiculaire aux courbes iso-f , et selon la direction privilégiée de variation de f (ligne qu’il faut suivre

localement pour faire varier f le plus possible).

Sens : valeurs croissantes de f (des plus petites valeurs vers les plus grandes).

o . o — A
Norme : plus elle est élevée, plus la grandeur f varie de maniére importante dans I'espace radf|~ a7 .
Ax

36. € W Référentiel en translation par rapport a un autre référentiel : vitesse d’entrainement, accélération

d’entrainement

37. @ P Référentiel en rotation autour d’un axe fixe par rapport a un autre référentiel : vitesse d’entrainement,

accélération d’entrainement

38. @ W Forces d’inertie : cas de la translation et de la rotation autour d’un axe fixe.

39. La rotation de la Terre entraine que dans le référentiel du bati du

pendule (solidaire de la Terre), la masse m soit soumise a la force

axifuge —md,(M, Rr/Ryeo) = mw?HM.

ATéquilibre, la force de Coriolis est nulle.

Principe de la statique : T + mG(M) + mw?*HM = 0

On définit alors la pesanteur terrestre § ;

mg = -T = mG(M) + mw?*HM

MTG
2

HM = RrcosA et §(M)=—R
T

Terre)

U, (champ de gravitation terrestre a la surface de la

40. 1) Equilibre : Principe fondamental de la statique (absence de frottements car absence de vitesse a I’équilibre) :

P+T=0 projeté sur u, : mg —k(lgg — 1) =0 logg =1+ %
2) PFD projeté sur uj, : mg —k(z —1ly) —hz =mZ soit mZ+hz+kz=kly+mg =kl
Equations différentielles Equations caractéristiques Discriminant
mZ+ hz+kz=kl,—mg mr? +hr+k =0 A = h?—4km

d?z(t) wg dz(t)

T + FT‘F(A)% z(t) =w§ Z,(t)

r2 +%r+w§ =0

2
— Yo 2
A —@—40.)0




. k
pulsation propre : wg = \/;

en rad.s?

facteur de qualité de I'oscillateur : Q = %\/km

[wo] =T7*

sans unité ; [Q] = 1.

Solutions générales a I’équation homogéne, dont la forme dépend de la valeur du facteur de qualité

REGIME APERIODIQUE

REGIME CRITIQUE

REGIME PSEUDO-PERIODIQUE

Conditions

A >0 Q<%

& h? > 4km

A=0 Q=%

& h? = 4km

A< 0SS Q>%

& h? < 4km

h%? > 4km : cas de h? = 9km

h? = 4km

h? < 4km :casdeh =0, h? :"1_’:

Amortissement

Amortissement élevé

Amortissement critique

Amortissement faible

Solutions de
I’équation
caractéristique

Deux racines réelles r1 et r> :

r,n = —110

Une racine double 7 :

TO =_(Uo

Deux racines complexes conjuguées
T, = —11j0

avec Q valeur absolue de la partie

imaginaire : pseudo pulsation

—A : partie réelle

Forme générale
des  solutions

homogeénes

xy(t) = pyexp(rt)
+ uyexp(ryt)

xy (t) = (4g + ppt)exp(rot)

xy () = e (Acos(Qt) + Bsin(Qt))
xy(t) = De™* cos(Qt + @)

41. mouvement a force centrale, conservation du moment cinétique et conséquences
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Fig 11. La surface balayée par le rayon vecteur pendant une
durée At vaut toujours 4A.

Fig 10. La surface dA balayée par le rayon vecteur pendant la
durée At est égale a la moitié de la surface dS du parallélo-
gramme de cotés OMet dOM

42. 1) Principe fondamental de la dynamique au satellite dans le référentiel géocentrique, dans la base polaire de centre T
le centre de la Terre B(T,u,; Ug) :

2
21 4 . . . . Vg — A—
Accélération en polaires dans le cas d’un mouvement circulaire : d = —TOuT + rfuy

Projection sur la direction orthoradiale : mzr# =0 dot 6§ =0 et =cte d'ou v=r,0 =cte

Pour un mouvement a force centrale, le mouvement circulaire est nécessairement uniforme.

2) Projection sur la direction radiale : —Mmg 70 = _SmImE o vy = §MT|\itesse de satellisation

=

Avecr =Rr+z=R;+h

AN.:pourh =300km, vy,=7,71km.s™!=277.103km.h™?!

3) Le satellite parcourt la distance2nr en une durée T :

2nr m am? m an® _ 12 i : i
= ng == i_3T P Il s’agit de la 3™ loi de Kepler.
T

Cette relation se généralise aux ellipses :

42 _ T2

I s’agit de la 3%™® |oi de Kepler généralisée

Gmyr a3

Rappel : Lois de Kepler : Mouvement des planétes autour du Soleil

e Premieére loi : Les centres des planétes décrivent des ellipses dont I'un des foyers est occupé par le Soleil.

e Deuxiéme loi 1: Les rayons vecteurs (soleil-planéte) balayent en des durées égales des aires égales.

3
.« ey . a , ;. ; . \ .
e Troisieme loi: Les rapports 7z des carrés des périodes de révolution T des planétes sur les cubes des demi grands axes

a de I'ellipse des trajectoires sont des constantes indépendantes de la planete.

Remarque : L'interaction gravitationnelle entre le Soleil et une planéte est une interaction attractive ; de plus, I'énergie
mécanique de la planéte dans le référentiel de Copernic est constante et négative. Le systeme est donc dans un état lié, et la

! La deuxiéme loi de Kepler est un cas particulier de la loi des aires, démontrée pour toute force centrale.




trajectoire de chaque planéte est une ellipse de foyer le centre du Soleil, parcourue selon la loi des aires, le sens de parcours

et le plan de I'orbite dépendant des conditions initiales.

m  ELECTROMAGNETISME

Pour les calculs de champ électrostatique ou gravitationnel, étre particulierement vigilant quant a la rigueur de la démarche !!

étapes attendues :

1) Choix des coordonnées,

2) Choix du point M quelconque étudié : le représenter, faire apparaitre les vecteurs de la base utilisée
3) étude des symétries et invariances de la distribution, conséquences sur le champ EouG
4) choix de la surface de Gauss (soigneusement la définir et vérifier qu’elle passe par M)
5) Calcul de la charge intérieure ou de la masse intérieure avec éventuelle disjonction des cas,
6) calcul du flux sortant a travers la surface de Gauss,
7) application du théoréme de Gauss, la disjonction de cas sur la charge / masse intérieure se répercutant sur EouG
8) vérification de I’homogénéité du résultat attendu...
[ |
Coordonnées Surface de Gauss
Sphere de méme centre O que la distribution de charge, passant par le point M étudié, de
Sphériques rayon r = OM
Cylindre de méme axe (0z) que celui de la distribution de charge, passant par le point M
Cylindriques étudié, de rayon v = 0’'M avec O’ projeté de M sur I'axe (0z), de hauteur H quelconque.

Cartésiennes

Cylindre ou parallélépipéde de surface S quelconque, d’axe perpendiculaire a la surface
étudiée, dont I'une des faces supérieure ou inférieure passe par le point M étudié, et dont
I'autre face passe par le point M’ symétrique du point M par rapport au plan étudié.

Distribution | Astre sphérique de masse volumique p Cylindre infini chargé en volume (p) | Plan x = 0 infini chargé (o)
2 r N ro, N o
Cha_r:np G r<R G=—47rgp3—§r rSR:E=§—eT x>O:E=2—ex
oukE €o €o
_ PR S _ M¢tot > 2 pR2_> -_>=_L_)
r=zR:G= 4ﬂg3rze‘r grz T TZR‘E:;()I‘T x<O'E ZSOex
43. @ § Déterminer le champ électrostatique créé en tout point de 'espace par une sphére de rayon R uniformément
chargée en volume, avec une densité volumique de charge p.
- r o
r<R:E= pr -
3 &
SR:EB PR3 5
r>R:E= e
3gor2 "

44.

45.

46.

47.

@ Déterminer par application du théoréme de Gauss le champ gravitationnel créé en tout point de I'espace par un
astre sphérique de rayon R et de masse volumique p, = cte.

@ Déterminer par application du théoréme de Gauss le champ électrostatique créé en tout point de I'espace par un
cylindre infini de rayon R uniformément chargé en volume, avec une densité volumique de charge p.

@ Déterminer par application du théoréme de Gauss le champ électrostatique créé en tout point de I'espace par un
plan infini uniformément chargé en surface, avec une densité surfacique de charge o.

1% méthode : V=[-E.dl=[-Ew.dl=—[FE dr+cte




2éme méthode :

E=E u—’rz—gradV=>E=—Z—‘:=>V=—fE dr + cte

r<R r>R
_ _ pr pR3
Vint = — Eint dr = — 3—80dr Vext = —J. Eext dr = —J. 3807‘2 .dr
2 3
pr PR
Vie=s———+K =
int 680 1 ext 3807" + KZ

2 — Origine du potentiel

Source de champ de dimension finie :
négligeable.

Vext(oo) =0=

3 —Continuité du potentiel

Distribution volumique donc la fonction potentiel est continue en tout point :

0+K,>K,=0

D Vext( =R) = Vipe(r =R)

pR? pR?
6gy, - 3gR
pR? pR?
SK =—Q2+1) ==—
17 6, ( ) 2¢g
r<R r >R
_— pr? pR? _pR®
mt = 6e, | 2€, ext = 3g,r
4 — Cohérence [V] = [S[q]]L
0
r<R r >R

[p]L? _ [charge]l? _ [charge]

Winel = 1T = " Teol? [eolL

[p]L®  [charge] _ [charge]

e P T PR T PR TS

48. Expression a connaitre, ou redonnée par I'examinateur : Cf. calcul du champ créé par un plan infini chargé aveco : z >

=g g —s =g g —s
0: E=—u, etz<0: E=—-—u,
2 g 2¢gg

Champ crée par 'armature 1 :

Champ crée par I'armature 2 :

— |0 = o _, Lo !
Eid—u, siz>0 ——u, siz>e —
o _, 0 o _ < w1 - I
——u, siz< —Uu siz<e
28 ° 28 ° 1
T 0
Principe de superposition : E = E{+ E; E= %_ siz>eouz<0
—u, si0<z<e
€o
Détermination de V : E = —grad V, d’aprés les symétries, V ne dépend quede z : —grad V = — v u,

dz ¢

on pose V,,;(c0) = 0 puisqu'a l'infini I'influence de la charge source devient



o o
V= —J-E.dz+cte= —J-—.dz+cte= —— z + cte
€o &o

Déterminationde U : U=V, — V,=V(z=0)— V(z=¢e)=—

capacité C définie par : C = % soit C =

49. Par application du théoréme de Gauss entre les armatures du condensateur (détailler les étapes)

symétries et invariances : E= E(r)é,, surface de Gauss cylindre de rayon r de hauteur h,

flux ® = iﬁPEEG E(P).dS(P) = 2nrhE(r), charge intérieure Q, d’ou

N
E = er entre les armatures
2megrh

Différence de potentiel entre les armatures :

Ry 0 R, d
-
—&, - doM=| 2 gr=-2 | &
2megrh 2megh r
1

V-V, = Q1 In (Rz)

V=V, = [ dv = f —E-dOM = fEdOMf

"~ 2meoh
oy 2 Q1 Q1 . 2megh
Calcul de la capacité : € = =—3 7o~ Soit C =—x
nVe  prgin() n(z2)
Validation: [C]=[g]LetC >0
ST s oz C 27EQ
Capacité linéique ou capacité par unité de longueur I' = P r= z (Rz)
n(R2
R1

50. Toute particule chargée soumise a un champ E subit la force de Lorentz F = qE.

Une particule de charge positive se dirige donc dans le sens du champ E, orE = —grad V :lechamp électrique est dirigé
dans le sens des potentiels décroissants, et donc toute particule de charge positive se dirige vers les potentiels
décroissants, tandis que toute particule de charge négative se dirige vers les potentiels croissants.

Pour accélérer une particule de charge positive, il faut donc V, <V;, soit U;, = V; —V, > 0, tandis que pour une
particule de charge négative, il faut V, > V,, soitU,;, =V, =V, < 0.

La tension doit donc étre de méme signe que la charge : qU;, > 0.

Théoreme de I’énergie mécanique appliqué a la particule chargée, soumise a la seule force électrostatique dérivant d’une
énergie potentielle telle que Ep = qV :

AEc+ AEp =0 soit ém(v2 —v})=—qV, — V) =qUy, z%mvzz soit v, = ’%

On retrouve le critére énoncé question 1) : pour que la vitesse v, soit définie, il faut —= 2a%e o, 0,soitqU;, >0

51. Systéme : tranche de section S et d’épaisseur dx
Bilan de charges (grandeur conservative) : d?Q = 62qéchangée
8Q(t) alinstantt: §Q(t) = p(x, t)dt = p(x,t) S dx
6Q(t+dt)alinstantt +dt: 5Q(t + dt) = p(x,t +dt) S dx

Expression de la variation de charge d?Q = §Q(t + dt) — 6Q(¢t) = (p(x, t+dt) —p(x, t))S dx = (Z—’;) dt Sdx
X

Expression de la charge échangée :



) ) di
62qéchangée = 5qentrant - 5qsortant = (l(x: t) - l(X + dx! t)) dt = — (a)t dx dt

Vecteur densité de courant J uniforme sur une section de conducteur : 7 = j(x,t) = j,(x,t) &,

o . . N , s (0 aj
Intensité traversant une section du conducteur : i(x,t) = ﬂz Jj-dS =j.(x,t)S D’ou (é) dx = (ﬁ) S dx
t t

. di Qjx
Finalement 6% qecnangee = — (é)t dx dt =— (é)tS dxdt

En identifiant les deux expressions obtenues : S dx (Z—Z)x dt = — (%)tS dx dt = (a_p)x + (%)t =0

ox at ax
R . ap .
Généralisation : P div(j) =0
52. PFD:md = qF — = Hsoit =+ 2 =21F
T dat T m

. . av oo T3 SN
En régime permanent, i 0 soit v(t » ) = %E = Vum

Charge traversant ds pendant dt : d?q = nqvy,. dt.ds.

—_ 2 —_ —_—
intensité traversant dS : dI = dd—f = NQVpm.dS = J.dS soit

- - qT -
7 =nquy, = nqu =|ne?

)
Il
~y

S

Le vecteur densité de courant est proportionnel au champ électrique (loi d’Ohm locale) : J = yE >y = na

53. Loi d’ohm locale :J(z) = YE doncj(z) = j(z) Uy; 1 = [[7.dS = [[}.dS = j(2)S = YE(2)S ;

OrdV = —E.dOMavec U= [ dV =V, -V, =AV =—['E.dOM = + [, E.dOM = EL;

loi d’Ohm globale : R = 2 = 22 = L
1 YES YS

54. Schéma, Choix des coordonnées cylindriques

Eude des symétries et invariances (a détailler soigneusement !) : B= B(r)éy

Contour d’Ampeére : ici, cercle de rayon r passant par le point M étudié (attention ! I'orienter !) ;

calcul de la circulation :

3€ B.dOM = fB(r)ég.r df &y = 2mrB(r)
() )
Courantenlacé: sir =>a, e =1;
. - Ja . . oy s 1 — I S
sir<a: I=ff(z)].d5 = jS = jma?, soit j =—et] =—¢

_ T I - 2= _ITZ
Onaalors Ipyace = ff(z)].dS =—é.mrié, =

55. Symétries et invariances : B(M) = B,(r)é, = B(r)é,

Contour d’Ampére (attention ! I'orienter !) : ici, théoréme d’Ampere deux fois de suite : rectangle de longueur L quelconque

passant par le point M étudié a I'intérieur du solénoide, de hauteur h telle que, dont les deux parties horizontales sont
repérées par les distances a l'axe 7; et 7; :



Le contour d’Ampere est entierement a l'intérieur du solénoide : circulation : 95(61) B.dOM = (B(rl) - B(rz))L et Ipigce =

0 : conclusion : champ intérieur uniforme

Le contour d’Ampére est a cheval entre I'intérieur et I'extérieur du solénoide ; fﬁ(e )E. dOM = (Bint — Bext)L = Bin:L et
1

Ioniace = NLIL: conclusion : B = pgn I &y, a l'intérieur du solénoide. Champ uniforme, lighes de champ paralléles a I'axe.

56. On suppose la bobine parcourue par un courant I (attention ! il faut 'orienter !) ; le champ magnétique créé par ce

=g —_— by . s . .
courant est B;,,; = ponl e, al’intérieur de la bobine. - o , .
Bin: et dS sont nécessairement dans le

Orienter dS avec I. méme sens, imposé par |'orientation de 1.
s : . = 2 NIS
Calcul du flux de ce champ a travers une spire de la bobine : ®; = ﬂl spire Bine - dS = ponlS = for2
N . . N2IS
Flux de ce champ a travers les N spires de la bobine : @y = N§; = ”"T

. @ NZs
Inductance de la bobine longue : L = B "“T

Vérifications : dimension de L : [L] = [uy]. [longueur] ; signe de L (nécessairement positif) ; proportionnalité au carré
du nombre de spires et a g

2
Energie stockée par la bobine : en fonctionde i, N, py, £ et S : & = ELL'Z = iw i?

Densité volumique d’énergie magnétique : énergie stockée par la bobine par unité de volume :

2
() _

Ho 2 po

_ &L _ 1ugN?s ., _ 1pgN?* .,
mT s T 2 g2 T2 g2

W, = U =1
m = T2

57. Calcul du flux ®;, du champ créé par le circuit 1 a travers le circuit 2 ou du flux ®,; du champ créé par le circuit 2 a
travers le circuit 1: on a alors ®,, = Mi; et ®,; = Mi, donnant la méme mutuelle ; on choisit donc le calcul le plus
simple, ici ®,.

Cal ol = 3
a) de M=M,, fe o CP_,,_: CPCETB:HH-‘,
e = 2 Nleddnan Jo g | C.
ﬁ =

P B( L N 4 )
0 i e ¢ By o pe 'j,— W (g ok i)

& - 4;6(?) = My ) = N (77 B
lT 4<.r)\'ﬂ .

)g\“" 3‘? 3 fraws & —

(j O\'\'-(.u}ajf\'au 2z + Mmua\n:\lc

Sm’\” 4)‘7’ = NL & Tasb = ﬁt’ Nl'\)z- Se i RA N\rzlkw‘f‘(]
— T - . .
@: J“\’/Sarwt Sour \'7"’\‘ le \/\/—)\/ PO‘} (\m "",’

e M= Mo =

N Lo eMES

Z> g Si= S,_: S/ M _ ‘p, N‘ NLSJ » 1Lol\
4 e s
bas Juies

R M= |L' L, l #
J ‘ Cox h C'”(AQJ‘ y"/ﬁ(‘”’k




58. Equation électrique

1. Orienteri: Choix orientation : Orientation arbitraire de i. 1 e
| Yy
2. Ori e l
rienter la surface B—BT, =
P = - ¢ ® = = >
3. Calculduflux:® = BS = Bax T e
4. Loi de Faraday:e = —Z—f or @ = BS = Bax, donc : > - e =
do : 2 (
—— = —Bav = e :
dt
0 z(t) &
5. Schéma équivalent
6. équation électrique :
Loi des mailles: e - Ri = 0 soit Ri = —Bav (E.E.)

= Equation mécanique
La tige subit : poids P
réactions des rails R (normale car pas de frottements)
Force W

Force de Laplace : Fiapjace = iBa u, (attention !!!se déplacer dans le sens de i le long de la tige !!)

PFD appliqué a la tige projeté sur ux : m% = Fop + iBa (E.M.)

Systéme d’équations différentielles couplées :

(force de laplace exercée sur la barre « i, avec i reliée au déplacement de la barre (cf induction) d’olu couplage)

Bax

: (EE)

Equation électrique : i=
Equation mécanique: mX = F + Bia (EM)

On effectue un bilan de puissance en faisant apparaitre des puissances a partir des équations électrique et mécanique.

1. Méthode :

« Multiplier (EE) par i : puissances électriques

« Multiplier (EM) par v : puissances mécaniques
« Elimination du terme de couplage

Méthode systématique : équation électrique Xi
équation mécanique X V.
Ri?= ei = — BaVi:

m% = FV + iBaV:

FV =, = puissance mécanique fournie par I'opérateur a la tige, > 0.

+iBaV = P 4p,140ce = puissance mécanique fournie a la tige par le biais des forces de Laplace
FV = — iBaV + mVdV/dt

Donc FV = ei + mVdV/dt

Or, el = Py auction = PUissance électrique fournie par la fem induite au circuit (cad ici a R). Elle est bien > 0 car e et i de
méme signe.

vav _ dEc . s
De plus, m-—~ = —-=puissance cinétique de la barre.

. dE
Donc on obtient : FV = d—: + Prapiace

Propriété générale : Pinduction T Prapiace = 0

Conversion de la puissance mécanique apportée par I'opérateur en puissance cinétique (qui met la tige en
mouvement) et en puissance électrique, dissipée par effet Joule.



On admettra que cette propriété est toujours vraie : Pingucrion + Prapiace = 0

59. équations de Maxwell

Equation de Maxwell Maxwell Maxwell Maxwell Ampeére
Gauss Thomson Faraday
_ | rot(B)
Régimes variables div(E) = gﬂ div(B) =0 | roi(E) = _9B oF
° ot = poJ + Hogo 5
Régime variable dans le . PN L 0B R oE
vide dlv(E) =0 dlv(B) =0 rot(E) === rot(B) = Hofo o
Régimes stationnaires - p - —_— - —
div(E) = — i = = = j
(indépendants du temps) 1v( ) o le(B) 0 rot(E) 0 rot(B) HoJ
” oy P o=y SN dB e
ARQS magnétique le(E) = & le(B) =0 I"Ot(E) = _E I'Ot(B) = HUoJ

60. Equation pour le champs électrique E

rot (rot (E)) = grad (div (E)) — AE

Avec (MG) dans le vide : div (E) = 0 soit rot (rot (E)) = —AE
— 9B . N 9B _ g

Avec (MF): rot (E) = -5, soit rot (— E) = —AE ou

Indépendance des variables d’espace et de temps : on put inverser I'opérateur rotationnel et la dérivée temporelle

__ (8B\ . d(rotB
<6 >=AE_6(rot )

rot { — =
at at
== (R 9E , . »m _ d%E
Or selon (MA) dans le vide : Tot (B) = pogg 5 dou AE =pogo o7
X —— 9%E —
Finalement AE — Hogo 5z = 0

Equation pour le champ magnétique B
rot (rot (B)) = grad (div (B)) — AB
Avec (M®) : div (E) =0 soit rot (rot (ﬁ)) = —AB
. — = 9E ,, . — dE =
Avec (MA) dans le vide : rot (B) = Ho€o -, d’'ou rot (#080 E) = —ABou

Indépendance des variables d’espace et de temps : on put inverser I'opérateur rotationnel et la dérivée temporelle

: dE 2B 6(rot f)

€ — | = —AB = gygg———=

Ho&ol0 P Ho€o ot
-2 (T B —— 27

Or selon (MF) : rot (E) = — 2—1: d’ou AB = pyg, ‘;Tf

—— 28 =
D'ou AB — [lofo% =0

61. Equation locale de Poynting




rayonnement  dissipation
Elle traduit le bilan local de conservation de I'énergie électromagnétique
Avec U, (M, t) densité volumique d’énergie électromagnétique associée en un point M, a une date t, au champ
électromagnétique (F?(M, t), BE(M, t))

1 B2(M,t)

1
Ugn (M, t) = ESOEZ(M’ t) + 24
0

Telle que I'énergie électromagnétique U,,, d’'un systéeme de volume (V) soit :

U (t) = f f f( V)uem(M, t) dt

Tl vecteur de Poynting correspondant au vecteur densité de flux de puissance électromagnétique rayonnée en W.m™2 :

P, =dU“””=ﬂ h.ds
€ dt ©

Le flux du vecteur de Poynting Tl ou R a travers une surface () quelconque représente la puissance rayonnée

algébriquement a travers la surface (X) dans le sens de H§, et s’exprime en fonction de EetB
EAEB
Ho

M=

Le vecteur de Poynting donne la direction de propagation de I'énergie électromagnétique, qui coincide avec la direction de
propagation de I'onde électromagnétique si elle est progressive.

62. Dans un référentiel d’étude considéré galiléen, d’origine O, position du noyau considéré fixe, I’électron ne subit que la
force d’attraction électrostatique de la part du noyau :

2 2

e

o

—_ . (2 kK —s .
U, quipeuts’écrire F = — — U avec k = " constante positive.

m ey
Théoreme du moment cinétique vectoriel dans ce référentiel galiléen d’étude par rapport au point O fixe :

M(Tz# =OM A F = 6, donc le vecteur L est constant au cours du temps.

colinéaires

To = O—MS A m ¥, = cte perpendiculaire au plan (Mo) défini par les vecteurs O—M(; et ¥, (vecteurs position et vitesse at =
0), or vt,OM et ¥ perpendiculaires a L donc compris dans le plan (Mo) : mouvement plan.

Etude du mouvement circulaire de I'électron dans le référentiel d’étude galiléen.
Enpolaires: v(M)g = r0ug et aM)g=(—702)u; + (r6)uy

PFD:F = mad projeté selon Ug : mrf = 0soitavecr = cte# 0: :6 = 0 et = cte : mouvement uniforme

— k ; : k : k
selonly: —— = m(—r6?)donc 8> =—s etv=r0 =7 |—
mr?k _ k

1 1 .
E i inéti ’é : E = — 2 = - T 2= = —
nergie cinétique de I'électron c = mvi=-m (ro pvw el

Energie potentielle £, = — -

Energie mécanique : E,, = E, + E, = —é +£ = _z_kr



m Thermodynamique

63. cycle moteur : la transformation CDE (partie haute du cycle) correspond a une détente, le travail du cycle sera donc
négatif.

1) cycle moteur : la transformation CDE (partie haute du cycle) correspond a une détente, le travail du cycle sera donc
négatif.
2) Exploiter les données de I'énoncé :m; P1; T1; a = Vi/Vz2etb = V4/V3
PiVi _ PaVa _ PsVs _ PaVy

Exploiter I'équation d’état des gaz parfaits et la conservation de la matiére i
1 2 3 4

) . . , Vo V. ) ;.
Exploiter la nature de chaque transformation : 2-3 isobare : P2 = P3 d’ou T—z = T—3; 3-4 isotherme : T; = T, d’ot P;V3 =
2 3

P,V,,; 4-1 isochore : V; =V, d’ou I;—‘* = %; mais aussi 1-2 : adiabatique réversible pour un G.P. : Lois de Laplace : P; Vl” =
4 1

le/zy SOitPZ = Play

a =.\)i__ J$=,_\/i'__

VL V3
T, =T (7:-—— Li
P O TN
rc’m\;(e P GP Le~s H LT}W

?a SUIPRCIES o * o .7,
o g 7 ?(,VQ 1R Tl
ga\'\' L= '\ Ve

AN DeaF b
My TesBla hn

ol =l ~ -l
Yy Vi 2T Vo Qb —‘-‘;.."'_rl (-\%—5 =Ta
S o
Taz L@ ey 13__—_3_2;2,_“

Teoms J, 223

P e i e

—rl 'T.,_, Tx
“Tx o 3 b i se Flarwe 50\"
?3 = V" Vl, ?V- L = ?3

A ?x,: +22 bars
a —_—" e

‘ , 34
Neawddy b . '(Set)mr‘-. \/“_V' = f'__,__@_ C=> “":—-I'—T

64. Bilans

Nature du systeme

Expressions de la variation AU énergie interne

Expressions de la variation AH enthalpie

Gaz parfait @

AU = C,AT =nC,,, AT = :TRlAT

_ _ __nRy
AH = C,AT = nCy AT = — AT

PCIl (Phase condensée
incompressible
indilatable)

AU = AH = CAT = mcAT




Transformation Propriété @ @ Forme utile du bilan d’énergie issu du premier principe
V = cte

Isochore AU = Qv
W=0

Isobare @ @ P = cte AH = Qp

Adiabatique Q=0 AU = Wadiab

Cycliqgue @ @ El = EF AUcyee = 0

Isotherme + 1% et 2" | oj de Joule T = cte AU =0 AH =0

65. Conditions d’application des lois de Laplace: transformation adiabatique réversible pour un gaz parfait (et
rigoureusement : avec un coefficient isentropique constant, en I'absence de travail autre que le travail des forces de
pression). : Lois de Laplace : P,V = P}

AU, = Wi, + Q45 avec Q1, = 0 car la transformation est adiabatique, et
ler principe
nR PyVy—Py V.
AU, = — (T, —T,) = 2222
12 5 y—1( 2 —T1) 1
G.P.

66. L’enthalpie étant une fonction d’état, on peut choisir un chemin fictif commode d’un point de vue théorique ; ici, on
peut considérer que le solide est entierement réchauffé de 6; a 8, puis qu’il est entiérement fondu a la température

B9, puis que le liquide obtenu est réchauffé de 6, @ 0, soit AH = m (65(90 —0)+ 1+ cl(Gf - 90)) ou 8, = 0°C.

T, l T,
AS=mcln(qu>+ ! +cln( F)]
[S TO Tfus : Tfus

67.
e Ecrire le bilan d’enthalpie pour une tranche d’épaisseur dx : d*H = 520
ler p;:iJncipe
monobare
e Enrégime stationnaire, d*H = 0s0it 62Q =0

stationnaire

e Enexprimant la quantité d’énergie thermique recue (entrée en x —sortie en x + dx) a I'aide des flux thermiques :
5%2Q = (@ (x) — @(x + dx)) dt = 0 soit ®(x) = @ (x + dx) = cte

e Enintroduisant le vecteur densité de flux et en exploitant la loi de Fourier :

— =g A 1 p=4 daT
D) = [, crionJo (¥)dS = H.oetion —A grad(T)dS = —A_-S=cte

loi de Fourier vecteurs colinéaires
gradient uniforme sur S

. dT _ _ d’T _
. SOIta—cteetT(x)—ax+b (oudxz—O)

e Détermination de a et b a I'aide des conditions aux limites :

T1—To

Tx=0)=TyetT(x=L)=T,douT(x) = (T)x + T,

68. a) Démarche attendue : En régime stationnaire, en I"absence de source interne, le flux est conservatif, soit ®(x) =

®(x +dx) = ®,avec ® = ﬂx Jo -dS = JoxS soit jo, = cte

Méthode N°1 :



. . - . , . N Lo __d_T _ _ Tz—Tl'
Loi de Fourier : j, = —A gradT soit en cartésiennes d 1D : j,,, = —A = = /1—e ;
Jox=cte
_ T1—T2 _ A_S _ . _ i
= TRy T e (T, — T,) soit Ry, = s
convention
récepteur
Méthode N°2
() S A ar S
_]Qx - dx
Par séparation des variables :
fTZ ¢ e (Z)
de__J-dx Tz_le__e
T1 A 0 A
_ T, -T, 1S _ . _ e
= TR T e (T, — T,) soit Ry, = s
convention
récepteur

b) Avec ® = ;‘—T, pour diviser les pertes thermiques donc @ par 10, il faut multiplier la résistance thermique R, = % par 10.
th

10Ry =10= = e’ =9 2

. . TP _ r _ € er _
Association série : (Rip)tor = Ren + Rip = s =

c) Flux sortant par conducto-convection : ¢.. = hS(T, — Tyiy) d’0U R, = (T, — Thir)/bec = 1/ hS

er 1

. . ;. e
Association série : Ryo¢ = Repror + Ree = wtas T s
69. Bilan sur le systeme élémentaire cylindrique compris entre les rayons r et r + dr et de hauteur h, tel que dr K r, h et

R, <r<R;:

d’H = 8%Qschange = 0=¢@)dt— ¢(r+dr)dt

()
ler principe stationnaire \_"“'-——"’_j/ H
monobare |

>>

Soit ¢(r) = ¢p(r + dr) = ¢ = cte : conservation du flux en régime stationnaire T
th :
- '-’l

. . . — — ar - . o
D’aprés la loi de Fourier, on a jg = —AgradT = —Ad—: é, = jo(r)e,

Flux sortant de la surface cylindrique de rayon R; < r < R, et de hauteur h : B R . i

dT

P 2nrh = ¢

Fourier

00) = [[ Jo) érdsé, = jo IS, =joI2mrh = -2
Sr
Par séparation des variables, en intégrant entre R; et R, :
T, ¢ Ry, d?"

dT = ———
T 2mhA Jg, T

¢ (R
h=T=gmh (R_l)

On définit alors la résistance thermique en géométrie cylindrique

-7, In(R,/R,)

R., = =
o $12 2mha

70. Bilan sur le systeme élémentaire (équivalent de la tranche d’épaisseur dx du cas cartésien)
sphérique compris entre les sphéeres de rayons r et r + dr (« épaisseur de I'écorce ») tel que /\";].,. =N

R <7 <Ry: S \
d*H = 62Qéchange = 0=¢(r)dt — ¢p(r +dr)dt

ler principe stationnaire
monobare




Soit ¢(r) = ¢p(r + dr) = ¢ = cte : conservation du flux en régime stationnaire

ar

D’aprés la loi de Fourier, ona j, = —AgradT = —A; é, = jo(re,

Flux sortant de la surface sphérique derayon R, <r < R, :

dT
b= ff Jo(r) €,.dSeé, = j,(r)S, = jo(r)4mr? = - A—4nr? = constante
5

Fourier dr
ar ¢
dr — 4mr2a
Par séparation des variables, e n intégrant entre R, etr :
T(r) T dr
[
T 4t Jp, T
[0) (1 1 )
T(r)-Ty=——-——
O-h=mG" 5
C.L:
TRy T, = -2 (1 1>—T T
2 Y 4ma\R, R 21
D’ou
o T-T;
4y (1 1
(% %)
- ¢ (1_1).
DansT(r) —T; = o (r R1) :
1_1
r R
T(r)=(T,—Tp) 1 i +T;
R, Ry

71. Sur la tranche entre x et x + dx, 1° principe en régime stationnaire :
60 =0=(¢dp(x) —dp(x+dx) — h(T(x) —Ty)(2a + 2b)dx)dt soit
di
6Q = ((jx (@)  ju(x + dx))ab — 2h(T(x) — To)abdx ) dt = — (ﬁ ab + 2h(T(x) — Ty)(a + b)) dxdt = 0

a’r _

Ou %ab + 2h(T (x) — Tp)(a + b) avec d’apres la loi de Fourier : jo, = s s % (T(x) — Tp)

, soit
dx
1 2h(a+b)
Avec|= = :
S5 Aab

d’t 1 1

T A O

6 longueur caractéristique de variation de la température. Ailette infinie = ailette de longueur L > §.

> 2 j
72. =jJE===—
pr=1] o 052
2 — 2 — — K2 2 2
d°H - 5 Qregu,total - 0=2¢6 Qentrant +46 Qsortant +46 Q]oule
ler principe stationnaire
monobare

Avec 82Q oy = pySdxdt

do do
0= <D(x)—¢>(x+dx)+p,5dx=—adx+p15dx=0 = a=p,5 (D

2
5 Qregu,total _

dt



Or en exploitant la loi de Fourier : @(x) = j, (x)S = —xZs soit L= —KSdz—T
th dx dx dx?
Dans I'équation (1) issue du bilan d’enthalpie : . p;S = —kS—dzT
todx y dx?
.d?
soit & o
dx K

En intégrant :

lpj
T =——Jx244 B
() 55X + Ax +

73. équation de la diffusion thermique :

e Premier principe (bilan enthalpique) appliqué au systéme compris entre x et X + dx, entre t et t + dt en I'absence de

travail autre que celui des forces de pression, a pression atmosphérique : d(6H) = d?H = §2Q

e Dans le cas d’un systtme monophasé : d(6H) = 6mcdT = p Sdx ¢ dT ; x fixé : dT = (Z—:) dt;
X

o 82Q: flux entrant moins flux sortant, soit §2Q = (®(x,t) — ®(x + dx,t)) dt = — (%)) dx dt
t

— =4 . 9jqQx
o Avec®(x) = [f_ 0, Jo(0dS =joiS,  82Q=— (%)t S dx dt

e Loide Fourier: ]Q(X) =-A grad(l),d'ou‘ jQX =-A (Zz) y
t
2

. . . oT A (02T A e oo L
finalement : équation de la chaleur —) ——(=—) = 0avec D = —diffusivité, telle que T~ —
ot/  pc\9x?/¢ pc D

74. Equation de la diffusion thermique :
T D 0%T
at  ox?

On approxime alors les dérivées spatiales et temporelles aux taux de variations des fonctions sur Ax et At :

6_T - T(x]', ti + At) - T(x]-,ti)

at At
aZT N T(xj + Ax, tl) + T(x] - Ax, tl) -2 T(xj B tl)
ox? Ax?

soit

T(x]-,tl- + At) - T(Xj, tl) ~D T(x] + Ax, tl) + T(xj - Ax, tl.) -2 T(xj ,t,:)
At B Ax?

On admet que cette méthode converge si DAt < %sz.
La température au cours du temps est stockée dans une liste de listes T
T[i] est une liste donnant T (x, t = iAt), c’est-a-dire la température en tout point de I'espace a I'instant i4t ;

T[i][j] est un flottant donnant T (x = j Ax, t = iAt) la température a I'instant iAt et a la position j Ax.

or _T[i +1][j] - TIL]

ot At
0%T _ TG + 1] = TEG = 1] = 2T[[]
ax? (4x)?

L’équation de la chaleur s’écrit alors dans cette méthode des différences finies :

T[i + 1] - TLEI] D T[] + 1] — TLEI[ — 1] — 2T [d][/]
At - Ax?

Relation de récurrence de la résolution numérique :



At

T[i + 1][j] = T[il[j]1 + A(T[i][j + 1] = T[i][j — 1] — 2T[i][j]) avec A= Dm

75. D’apreés la loi de Wien, pour un corps noir, la longueur d’onde Amax du maximum de puissance spectrale est :

Amax T = cte.

. Am,soleilTsoleil
IC': Am,soleilTsoleil - Tétoile S Tétoile - Am.etoil . AN. -Tétoile - ZTsoleil =11600K.
m,étoile

76. les flux mis en jeu sont représentés sur la figure ci-contre (attention, Or = AP

le flux réfléchi n’intervient pas dans les différents bilans) ; I’émission
, . . % DA
totale par I'atmosphére est de 2¢,, en notant ¢, les flux surfaciques " I" Atm
émis par l'atmosphére vers la Terre et vers le soleil, tandis que Ta
o =(1-4
I’émission par le sol de la Terre est ¢, or = ( )Pm o e
Conservation de Iénergie solaire: @y = Qgpsorbererre + Oréfischi =
: + A, soit ; =(1-4
Pabsorbé,Terre DPm Pabsorbé,Terre ( )(pm Surface

Les équilibres radiatifs des corps opaques s’expriment sous la forme

Pemis = Pabsorbé
Equilibre radiatif de 'atmosphere :
Pe = 204

Equilibre radiatif du sol : en tenant compte de la réflexion d’une partie du flux incident ¢,, par le sol qui recoit depuis le
soleil (1 — A)¢,, et depuis I'atmosphére ¢, :

1
e = A-Dent ¢ =A-Dent S
bilan radiatif jssy du soleil issu de Lo
sol lratmosphere bilan radiatif
atmosphere

Soit

1
E(pe =1~ A)‘pm

— 4 —
Pe = oTr, = 2(1 = Aeom
Loi de Stefan bilans radiatif's
sol+ atmospheéere

AN.:Tp, = 302K

On trouve une température réaliste mais un peu surestimée, la transparence partielle de I'atmosphére aux rayons IR émis
par la Terre ayant été négligée.

1 3%E -
c2 at?’ ax% 2 0t?

77. |l faut exploiter I'’équation de propagation de d’Alembert : AE

Méthode N°1 : Sans passage aux complexes

calcul des dérivées partielles par rapport au temps et a x, qu’il faut injecter dans I’équation de d’Alembert :



0% . 2% 5
or % = —k?E, cos(wt —kx + ¢) é, et a—: = —w?E, cos(wt—kx +¢) &,
En simplifiant, on trouve —k? + Ciza)z =0 soit, les grandeurs étant définies positives : k= %
Méthode N° : Utilisation de la notation complexe
Onaalors E = E, exp i(wt — kx) e,
Dérivé iales : 2E = _ikE = —ikE, exp i(wt — kx) & PE _ _k2F = —K2E, exp i(wt — kx) e,
érivées spatiales : = = —ikE = —ikE, exp i(wt —kx) e, snz = —k°E = —k“Ey exp i(wt —kx) e,
Dérivé lles : 2£ = iwE = iwE, exp i(wt — kx) & VE _ _w2F = —w?E, expi(wt — kx) &,
érivées temporelles : == = iwE = iwE, exp i(wt —kx) e, 5z = —WE=—-wE, exp i(wt —kx) e,
. . )2 . . , —  9%E 1 d%F
En injectant ces relations dans I'équation de propagation de d’Alembert : AE = ZoZar

On trouve
I?E = 2 x (~?E)
= CZ w L
2
Soit k? = (;’—2, les grandeurs physiques étant définies positives, on retrouve bien la relation de dispersion :

w = kc soit A =cT

78. Equations de Maxwell en représentation complexe

R
Maxwell-Gauss : k.

|ty
>
[S=11

=0 Maxwell-Faraday : kA E =
RN . - - = w =
Maxwell-Flux: k.B =10 Maxwell-Ampére : kAB = —weguoE = —C—ZE

Relation de structure, d’apres la relation de Maxwell Faraday :

Soit avec la relation de dispersion w = kc :

Cette relation reste vraie pour les parties réelles

Toute OPP étant une somme d’OPPH de méme vecteur uy, cette relation reste vraie pour toute OPP

De méme, Maxwell Ampére :

79. € Polarisation d’une onde électromagnétique : polarisation rectiligne, polarisation circulaire.
Par définition, la direction de polarisation de I'onde est celle du champ électrique.

Une onde OEM posséde une polarisation rectiligne si le vecteur champ électrique de I'onde garde au cours du temps une
direction constante : Ep = cte.

Nous pouvons choisir par exemple la direction de I’'Oem polarisée colinéaire a I'axe Oy, I'expression de ce champ est alors de

laforme:E = E, &, avec E, = Eg, cos(wt—kx+ ¢,) = Re(Ey, e (*t~*0)

Plus généralement, avec E = Eoyx cos(wt — kz) U, + Egy, cos(wt — kz + A@) ii,, polarisation rectiligne ssi Agp = pm,p € Z,

Ex Ey



Pour que le champ E d’une OemPPH soit polarisé rectilignement et donc possede une direction constante au cours du temps,
il faut que ses deux composantes dans le plan de phase oscillent en phase ou en opposition de phase, soit Ap = 0 ou Ap =

I,
Ey, cos(wt — kz) Eox Eqo, cosa
E = |Ey, cos(wt — kz + Ap) = cos(wt — kz) |(=1)PEy, = cos(wt — kz) |£Eq, = E, cos(wt — kz) [sina
0 0 0 0

Avec a angle entre I'axe (Ox) et E

Une onde électromagnétique possede une polarisation circulaire si, en tout point M, le champ électrique E possede une
norme constante ; son extrémité décrit alors un cercle.

On parle de polarisation circulaire gauche si le cercle est parcouru dans le sens

-
trigonométrique autour du vecteur d’onde k, soit pour un observateur qui
verrait arriver I'onde vers lui, et de polarisation circulaire droite pour une |

rotation dans le sens horaire
p=m/2 p=3m/2

L’onde électromagnétique est polarisée circulairement ssi cancalatic gmichi CRSIIATR

Les deux composantes du champ électrique dans le plan d’onde ont méme amplitude

Ces deux composantes sont en quadrature de phase, avec Ap = + g [m]

Polarisation droite pour A = — TZ—I [27] et polarisation gauche pour A = + g [2m]

80. P, = ff(z)ﬁ.ﬁ =TS = Inr? soit P =(P,,) = (I)S = (M)mr? d’ou (II) = P/mr?>  or

EAB . EB
soit Il =—

Ho Ho

Expression du vecteur de Poynting : =

N E . E2
d'ou B == soit [I =—
c Clo

Relation de structure (OPP) : B = 222

Avec E = E,,, 4, cos(wt — k.OM + Q):
H=£=Mcosz(wt—z0—1\/i+<p)
Cho Cho '

Emax2 2 7
—k.OM
p” (cos?(wt — k.OM + ¢))

2 P —
(I = (E’:T“;‘cosz(wt —k.OM + (p)) =

soit avec (COSZ(wt —k.OM + (p)) = %
Emaxz
M=—=P 2
(IT) 2c1g Jmr

81. @ ¥ On étudie la possibilité de propagation du champ E =E, exp(j(wt — kx))e_z’dans un plasma dilué dont la

nee?

N
conductivité électrique complexe vaut y(w) = —i . Etablir I'équation de propagation du champ E et en déduire

wme

la relation de dispersion caracteristique du plasma, ou on fera apparaitre la pulsation w,.

quatre équations de Maxwell divE = 0, divB = 0, 7otE = —Z—f, T0tB = pof + uosoz—f
D’autre part, d’aprés les formules d’analyse vectorielle, m(r—'otﬁ) = grad(divE) - ZE = —ZE

En combinant les équations de Maxwell :

7oi(rotB) = —7ot (& __6%7@__1( > a_E) - _i( P B_E)
rot(rotE) = rot(at) - e = ot \Hol T Hofo —~ ot HoYE + pogo 5
pseudo loi

d'ohm locale

- 0%E oE
AE — pogg FI ”0]—/5



En injectant E =E, exp(j(wt - kx)) e,, dans I'équation de propagation, on obtient la relation de dispersion :

K°E = oyioE + pozo@)’E = (noyio + 5 )?)E = (S + =) (0)’E
UpEpc2=1
o ﬂoize—nj 1 o Uonee? 1 . nee?
—k’E = |-————=+5 |(wPE=-|-"F—-+5|0E = —|(-—5—5+5
- -, iw c? - w’m, c? = e W?>myeyc?
y:_inee HoEpcc=1
L7 Twme

2
2 _ Nee T . .
En posant w, = — avec par définition w,, pulsation plasma :

2 2 2 _ 2
, W wp\ W’ —wp
k*=—\1-—=)=—5—
- c? w? c?

. I, . . . w? w wi-w
82. @ ¥ On considére un plasma dilué vérifiant la relation de dispersion k? = —2(1 - —p) = P avec w
- [ [

SwW> Wy k? > 0, k est réel et 'onde pourra se propager.

Sw<w,: k? < 0, k est imaginaire pur ce qui n’est pas compatible avec la propagation d’une onde ; on obtient une

onde évanescente.

Le plasma se comporte comme un filtre passe haut pour les OEMPPH (filtre d’ordre infini), de pulsation de coupure la

2
. nee . . N ..
pulsation plasma w = w, = /meg qui correspond ainsi a la valeur minimale en dessous de laquelle 'onde ne peut se
e€0

propager dans le plasma .

Pour w > w,,, k* est un réel positif, k est alors réel pur :

Il s’agit d’une onde progressive se propageant a la vitesse de phase :

w w Cc
v, =—=2¢(¢ =

»
k, Jw? — w? \/ w?

Pour w < wp, k? est un réel négatif, k est alors imaginaire pur :

1 |ej-e?
Ondefmltalorslkil—g— 7 soitk = ik; =+

d'ott  E = E,exp(i(wt — ikix)) = Egerixel®t
Soit

E = Eyeki* cos(wt + @) = Ege*™/% cos(wt + ¢)

Il n’y a plus de propagation (absence de couplage espace et temps) mais selon le signe une amplification menant a une

solution divergente soit a une solution physiquement non acceptable, le plasma n’étant pas un milieu amplificateur

fournissant de I’énergie a 'onde, ou une atténuation. Finalement :




1 wi-w? . P s ) . ) et . ) AT
== = distance caractéristique associée a ce phénomeéne d’atténuation, appelée profondeur de pénétration
i

ou épaisseur de peau (au bout d’une distance de quelques &, I'amplitude de 'onde devient négligeable).

83. Les vitesses de groupe et de phases sont définies pour des ondes progressives (non définies dans le cas de I'onde
évanescente notamment). La vitesse de groupe est définie pour un paquet d’onde, qui peut étre modélisé par une onde
de pulsation w, centrale se propageant a la vitesse de phase v(p(a)o) dont I'amplitude est modulée par une enveloppe

se propageant a la vitesse de groupe v,.

Vitesse de phase correspondant a la vitesse d’'une OPPH quelconque de pulsation w :
W W
'l] = =
¢ k(w) Re(k(w))

Elle n’a pas de réalité physique, et ne correspond pas a un transport d’énergie.

Vitesse de groupe de I'onde globale correspondant a la vitesse de I'onde enveloppe pour un paquet d’onde :

_ (dw B dw
= () = (awetitary).

On montre qu’elle s’identifie généralement a la vitesse de propagation de |'énergie. La vitesse de groupe reste dans ce
cas inférieure a la vitesse de la lumiére : v, (w) < c afin de respecter la théorie de la relativité d’Einstein

En différentiant la relation de dispersion :

2

. dw k c .
c?k? = w* —wp = 2c¢*kdk = 2wdw  soit v; = — = c?— = —. Finalement :
dk w Vo
w c dw . 2
v, =—= —- v, =—=°¢C _—
" "% 2 9 = dk 2
1—--2
02
Relation de Klein-Gordon : vV, = c?

> = m . dB | B = _eR
84. PFD:ma = qE — — DsoitZ 4+ =9F =
T dat T m m
B 7 ety
H . - - e . - —e —_—
en notation complexe : iw? = —¥/T—— soit ¥ =—— =2
- - m =  imw+m/t  1+ioT
et
- ne m — —
] =MeqV = —Neev = 1+iwr = y()E
- - - “ z
T Wt loi d'Oohm
Y (@) locale
n.et o .
() m y(w=0) y(régime continu)
4 1+iwt 1+iwT 1+ iwt

On a donc y(régime continu) =y, = n.e’t/m

Yo
1+iwt

pour wt << 1:y(w) = = Yo

85. Voir cours



oE

s 0, 0 o
AE = 7t (rotB) M;A.E(MOVOE) = HoYo 5

L oE
AE = loYo m

86. Larelation de dispersion s’obtient en injectant dans I'équation de propagation la forme générique du champ électrique

E = Eoei(m':_Kx)é)y

(=ik)’E = noyolio)E

Soit
k? = —ipgy,w
Aveck =k, +ik; :
Méthode 1 de résolution :
Avec —i = e7/2, ona k? = —iuyyow = e 2uyy
1—-i

k= te™™* [uyow = i(
L4 HoYo 2

On définit la grandeur § homogéne a une longueur :

) Vitorow

2
5=
HoYow
1-0
=+
k=1 o)

On obtient k, = —k; = i% =+ 12 =+ /”O};Ow

HoYow

Méthode 2 de résolution

k? = (k, +ik;)* = —ipoyow

k2 — k? + 2ik, k; = —iugyow

N

On en déduit |k,.| = |k;| et 2k,.k; = —ugyyow soit en notant § = ’

UoYow'

1

Jer| = 1l =
(1-10)

1)

K:

I+

Puisque deux valeurs de k sont possibles, forme la plus générale des solutions de I'équation de propagation :

. (o 1D (ops 0D
E:A()eL((IJC 5 x)éy+ébel(wt+ 5

x)é'y =4, e_g ei(wt_g)é'y + 4631% ei(wt+§)

Si Ej # 0 alors I'onde diverge pour x — +oo, ce qui est physiquement impossible puisque 'onde ne regoit pas d’énergie

mais en perd (effet Joule) au cours de la propagation dans le métal. Par conséquent, dans un métal semi infini (épaisseur >
. . 1-j

6), seul le signe €D est pertinent, avec k = %:

E= Eoei(wt—%ﬂé,y Eo

L

En repassant en notation réelle :



E=E, e*/* cos (wt —x/8 + @) €,

atténuation  terme de propagation
par effet Joule

87. 6(x,t) = T(x,t) — Ty = a(x) cos(wt + (p(x)) vérifie également par linéarité I'équation de la diffusion thermique.
6(x,t) = a(x) exp (i (wt + <p(x))) = a(x) exp(iwt)

ol a(x) = a(x) exp(ip(x))

(62) _ iwa(x) exp(iot) (62) _da(x) (iw8) 0’0\ _d’a(x) (i8)
o). = iwa(x)exp(iw ax), = dx exp(iw EP t = dx? exp(iw
2
D’ou, en exploitant I’équation de diffusion (Z—Z) -D (g) =0:
X t

d’a iw

W_ D a(x) =0
Equation caractéristique : 72 — %" =0

. iw ) LT N w in
Soit r?=—===exp (l—), d’ou r=+ /— e+ avec
D D 2 D

eim/* = cos— 4 i sin— ! +i 114
= —+4isin—=—+4+i—=
4 4 V2 V2 2
_ . w 1+
r=t|p

On pose § = f%telquer = il%i

Solution générale de I'équation différentielle en a(x) :

1+ 1+1i
a(x) =Aexp (——x) + Bexp (+ x)
) )
ou
X

a(x) = Aexp (— g) exp (—i 5) + B exp (+ g) exp (+i %)

Le second terme est a a exclure, I'amplitude divergerait avec x : B est nécessairement nul.

x X
a(x) = Aexp (— 5) exp (—l 5)
Enx = 0, il y a continuité de la température
(T'(0, )50 = (T(£)) air = To + ag cos(wt)
Soit, en complexes,
Aexp(i wt) = a, exp(i wt)

A=a
On revient a I'écriture réelle de la température en prenant la partie réelle de I'expression précédente :

T(x,t) =Ty + Re(a(x) exp(iwt))

T(x,t) =Ty + ag exp (— %) cos ((ut — g)

88.

g AE _ KAE

w

a. Relation de structure : B = d’oii B;(x,t) = B, cos(wt — kx) 8, avec B, = %



‘ Conducteur parfait : E(0%) = 0 et B(0") = 0, soit dans les relations de passage avec &, = €, :

- o, - o
Ez_E1=s_e12=0_E(0) ‘i
0

E0) = ‘eifx (1)

A la limite du conducteur (x = 07), on a pour les champs incidents : E; (0™, t) = Eq cos(wt) é, B;(07,t) = B, cos(wt) &,
Le champ Ei ne satisfait pas a la relation de continuité (1), il doit apparaitre un champ réfléchi Er se propageant suivant —é,

de sorte que EL- + Er vérifie cette relation de continuité. Du fait de la linéarité des équations de Maxwell, 'onde réfléchie a la
méme pulsation w que "'onde incidente.

Soient Er et Er les champs électrique et magnétique réfléchis. Les relations de passage impliquent :

- o o N o
Ei(O_, t) + ET(O_, t) = —g—éx d’ol\l ET(O_’t) = —E'0 COS(Q)t) éy _g_é’x
0 0

m  Champ électrique réfléchi (par exemple méthode complexe) : on le cherche sous la forme ET (x,t) = EOTygyei(“t+kx) +

EOTZgZei(wHkx)
E(x, t) = é(x, t) + é(x, t) = Ege' @tk &, 4 g, 8,e @0 4 Ey 8 et @tk
Soitenx = 07
Ei(07,8) = B0, ) + B (0,) = Eoe™™? & + oy 6,60 + Fo,,e"@) = (Ey & + Fory &y + Eory?,) €9

Relation de passage en terme de champs complexes El 07)=- siéx (1) projetée:
— 0

E(07,6) = E(0,8) + E-(0,8) = Ege'@D &, + Ey,, 8,e“D) + Ey,,,e@D) = (@ &y + Eory8, + Emgz) eilwt)

Relation de passage en terme de champs complexes El 07)=- Eiéx (1) projetée:
b 0
o
[(o=—=
€o
& + EOry = 0
Epr, =0

On a donc Ey,, = —Ej et Ey,, = 0, soit

-

&(x’ t) — EOryeyel((ut+kx) + EOrzeZel(wt+kX) — —@eye‘(“’”k") — _Eoeyel(wt+kx)

Finalement, E,(x,t) = —E, cos(wt + kx) é, = Eycos(wt + kx +m)é,
Méme amplitude et méme polarisation mais déphasage de

__ (=€) N(=Eg cos(wt+kx)€y) _ Eg

m Champ magnétique réfléchi : B,(x, t) = (Ze) NEr

. . Tcos(wt + kx)ée,

Le champ magnétique réfléchi a la méme amplitude, la méme pulsation et la méme phase que le champ incident.

m Champ électrique résultant

m  Méthode N°1 : notation complexe
E;(x,t) = E, cos(wt — kx) é, - E(x, t) = Egel@t-kxg,
E.(x,t) = —E, cos(wt + kx) é, - é(x, t) = —Eoei(wt+kx)éy
Principe de superposition :

=E + Er — Eo(ei(a)t—kx) _ ei(wt+kx))é>y — Eo(e—ikx _ e+ikx)eia)té’y — —ZiEO sin(kx) eiwté’y

|ty

En prenant la partie réelle pour obtenir I'expression du champ réel :

E = Re(E) = Re(—2iE, sin(kx) e'“*é,) = —2E, sin(kx) Re(ie’**)é,



Or Re(iel®?) = Re [i(cos wt + i sin(wt))] = — sin(wt)
E = 2E, sin(kx) sin(wt) é,
Méthode N°2 : avec les champs réels
D’apreés le principe de superposition, E(x,t) = Ei(x, t)+ Er(x, t), soit d’apres les résultats obtenus :

E(x,t) = E, cos(wt — kx) é, — Ey cos(wt + kx) é,

p+q . p—q

Or cosp —cosq = —2 sinTsm 5 soit ici

wt —kx +wt+kx  wt—kx—owt—kx
cos(wt — kx) — cos(wt + kx) = —2sin > sin > = —2 sin(wt) sin(—kx)
Soit

lf(x, t) = 2 E, sin(wt) sin(kx) €,

m Champ magnétique résultant

Attention !! une onde stationnaire (OS) n’est pas une OPP !! B ne peut se calculer a I'aide de la relation de
structure.

Méthode N°1
- — =g EO > EO =
B(x,t) = B;(x,t) + B.(x,t) = ?cos(wt —kx)ée, + ?cos(wt + kx)e,

Or cosp+cosq= 2 cospzﬂcosg soitici cos(wt — kx) + cos(wt + kx) = 2 cos(wt) cos(kx)

— E
B(x,t) =2 ?Ocos(wt) cos(kx) é,

L'onde résultante est une onde stationnaire et non plus une onde progressive.

B

Méthode N°2 : En exploitant I'équation de Maxwell Faraday : r_ot'(ﬁ) =—-, soit
avec E(x, t) = —2iE,sin(kx) el®t éy:
0 0
s ™ 0 . 0 .
rot(E) = 666 A |-2iEysin(kx) e'®t = = —2ikEycos(kx)e''é,
0 0 EP (—2iE,sin(kx) et)
—.. 0B , wiz _ i B
rot(g) = —a—? o —2ikEycos(kx)e'*té, = —iwB
Soit

N k . )
B = ZZEocos(kx)e”"téz = Tocos(kx)e”"téz

89. Un nceud est caractérisé par une amplitude nulle a tout instant et un ventre par une amplitude maximale.

Abscisses (négatives, ici) des nceuds et des ventres, avecm € 7Z :

E B

cos(kxy) =0 soit

sin(kxy) = 0 soit kxy ,, = mm et .
kxym =—-+mm et

Nceuds mr 2 Nm =5

k 2 T mmn A A

Xym = =+ =2 m?
Nm okt kT 4 2




sin(kxy) = 1 soit kxy ,, = g +mn cos(kxy) =+1  soit kxy , = mm
Ventres r  mr A 2 mn i
DouxV'm=Z+T=Z+mE et xV,m_T_mE
- 2F
90. Dans la cavité vide, le champ électrique satisfait a I’équation de propagation d’Alembert AE — ciZ aan =0
—=  0%Ey,,  d%f > 9%E _ d(sin(wt+9)) > _ 2 >
Avec AE = 5 6y = Ecos(wt + ) €, et 3z = —wf(x)Tey = —w’f(x) cos(wt + @) €,
E | td Kﬁ_iﬁ—a d_zf (t+ )-’_l_i()z (t+ )—»_6’ it
n remplagant dans : Z52-0: —Scos(wt+9) e, sz x)w* cos(wt + @) €, =0 soi
d?f 2 w
-t k*f(x) =0 aveck =— et f(x) = Acos(kx + )

E(x,t) = E, cos(kx + p)cos(wt + @) é,

conditions aux limites aux interfaces avec le conducteurs parfait : Vt,E(x = 0,¢t) = 0 (1) etVt,E(x =1L,t) = 0 2):

(1) cos(P) =0 =y = ig (2) cos(kL+4yY)=0 = cos (kL ig) =0 =sinkl)=0 =

k,L =nm, avecn €N :knzn%, avecn € N

N 2 .
91. € On rappelle les expressions des champs créés par un dipdle oscillant : E(M, t) = —%p"sine cos(wt — kr) ey et

nr

=g 2 - . . . ’ . YRy <
B(M,t)z—%sinecos(wt—kr) €, Rappeler le domaine de validité de ces expressions, vérifier

homogénéité et discuter les différentes propriétés de ces champs.

- 7 B 2, \2
92. MI(M,t) = E(M’C)I:\B(M'C) = i(”":jo) sin® 6 cos®(wt — kr) €g A€,
0 0

Le dipdle rayonne donc de I'énergie radialement autour du dip6le, toujours vers |'extérieur ;

How*pg

M, ) = 16m2r2c

sin? 0 cos?(wt — kr) é,

Méthode N°1

_ EM, ) NB"(M,0)\ _ pow’pd
(M) = (||iM, o))y = Re( p = 327‘[27'20C sin” @
0
I(M) s’exprime en W-m™2,
Méthode N°2
4..2 4.2
= HowW Dy . o How Py . S
(TI(M, 1)) = TonZrzc sin? 0 {cos?(wt — kr))é, = 2nr2e sin? 0 é,
4,.2
_ = _ How pO 2
I(M) = ||(H(M, t))” = m sin® 8
93. Lois de Descartes / réflexion totale / miroir plan
94. Lentilles : relations de conjugaison, tracés / oeil
95. Signaux issus de S1 et S2 en M du champ d’interférences :
218 (M)
si(M,t) = Sy;. cos(;(M, 1)) avec Yi(M,t) = wit — (M) et pi(M) ===+ @s;

A

leur

et



i(M! t) = SOi' exp(jll)i(M! t))

Théoréme de superposition:  I(M) = SZ = 2(s(M,t)?) ou I(M) =S} = |§|2 =s.5"
Avec par exemple enréels : s(M,t) = s;(M,t)+s,(M,t) = Sy1.cos (P,) + Sy, cos (P,) d’ou

I(M) = 2(s2) + 2(s2) + 4(s;5s,)
Iy I I1—2(M)

IM) = L(M) + L,(M) + 1, (M)
I, ,(M) + 0VM = interférences = sources cohérentes
VM,I;_,(M) =0 = absence d'interférences = sources incohérentes
Deux ondes sont cohérentes si :
elles sont de méme fréquence centrale (ondes synchrones) ;

elles proviennent du méme train d’onde. Pour cela les 2 ondes doivent étre issues de la méme source physique en ayant
suivi 2 chemins optiques différents pour atteindre M avec une différence de marche § < £, longueur de cohérence de la
source

96. Etablir la formule de Fresnel des interférences pour la superposition de deux signaux harmoniques cohérents.

Signaux cohérents donc méme pulsation et méme phase a I'origine pour la source primaire associée. On pourra par

exemple les écrire sous la forme :
si(M,t) = Sg;. cos(P;(M, 1)) avec P;(M, t) = wt — ¢;(M)
Démonstration en réel (peut étre faite trés efficacement en complexes)
Expression des intensités de S1 et S2en M : I} = 2(s5;2) = 5912 etl, = 2(5,%) = 5952
Expression de I'intensité résultante en M :
I'=2(s?) = 2((s1 + 5)%) = 2(s;*) + 2(s;2) + Ksp.5,) = L + [, + I,
Lz = 4(s1.5;) = 4(Sp1S02 c0s(¥1) cos(P2)) = 4591S02{cos (1) cos ()

cos(A—B) + cos(A+ B)
2

cos(A).cos(B) =
avec A =Y, = wt — (M) et B = wt — p,(M) soit

A=B =A0pM) = ¢,(M) — (M) et A+B=2wt—(p;(M) + @,(M))

Ly, = 2501502 {cos (2(0 t— (1 (M) + ‘PZ(M))) + cos(Ap(M)))

= 2501502 | (€05 (20t = (1. (M) + 9,(M)) )} + (cos(Bp(M)))

=0 =cos(Ap(M))
Or nous avons vu que SZ =1I; soit Sp; = \/I_l d’'ou  Sp1S02 =+/I11; soit

L, = 2501502 cos(Ap(M)) = 2\/I11, cos(Ap(M))

(M) = L(M) + L,(M) + 2/, 1, cos(Ap(M))

(M)
Ap(M) = @,(M) — (M) = 2m 1
97. Avec I(M) = I,(M) + I,(M) + 2,/I,1, cos(Ap(M))

L'intensité moyenne pour COS(A(p(M)) =0:lpey =1, +1,.
2
Maximas pour cos(Aqo(M)) =+1: =L+, +2/LLI, = (\/I_l + \/I_Z) .

Minimas pour cos(Ap(M)) = =1 : Ipyin = Iy + I, — 2./I11, = (JT; — \/1_2)2



Frange brillante

Frange sombre ou noire

Interférences constructives destructives

Intensité Maximale Minimale

Cas général Inax = I + L + 2JTL, = (VI +JB)° Inin = 1 + 1, — 2JT1, = (VI = JB)°
Casl, =1, =1, I(M) = 41, I(M)=0

Cosinus si cos(Ap) =1 si cos(Ap) = -1

Différence de phase

Ondes en phase

Ondes en opposition de phase

— é 1
Ap =@, — ¢4 A¢=2ng=0[2n]=2mn meZ A<p=2n1=n[2n]=2n(m+§>mez
Différence de marche §=mi meZ 6= (m + %) A= % +mAl mecZ
8 Nombre entier de 1 Nombre demi-entier de 1
Ordre d’interférence p
p_é_A(p p entier: p=m mE€Z p demi-entier : p=m+% mEZ
—A_2m

98. Formule de Fresnel : I(M) = I, + I, + 2,/I;. 1, cos(Ap)

¢ =2l _ o il _ o
2(I1+12) (I1+12)

bnax = Inin_ (VT +VE)” = (VI = JB)’

C

du contraste

2x
1+x2

soit C(x) = avec

contraste maximal et vaut 1 lorsque I,,;;, = 0, soit pour I; = I,.

définition Imax T Imin (\/I_1 + \/E)Z + (\/E - \/E)z

contraste minimal et tend vers 0 lorsque I,pqx = Iyin, SOitl; > L oul; K I,.

En pratique : plus le contraste est élevé, plus I'intensité varie entre franges sombres et brillantes.

IM) = Iy + I + 2T Lp.cos (Agy s (M) = (I +15).| 1+

Imoy

YNITN2
—— C0S
L+1,

N e ———

Contraste

(42, ())

99. Différence de marche en I'absence de réflexions : §(M) = (S;M) — (S;M) = ny[S;M — S; M| = ny(r, — 1y)

Coordonnées : S; et S,

S oNlQ

0
0

STRSY

point d’observation sur I'écran : M

n =\/(x_%)2+ D2+ z2=D <1+ (ng) + (%)2>2

on effectue un D.L. 1 en (

r, =\/(x+ %)2+ D2+ z2=D <1+ (#): (%)2)2

2

D.L.1en (x;%> + (%)2 «1

np=D|1 +%<(#)2 + (%)2>

x
Daveca=5,S, K D; xKD; zKD
z




D’ou, finalement :

ax
d=ny(r;—1ry) = nOF

Différence de marche donc intensité indépendantes de y : franges rectilignes dans le cadre de cette approximation.

100.Différence de marche : § = (SM)ypie 2 — (SM)poie 1 = [(S2M) — (S, M)] = no%
' ; =8
Ordre d’interférence : p = 7= Mo

Déphasage : 4d¢ = 27”6 =2mp = Znno%

I'interfrange de la figure est définie comme la période spatiale de celle-ci a I'écran, soit I(x + i) = I(x).

Onaalors : A,/ (x + i) = Ay, (x) + 21 plx+i)=px)+1 Sx+1)=6x)+ 4
S +1) = 8(x) + A noa(x+i)_noax+)L o noai_/1 - . D
xru=olx D D D '

101.6 = (SM)yoie 2 = (SM)yoie 1 = [(SS2) + (S;H) + (HM)] = [(SS1) — ($1M)]

D’aprés le principe du retour inverse, (MH) = (MS,), soit :

6= [(552) + (S;H) + (HM)] — [(551) - (51M)] = [(552) + (SZH)] - [(551)]

par symétrie, (5Sz) = (8S1)

§ = [(5S2) + (S;H)] = [(SS1)] = (S H)

Pour simplifier, on choisit y = 0, dans le plan de la figure.

triangle rectangle S15:H: &8 = n, a sin(a)

triangle formé par O (centre de la lentille), le centre de I'écran, et M : tan(a) = x/f’
Aux petits angles : §(M) = ny= eti= Aof"
P gles: 0 f noa

102.Trous d’Young classiques : Différence de marche : § = (SM)ypie 2 — (SM) poie 1 = [(S2M) — (S, M)] = no%
Ici : 52/1(M) = (SSZM) - (SS1M) = (552) - (551) + (SzM) - (51M)

Les sources secondaires S1 et Sz ne sont plus en phase, par

analogie :
(5S5) = (5S1) = no[SS, — 55,] ~ ™22
noab noax

On en déduit que &,,,(M) = Tt et ‘0' """"""""""""""""""

! = ol bD) _Moa, _ —_bb
p'M) = P (x + d) s (x —xo) avecx, ; | s,
Frange centrale : telle que p'(M) = 0 3 S

. bD .
SOit X = Xg = —— abscisse de la nouvelle frange centrale



52/1(1"1) _ax

103. Source S: 8,/ (M) = % doncp(M) = — =

Source S': 6"/, (M) = % + ‘;—x doncp'(M) = %(x + %D)

Brouillage complet si les figures sont décalées d’une demi interfrange soit Ap(M) = p'(M) — p(M) = % =
ab
Ad

Critére semi-quantitatif de brouillage (admis) :

brouillage en M si |[Ap(M)| évaluée sur la demi-étendue spatiale de la source dépasse % (différence d’ordre entre les
ondes issues du centre / des extrémités).

1
AP(M) = E avec Ap(M) = pS,ext(M) - pcentre(M)

L 1
Soitici  Ap(M) = psp/2)(M) — psoy(M) > 2

largeur de source a partir de laquelle brouillage = largeur de cohérence spatiale de la source.

104. 2 points sources incohérents :
leotate (M) = Is(M) + Is(M) = 21 (2 + cosAp, (M) + cosAg's, (M) )
Liotae (M) = 214(2 + cos(2mp(M)) + cos(2mp' (M)))
Ap(M)) cos <2np(M) + p’(M)))

I1(x) = 41, (1 + cos (Zn

2
' _a bD _ax o, Ap(M) _ ab p(M)+p' (M) _ L( b_D)
Avec p'(M) = o (x +- ) etp(M) = oD d’ou 2 = e et 2 = X+

a
240d

terme de contraste

00 a1+ cos(ar ) coson 25+

terme drinterférence

terme d’interférences : identique a celui obtenu avec une seule source placée en x = b/2, ie au milieu de SetS’. Il
dépend de x, donne la position des franges brillantes et sombres et I'interfrange, inchangée par rapport au cas d’une
unique source ponctuelle.

Terme ou facteur de contraste : indépendant de x, méme valeur en tout point de I’écran. donne C global (voir ci-dessous)
et dépend donc de la valeur relative de b et des autres grandeurs caractéristiques.

ab
C= |cos (n——)| = |cos(7tAp(M))|
2o d
C s’annule la 1% fois pour Ap(M) = + ¥, ie pour b = ’120_;_
105-lrotate (M) = 21 (1 + COSA¢2/1(M)) +2 <1 + 605490'2/1(1‘4)) =2, (2 + cos Zjﬂ% + cos z,l_imop#)

A D A D

1/2nnyax 2mnyax 1 /2nnyax 2mnyax
Liotare (M) = 41, 1+cos—( ).COSE(T D 7D )

2
I = ar (1 5 1/1 1\ngax 5 1,1  1\neax
totate (M) = 4, +COS( HE(I_T> D )'COS( T[E(I-FT) D )

. A+ , Y yl
Sinote Ay = et Al = 2 —A,ona/1=lmoy—%etl =/1m,,y+A7

2
Al nyax A neax
Liotate M) = 41, (1 + cos ( 0 ) .CoS <2T[ moy '“0 ))

"D D



vi! nyax y) nyax
Liotale(M) =41y | 1+ cos| m 0 moy 0

.cos| 2w
() ")\ ) ")

2

A1) 2 e . .
Avec Afnoy > (7) , on peut simplifier 'expression précédente

AL nyax nyax
Liotate(M) = 41| 1 + cos n'lgnoy D .cos 211'/1

moyD

- . noax \  AmoyD AL ngax 2A%,0yD AmoyD
périodes spatiales : cos (2n°—) : Y et cos (T[ — ) (Ax = T2 gvec Ax » -
moyD noa Aoy D noadi noa
battements spatiaux.
I(x) =5L(z)+ L(x) :
181 Aoy D
[ A 0
VSV
| 13
' = i —- S > T
DX, 0 DA} oy
T 2aA) 2aA\

I —Imi AL ngax
contraste local autour de M : C(M) = -Bex_min — |cos (n "—)
Imax+Imin

> , s’annule aux points d’anti coincidence.
Ay D
106.Un rayon lumineux issu de la source est a moitié réfléchi par la séparatrice (S) (lame semi-réfléchissante) vers le miroir

fixe M2, et a moitié transmis vers le miroir Mi1. Tout se passe comme si on remplagait M1 par M1/, son symétrique par
rapport a (S). On note e = M'; M, et a I'angle entre les miroirs M2 et M7'.

Systeme réel Systéme équivalent avec miroir fictif en couche d’air

Coind’air: e=0eta#=0 Lamed’air: e#0eta=0
Schéma LM, M ‘s s
équivalent LN a - )
_/- — ‘U’] -1L.|r| F F i J
Condition . . . R
e i Quasi-parallele (pour avoir OPPM) Non paralleéle
d’éclairage
Réalisation , . Source suivie d’un condenseur pour introduire
Source dans le PFO d’une lentille convergente , o e L.
de I'angle et optimiser I'éclairage des miroirs.
Figure Franges d’égales Anneaux d’égales
d’interférence épaisseurs

inclinaisons




Localisation en
source étendue

Sur les miroirs

A l'infini

Condition
d’observation

Image des miroirs a I'aide d’une lentille
convergente sur I'écran

Image dans le plan focal image d’une lentille
convergente.

Synthese

condenseur

lampe

444444441_/\/[1

condenseur
S Mo

lampe

lentille de
projection

écran

lentille de
projection

écran

107. Etablir 'expression de la différence de marche en lame d’air. La distance entre sources secondaires doit &tre clairement

justifiée par un schéma propre.

52

y

4
]
=

P

::T\t\ \

.

_“““_____“““__'_"'"I"_—._'."""'\T__.__.“'

(a) Etablir 'expression de I’éclairement au centre des anneaux en fonction de I’épaisseur e de la lame d’air. Interpréter les

.
i

On note H est le projeté orthogonal de Sz sur le rayon 1.

D’aprés le principe du retour inverse de la lumiére et le théoréme de Malus, (MS;) = (MH)

62/1(M) = (SM), — (SM), = (S;H) + (HM) — (§;M) = —(5,H)

Comme [S,S;1] = 2e:6/1(M) = 14 [S;51]cos (i) = 2ng;-ecos(i)

108. Considérons un Michelson en lame d’air d’épaisseur e. Etablir la relation entre
I'ordre p d’un anneau et son rayon r sur |’écran. En déduire le nombre d’anneaux observés

dans une figure d’interférences de rayon R en fonction de e.

Voir corrigé application de cours

109. Considérons un Michelson en lame d’air éclairé par un doublet spectral.

différents termes (facteur de contraste et terme d’interférences).

(b) Définir les coincidences et anti-coincidences.

(c) Exprimer I'écart de longueur d’onde AA en fonction de la distance Ax dont le miroir mobile est chariotté entre deux

anticoincidences successives.

Voir corrigé application de cours

110.Energie totale des photons émis pendant une seconde : E;,; = PAt = 1073 ]

Energie d’un photo : E;

_ he _ -19
= =3,1.107"]

Nombre de photons émis par seconde : N = % =3.10%.

1




WLAE, 5 = By — By = =136 (5 —5) (eV) ~12,09.1071° ) = 4E; ;.

Il s’agit de passer vers un niveau d’énergie plus élevé (excitation) ; cela nécessite I'absorption d’'un photon de longueur

d'onde telle que AE; 3 = > & gy = AE’% AN. : A3y = 102,8 nm (UV)

112.

1) Parnormalisation, on a:

e 2 2 oo 9
1= [ |U=|de = A / exp(—2x/a)dx = A‘5 = A=
J0 Jo

S5

¢

P(z €[0,d]) = / |02 |de = 2 / exp(—2xz/a) =1 — exp(—2) ~ 86%
JO aJo

113.En injectant cette expression ¥ (x,t) = @ (x). f(t) dans I'équation de Schrodinger :

" 0¥(x,t)  h?0*¥(x,t) V¥ D)
. at  2m  0x? XL

on obtient :

hZ
ihf' (e (x) = —ﬁf(t)qi”(X) + V() f (o)
soit en divisant par f(t)p(x)

AL 8 G)
f© - 2m o)

Le membre de gauche de I’équation ci-dessus est une fonction du temps seulement, le membre de droite une fonction

+V(x)

de x seulement. llIs ne peuvent étre égaux Vt, Vx que s’ils sont tous deux égaux a une constante qu’on peut noter E,

i O _ h* ¢ (x)

O - 2mew TV =E

WO=F, o f0)=2Ef() = LB

Onadonc:i O

E
f(t) vérifie l'équation dif férentielle f'(t) + iTOf(t) = 0 avec E, une constate

h? <p(x)

2
De plus, — — o) +V(x) =E, = —:—m(p”(x) +V(x)px) =Ey p(x)

hZ
@(x) vérifie l'équation dif férentielle — %qo”(x) +V(x)p(x) = Eyp(x) avec Ey la méme constate

Cette équation est appelée équation de Schrodinger indépendante du temps

Remarque : la dimension de E, est celle de V (x), c’est donc celle d’une énergie : nous la nommerons par la suite énergie
du systéme, ou énergie de la fonction d’onde.

résolution de I'équation pour f(t) : f'(t) + i f(t) =0:

_Ey , E,
£(&) = £(0) exp (—lzt) = [ (o) avec =0

On retrouve E = hw, relation de Planck Einstein qui donne I'énergie d’'une onde de pulsation w ; onadonc E = E, = cte

Les états stationnaires sont des états d’énergie constante.



Cette fonctionf (t) contient toute I'information sur la dépendance temporelle de la fonction d’onde du quanton. Si on
s’intéresse a des solutions qui perdurent dans le temps, nous retiendrons que E; € R.

D’apreés la condition de normalisation, on a [f(t)| = 1 soit f(0) = 1 (rappel : constante multiplicative prise en compte
dans ¢ (x))

114.S’agissant d’un état stationnaire particulier, les solutions stationnaires sont de la forme ¥ (x,t) = (p(x)e_i‘”t

En injectant cette solution dans I'’équation de Schrddinger, nous obtenons I’équation de Schrodinger indépendante du
temps que satisfait la fonction d’espace ¢ (x) ;

) E h* d*p(x) h? d*p(x)
ih(~i5) o) = —5 T e Epl) =~
d?p(x) 2mE
dxz + hz QD(.X') - 0

La forme mathématique de la solution dépend de la valeur de E.

CasE<O

@(x) =Aexp(qx) + Bexp(—qx) ou q=——
Divergeen +o0siA # 0 eten—osiB # 0

CasE=0

d*o(x)

Dans ce cas 3
dx

=0donc ¢(x) = ax + b avec aet b = ctes.

@ devant étre de carré sommable avec f_:o lax + b|?dx =1, il fauta = Oeth =0,

solutions physiquement non réalistes (le quanton n’existerait pas !).

Il n’existe aucune solution physiquement acceptable de I'équation de Schrédinger décrivant un quanton libre d’énergie
négative ou nulle.

CasE>0
@(x) = Aexp(ikx) + Bexp(—ikx) ou k=——

P(x,t) = @(x)exp (—i% t) = Aexp[—i(kx + wt)] + B exp[—i(wt — kx)]

115.En injectant W(x,t) = Aexp[—i(wt * kx)] :

aq]—'!}'t azq]—kz'}'t
at - lw (x! ) axz - (x! )

Dans Schrodinger :

2

ih X (—iw¥(x,t)) = _Zh_m x (=k?) ¥(x,t)

=—xk?
@ 2m

2 2mw
k =

Un quanton libre possede une vitesse de phase dépendant de w ; sa propagation est dispersive :



_ hk p

_ﬁ 2m

v
2

116.0n cherche les solutions stationnaires sous leur forme ¥ (x,t) = ¢(x). f(t)

Les solutions sont alors de la forme

V2mE

@(x) = a.cos(kx) + B.sin(kx) avec k = — >0
La premiére condition aux limites ¢(0) = 0 impose @ = 0
la seconde @(a) = 0 impose sin(ka) = 0, d’ou
nm

k=—avecn €N
a

Les solutions pour les fonctions d’onde stationnaires sont donc du type

Yu(x, t) = Bpsin (%T x) exp (—i % t)

N ) s . . ) e . , 2 hk)? |, . .
On indice également I’énergie avec n puisque I'énergie E du quanton dépendden: E = ;’—m = % d’apres la relation de
. J2mE
De Broglie ; on adonc k,, = r: Ly

Calcul de B, : condition de normalisation (on a la certitude de trouver la particule entre x = 0 et x = a), soit
fa
0

| |2fa'2("” )dx = | |2fa1(1 (B))ax =1
Bn Osm ax x = |Bn |2 cos ax x =

2
y(x, t)| dx =1

a
BalP5=1 o 16l =

Ce qui donne B, = \Eexp id a un facteur de phase § prés. En physique quantique, nous avons la liberté de choisir la

phase a I'origine de la fonction d’onde, que I'on prendra si possible égale a 0. On obtient finalement, en choisissant § = 0
2 nm E,
x,t) = |—sin{—x)exp|—i—t
LA a ( a ) p ( h )

117.dans le cas du puits infini, les solutions stationnaires a I’équation de Schrodinger sont la superposition de deux OPPH se
propageant, avec la méme amplitude, selon les x croissants et x décroissants. On peut donc en déduire que (p,) = 0
puisqu’il n’y a pas un sens de déplacement privilégié. Ainsi

Apy = \/(p2) — (p)? = /(p2)

Ici la particule évolue dans le puits de largeur a, donc I'indétermination spatiale sur sa position peut étre considérée

comme valant au plus a, soit 4x < a.

L'inégalité d’Heisenberg impose Ap,Ax > h/2 , ou encore Ap, = h/2Ax. Comme Ax < a, on obtient donc

h
Apy = (p2) = Z = <p;%)min = h2/4a2

2

Or, comme I'énergie potentielle est nulle dans le puits, E = E, = pow

Soit



) _ [ h\ 1 h?
(EC)=—Z(—> —>

2m 24x/) 2m — 8ma?
hZ

et Emin = Gz

On retrouve bien 'ordre de grandeur de I’énergie minimale de confinement. On en déduit aussi que le confinement d’une
particule quantique entraine I'augmentation de son énergie cinétique.

118.Etude de la région | (x < 0)

d?@i(x)  2mE
1;(2 + h—zg,(x) =0

L’équation de Schrédinger stationnaire devient

V2mE

En posant k; = —,on obtient des solutions en exponentielles complexes de la forme

@;(x) = Ae™* 4+ Bje X

onde incidente onde réfléchie

+ partie temporelle, solution générale = superposition de 2 OPPH se propageant en sens inverse, l'une se propageant
dans le sens des x croissants (onde incidente) et I'autre x décroissants (onde réfléchie, particules réfléchies parla marche
de potentiel et repartant en sens inverse).

Etude de la région Il (x = 0)

Schrodinger stationnaire pourx > 0:

d*o(x) 2m
— 5t E= V) ek) =0
ki
La solution générale dans la zone Il est alors, en posant k;; = *———— Zm(hE—VO),
ou(x) = Ajetnr* 4+ B,e~tkux
o 420

| —
onde transmise  onde réfléchie
qguanton venant de la gauche, B, = 0 car ¢;;associée correspondrait a un quanton venant de 4o, pas cohérent : une fois

qu'ils ont franchi la marche de potentiel, le milieu ne change plus de propriété et aucun objet quantique passé a droite
de la marche ne peut étre réfléchi pour revenir vers la marche.

P (x) = Aethn
On peut déterminer 4, et B; en exploitant la continuité de ¢ ou ¢’ :

¢:(0) = ¢;,(0) _ { A, + B, = 4,
¢'1(0) = ¢';;(0) ~ likjAy — kB = iky Ay

p 2k; 2
2kt ky !
By = A, — A, = K,
1 2 1 k[ + k” 1
5 = szli A; # 0 : proba. de présence non nulle de passer dans la région Il et de s’y propager.
1 11
B, = %A # 0 proba. non nulle de revenir vers la gauche : réflexion quantique
1 11

égion | : Une onde incidente : W;(x,t) = A; exp (—i(% t— k,x)) et une réfléchie : ¥,.(x, t) = A, exp (—i(%t + k,x)).

région Il : Une onde transmise : W, (x,t) = A, exp (—i(% t— kzx))

119.Etude de la région | (x < 0)




. i - . . . d2er(0)
L’équation de Schrédinger stationnaire devient d_xzzx + 2;ln—zE(p,(x) =0

V2mE . . .
En posant k; = —,on obtient des solutions en exponentielles complexes de la forme

@ (x) = A1eik1x + Ble_iklx

onde incidente onde réfléchie

+ partie temporelle, solution générale = superposition de 2 OPPH se propageant en sens inverse, I'une se propageant
dans le sens des x croissants (onde incidente) et I'autre x décroissants (onde réfléchie, particules réfléchies par la marche
de potentiel et repartant en sens inverse).

Etude de la région Il (x > 0)

d?e(x)
Schrédinger stationnaire : % + 1—? (E-Vy)epx)=0
—a?

J2m(Vo—E)

solution générale dans la zone Il, en posant @ = . :

gu(x) = Azeax + Bze_ax

La fonction ¢;(x) doit rester de carré sommable: 4, = 0

@u(x) = Be™™*
C.L.
0,(0) = 9,,(0) { A +B, =B,
r ! = . .
gl(o) = gu(O) lkIAl —_ lkIBl = —aB2
On obtient
( B — 2k; 2
2k +iat
B =B, — A, =T g
teE Yok 4iat

B; # 0 : probabilité non nulle d’étre réfléchi par la barriére de potentiel et de revenir vers la gauche.
B, # 0 : probabilité non nulle se trouver dans la région Il, dans I'approche classique zone interdite.

Etude de la fonction d’onde dans la région Il

2k,

Xx) = B,e ™ = Aje™*
fu( ) 2 k, + ia 1
—ax, -5t 2k, —ax et
Y (x) = Boe™™e R = kT iaAle e n

On retrouve une séparation des variables avec une atténuation exponentielle de I'amplitude sur une distance
caractéristique 6 = o la fonction d’onde dans la région structure d’onde évanescente associée a une épaisseur de peau

é.
P(x)

NNNN
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Figure 1 : Représentation de la densité de probabilité de présence d’une particule quantique en fonction de x

X

> La fonction d’onde est une onde évanescente proportionnelle a exp (— g), la densité de probabilité de présence est

i Y 2x
proportionnelle a exp (— ?)_




> L'existence de I'onde évanescente montre que la probabilité de présence de la particule n’est pas nulle,
contrairement au cas classique, ou la particule ne pourrait étre présente dans la partie Il.

> Profondeur de pénétration de la particule quantique d’énergie 0 < E < V,, dans les régions interdites par la mécanique

classique :
h

J2m(V, — E)

5=

120.L’équation de Schrodinger prend deux formes différentes selon la position x :

Enrégions et I, x & [——;= dzg(x)+2mE (x)=0
nregions et I, x 27 dx? pz LX) =
d?e(x) 2m(E —V,)
.. a a hd m 0
Enrégionll,x € [_E'E] ot 2 p(x) =0

On pose ici (I'indice « e » pour extérieur)

2mE J2m(Vy — E)

kezklzknlz— et a =

h h
aa d*¢(x)
Enrégionsletlll,x ¢ [_E;E d_xz + kﬁg(x) =0
Enrégion Il e[ a-a] To0) 2p(x) =0
nrégion I, x 553 o a’p(x) =

Ce qui donne des solutions de la forme :

a
[ (x) = A, exp(ik.x) + B, exp(—ik,x) pour x < — 3
a a
f,,(x) = A, exp(—ax) + B, exp(ax) pour x € [_E'E]
a
ﬂm(x) = A;exp(ik,x) + B; exp(—ik,x) pour x > >
Remarques :

Dans la région x < — a/2, la fonction d’onde totale s’écrit comme la superposition de deux OPPH se propageant selon
les x croissants pour I'une, les x décroissants pour I'autre, signifiant que la fonction d’onde totale prend en compte la
possible réflexion de la particule sur la barriére.

Dans la région x > a/2, il n’y a pas de particules venant de la droite (+0), 'onde se propageant dans cette zone selon
les x décroissants n’a pas de réalité physique . On fixera donc B; = 0.

Dans la région intermédiaire x € [—%;%]: B, exp(ax) ne peut plus diverger car x = +o ne fait plus partie de
I'intervalle de définition.

On obtient donc finalement les formes suivantes pour les parties spatiales des fonctions d’onde :

a
[ (x) = A, exp(ik.x) + B, exp(—ik,x) pour x < — 3




aa
QII(x) = A, exp(—ax) + B, exp(ax) pour x € [— E'E]

a
@i (x) = Az exp(ikex) pour x > >

Les discontinuités de V (x) étant finies, il y a continuité de ¢ (x) et de ¢'(x) aux limites de la barriére, soiten x = +a/2:

a a
@i (_ E) = Pu (_ E) A exp(—ik,a/2) + By exp(ik,a/2) = A, exp(—aa/2) + B, exp(—aa/2)
’ a , a . . . ik.a aa
) @' (— E) = (ﬂ,, (— E) ik, A, exp(—ik,a/2) — ik,B, exp <T> = —qd, exp (7) + aB, exp(—aa/2)
o0 (%) = ou (%) A, exp(aa/2) + B, exp(aa/2) = A; exp(ik.a/2)
= = aa
, (g) o, (g) —aA, exp (— 7) + aB, exp(aa/2) = ik, A5 exp(ik.a/2)
Pu 2/ 2111 2

On constate qu’ici on dispose de 4 équations pour 5 inconnues (A4, By, A,, A5 et B3), il sera possible d’exprimer par
exemple By, A,, A; et B3 en fonction de 4;.



