1 EXERCICE 1 : ABR ET ALEAS

On considére un ensemble de clés K C N fini de taille . On note Ay I'ensemble des arbres binaires dont les
noeuds sont étiquetés par des éléments distincts de K. Pour A € Ay, on notera x(A) 'ensemble des étiquettes
des nceuds de A. Par convention, on dira que la racine de A est de profondeur 0 .

2.1 Rappeler la définition inductive d’un arbre binaire de recherche (ABR).

2.2 Rappeler la complexité dans le pire des cas de la recherche dans un ABR ayant n neeuds.

Soit A € Ay tel que k(A) = K. Soit P une loi de probabilité quelconque, sur les clés de K. On définit H 4 la
variable aléatoire qui, & une clé de K, associe sa profondeur dans A. Ainsi H 4 (k) est la profondeur de k pour une
clé k.

2.3 Soit un ABR fixé A € Ay. Rappeler 'expression de la complexité en moyenne de la recherche d’une clé dans

A.

2.4 On suppose ici que P est la loi uniforme sur les clés de K. Quelles sont les particularités des ABR A € Ay
pour lesquels [E (H 4) est minimale. Montrer que E (H 4) = O(log(m)).

On dit que A € A est optimal pour K et P si et seulement si x(A) = K et il minimise E (H 4).

On cherche un algorithme calculant un ABR optimal étant donné un ensemble de clés fini et une loi de probabilité
sur ces clés.

2.5 De quel type de probléme algorithmique s’agit-il ?

2.6 Pour cette question, on suppose K = {1,2,3},P(1) = 2,P(2) = P(3) = }. Dessiner un ABR optimal pour
KetP

2.7 Soit A € Ay un ABR optimal non vide. A posséde donc un sous-arbre gauche A, . On se place dans le cas

ot A, est non vide. On note S, = > P(k)etP, = S%QIP. Montrer que A, est optimal pour x (A,) et P,.

k&N(Aq)
Montrer le résultat analogue pour le sous-arbre droit.

2.8 Proposer un algorithme de programmation dynamique pour trouver un ABR optimal.

2 EXERCICE 2 : SIMULER UN TIRAGE ALEATOIRE

1. On considére un algorithme biaise quirenvoie 1 avec une probabilité p inconnue et 0 sinon. Considérons
l'algorithme de Las Vegas suivant : on utilise deux fois consécutives la fonction biaise, si on obtient 10
alors on renvoie 0, si on obtient 01, on renvoie 1 et sinon on recommence jusqu'a obtenir I'un ou l'autre
des motifs cherchés.

(@) Justifier que la probabilité que cet algorithme ne s’arréte pas est nulle.
(b) Quelle est la probabilité de renvoyer 0? 1?

2. On suppose disposer d'une fonction pile_ou_face qui renvoie 0 et 1 avec une probabilité identique qui
vaut 1/2.

Soit p un réel de 0, 1[. En exploitant la décomposition de p en base 2, déterminer un algorithme qui renvoie
0 avec probabilité p et 1 avec probabilité 1 — p en utilisant la fonction pile_ou_face.

3. On suppose qu’on dispose d'une fonction foo () qui renvoie 0 avec probabilité % et 1 aussi avec probabilité
1
5 .
(a) Décrire une maniére de tirer un entier uniformément entre 0 et 3 en utilisant cette fonction.
(b) Soit n € N*. Généraliser le résultat précédent pour trouver un nombre entre 0 et 2" — 1.

(c) Donner une méthode pour générer un entier uniformément entre 0 et 5 en utilisant toujours unique-
ment la fonction foo.

(d) Supposons maintenant qu’on dispose d'une fonction foo_bis () qui renvoie uniformément un entier
entre 0 et 4. Décrire une méthode pour obtenir uniformément un entier entre 0 et 6 en utilisant
uniquement cette derniére fonction.
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