DS5-corrigé-Durée 4h

06 février 2025

1 EXERCICE 1 : RACINE CARREE D'UN LANGAGE

1.

2.

Clairement, {a}* U {b}* C VL. Soit « un mot contenant un a ainsi qu'un b. Alors uu présente un a (dans le
deuxiéme u) aprés un b (du premier u), donc n’est pas dans L. Finalement, v/L = {a}* U {b}*.

De méme que précédemment, L N *{b}X*{a}X* = () et VL N X*{a}X*{b}X* = (. On trouve encore /L =
{a} U {0}~

. Il suffit de prendre A3 ;;y, par définition.
4.

(@) L' est décrit par l'expression réguliére sur I'alphabet approprié a;(as + bsa;bs)*bsas.
(b) P ={a1}, S={bs,ar}, F = {araz,a1bs, azaz, asbs, bsas, bsbs, asas, asbs, bsas, bsbs, aibs, asbs, bsbs, bsar, azar}.

(c) Le langage L' ne contient pas le mot vide, donc son automate de Glushkov est :

5. On applique I'algorithme classique. Seuls les états accessibles sont considérés

Les états finals sont {3,6} et {4,7}.

a b
{0y | {1}
{1} | {2} {3.6}
{2} | {2t {3,6}
{3,6} | {47+ {5}
{474 | {47+ {5}
{5} | {2} {3,6}



veVLsuel
< 0%(qo,uu) € F
< 6"(6"(qo,u),u) € F
< 3¢ € Q.6 (g0, u) =q N (qu) EF
& Jdg€Q,0%(qo0,u) € {g} N6"(q,u) € F
S u€ Ly gy Nu€ Ly, F-

7. On a alors VL = |J 4@ Lao,{ay N Lgo,r  C'est une union finie d'intersections finies de langages rationnels,
c’est donc un langage rationnel.

8. Soit v € VL ® VL. 1l existe v € VL tel que v = vv. Mais vv € L par définition de VL, donc u € L. Dot
I'inclusion.

2 EXERCICE 2

1. Cette grammaire est ambigué car le mot babab € L(G) admet les deux arbres syntaxiques

suivants :
S S

VIR SN

S a S S a S
S | \ I
S a S b b S a S
I I | |
b b b b

Or ces derniers sont différents.
2. On constate que L(G) est rationnel car dénoté par l'expression rationnelle (ba)*b.

3. Montrons par récurrence forte sur n € N* la propriété H(n) suivante : si u € L est un mot de
taille n alors u est engendré par la grammaire G. C’est bien siir le cas pour n = 1 puisque le
seul mot de L de cette taille est b, engendré par la deuxieme regle de G.

Soit donc n € N* et w un mot de L de taille n+ 1. Comme |u| > 2, ba est nécessairement préfixe
de u et il existe donc v € (ba)*b = L tel que u = bav. Par hypothése, ce mot v est engendré par
G : il existe une dérivation telle que S =* v. On en déduit que

S = SaS = baS =" bav =u
est une dérivation licite et donc que u € L(G). Cette récurrence montre que L C L(G).

Montrons réciproquement que L(G) C L en montrons par récurrence forte sur n € N* la propriété
H(n) suivante : si u € X* se dérive de S en n dérivations alors u € L. C’est acquis pour n =1 :
le seul mot de ¥* qu’on peut obtenir en une dérivation est b € L.
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Soit donc n € N* et u un mot dans L(G) tel que S ="' u. Comme ce mot est obtenu en au
moins 2 dérivations, les regles de G nous informent que la premiere est nécessairement S — SaS
(sans quoi ce serait S — b et dans ce cas u serait obtenu en une seule dérivation). Donc la
dérivation permettant d’obtenir v se décompose en :

S = SaS="u

On en déduit qu'il existe v,w € ¥* et ki, k2 € [1,7] tels que u = vaw, S =* v, § =2 w et
k14 k2 = n. L’hypothese de récurrence (forte) s’applique & v et w et on en déduit que ces deux
mots appartiennent au langage dénoté par (ba)*b donc qu'’il existe r1,r2 € N tels que v = (ba)™b
et w = (ba)"2b. Par conséquent, u = (ba)" ba(ba)"2b = (ba)"1*"2*+1b € L.

4. On sait & présent que L(G) = (ba)*b; il s’agit donc de trouver une grammaire non ambigué
engendrant ce langage. On peut proposer par exemple la grammaire dont les regles sont :

S —Tb T — baT | e

les régles sur T’ permettant de générer le facteur dans (ba)* et la premiére de rajouter le b final.

Cette grammaire G’ est non ambigué car pour tout mot dans L(G'), il existe une unique déri-
vation permettant de le construire (donc évidemment un seul arbre syntaxique); cette unicité
découlant du fait que dans cette grammaire un non terminal se dérive toujours en un mot qui
contient au plus un seul non terminal.

5. La question demande de montrer que tout langage rationnel peut étre engendré par une gram-
maire non ambigué. Soit donc L un langage rationnel. Par le théoreme de Kleene, il existe un
automate fini A = (X,Q, {q}, F, ) qui reconnait L qu’on peut loisiblement supposer détermi-
niste.

Considérons alors la grammaire dont les non terminaux sont {V; |¢ € Q}, 'axiome est Vg, les
terminaux sont les lettres de ¥ et dont les regles sont données par :

« Pour toute transition ¢ % ¢ dans A, on ajoute la régle Vg — aNg.
» Pour tout ¢ € F, on ajoute la regle V, — €.

Cette grammaire engendre L de maniére non ambigué grace au déterminisme de A.

3 PROBLEME

1.

2.

La somme des degrés d'un graphe est paire car égale a deux fois le nombre d’arétes donc le fait que la
somme des valeurs des degrés soit paire est un condition nécessaire.

Si (da, ..., dy) est graphique alors soit G = (5, A) un graphe simple associé. On pose G’ = (S U {s;}, A') avec
A" = AUU,eq2,4,+1; (51, %), autrement dit on rajoute un sommet que I'on relie aux d; premiers sommets de
la suite. Ainsi les degrés du graphe obtenu sont (di,d2+1,...,dg,+1+1,dg1+42, - ..,de) (qui est bien graphique
a condition d’avoir d; > ds + 1 et dg4,+1 > dg4, 12, mais ce n'est pas demandé). Cette construction est valable
pour toute valeur de d; avec d; < ¢ — 1 car il faut avoir suffisamment de sommets a relier au nouveau
sommet.

. Soit (dy,...,d;) graphique.

Il existe un graphe G dont c’est la suite des degrés des sommets.

Raisonnons par I'absurde, et supposons que qu’il n’existe pas de graphe tel que dans I'énoncé. Choisissons
alors un graphe G dans lequel s; est adjacent & un maximum de sommet de (2,...,d; +1), mais pas a tous.

On choisit un tel sommet s; tel que j minimal.

On montre qu’il existe k > j et ! € [n] avec | # j,1 # k,l # 1 tels que :
— {s1,8,} €A
— {s1,s; € A
— {sk,s1} ¢ A

— Tout d’abord, comme s; a d; voisins, et que s; n’est pas voisin de s;, s; a nécessairement un sommet
voisin s, ou k > j, sans quoi I'ensemble des voisins de s; serait {s;,7 € [j — 1]}, au nombre de j — 1 <
d1 — 1 < dy, ce qui est impossible.

— On cherche maintenant & montrer qu’il existe un voisin s; de s; qui n’est pas voisin de sy.

Pour cela, on remarque que d(s;) = di, < d(s;) = d;.
Par ailleurs, s; est voisin de s, mais pas de s;.

Notons S} (respectivement S}) I'ensemble des sommets autres que £, j, 1 qui soient voisins de s, (res-
pectivement de s;).

— Si s; et s, sont voisins,

Si|=dy—2<d;—1=15].

Lycée Faidherbe-MPI-2024 /2025 3



— Si s; et s, ne sont pas voisins,

Spl=dy — 1< d; =1|9)).

Dans tous les cas, on peut conclure que S} \ S, # () : il existe donc bien un sommet s; voisin de s; mais
pas de sg.

On construit alors G’ a partir de G en retirant les arétes s;s; et s;5;, et en ajoutant les arétes s;s; et s;s.
Tous les degrés sont préservés par cette transformation, donc on obtient G’ dont la liste des degrés est
bien celle donnée, et qui contredit la minimalité de j.

4. On enléve le premier sommet et on obtient un graphe avec la liste des sommets demandés. L’hypothése
garantit que la liste obtenue est bien décroissante.
5. On applique le théoréme : [4; 3; 3; 3; 3] est graphique ssi [2; 2;2; 2] I'est et on voit bien qu'un cycle de longueur
4 convient.
De méme, [6;4;4;2;2;1;1] est graphique ssi [3;3;1;1;0;0] I'est ssi [2;0;0;0;0] 'est. Or on voit bien qu’on ne
peut pas construire un graphe avec ces degrés puisque le sommet de degré 2 ne peut étre relié a personne.
6. let compare_entiers n y =
if m <n then 1
else if m >n then -1
else 0;;

7. let rec decr_n n 1 = match 1 with
| []-> 1if n=0 then Some [] else None
|lh::t when n = 0 -=> (match (decr_n 0 t) with
| None—> None
| Some (1lbis)—> Some (h::1bis))
|h::t —=> (match decr_n (n-1) t with
| None—> None
| Some (1lbis)—> Some ((h-1)::1bis));;

8. let rec havel_hakimi 1 = match 1 with
| []->true
lh::t-> match decr_n h t with
| None—> false
| Some (1lp) —> havel_hakimi (List.sort compare 1lp)

9.
10. \* = (6,2,2,2,1).
11. (051 :3,042:2,51:46‘(52:2.

1/11]2|2]4]|5
e T . 2133
12. 5 est inséré en fin de la premiére ligne et on obtient : 3
4
Pour insérer 1, on remplace le premier 2 de la premiére ligne par 1, on l'insére ensuite dans la deuxiéme
1112 |4
. R . . . . -, N . 2123
ligne a la place de 3 qui est lui aussi propagé et ceci jusqu’a obtenir : 33
4

13. La propriété qui permet de montrer la correction de cet algorithme est que :
V(i,§),V5" = 4, T(i,j) < T(i+1,5)

Ainsi, lorsque l'on va insérer I'élément 7'(,j) dans la ligne i + 1 ce sera dans une colonne qui précéde au
sens large la colonne j et ainsi on peut garantir que 7'(i, j) est bien plus grand strictement que la valeur
qui est au dessus d’elle.
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14. let rec insereligne k 1 = match 1 with
[ [1-> 0, [Kk]
|h::t when h<=k-> let mb,rb = insereligne k t in mb, h::rb
lh::t-> h,k::t

15. let rec insertion k t = match t with

[[1->T]

|11::next -> let m,new = insereligne k 11 in
if m=0 then newl::next
else newl:: (insertion m next)

16. let rec construit 1 = match 1 with
[[1-> T[]

|[h::t-> let tab = construit t in insertion h tab

2/4|5|5|6
1/1|13|2]|5

18. My =Bi+i=a;+1+i=X\+1.
19. (s,t) = (t+ 1, s) convient.

6

17. On obtient : 3

20. 11 suffit de suivre pas a pas en utilisant la derniére case d’insertion pour (s,¢) qui n’est pas celle ou est
inséré £ mais la derniére valeur propagée.

21. En notant i 'entier dont il est question, cela correspond au degré de i dans le graphe initial.
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