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1 EXERCICE 1 : RACINE CARRÉE D’UN LANGAGE

1. Clairement, {a}∗ ∪ {b}∗ ⊂
√
L. Soit u un mot contenant un a ainsi qu’un b. Alors uu présente un a (dans le

deuxième u) après un b (du premier u), donc n’est pas dans L. Finalement,
√
L = {a}∗ ∪ {b}∗.

2. De même que précédemment,
√
L ∩ Σ∗{b}Σ∗{a}Σ∗ = ∅ et

√
L ∩ Σ∗{a}Σ∗{b}Σ∗ = ∅. On trouve encore

√
L =

{a}∗ ∪ {b}∗.
3. Il suffit de prendre A3,{1}, par définition.

4. (a) L′ est décrit par l’expression régulière sur l’alphabet approprié a1(a2 + b3a
∗
4b5)

∗b6a
∗
7.

(b) P = {a1}, S = {b6, a7}, F = {a1a2, a1b3, a2a2, a2b3, b3a4, b3b5, a4a4, a4b5, b5a2, b5b3, a1b6, a2b6, b5b6, b6a7, a7a7}.
(c) Le langage L′ ne contient pas le mot vide, donc son automate de Glushkov est :

c. Le langage ǆ࿊ ne contient pas le mot vide, donc son automate de Glushkov est :
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Question 15. On applique l’algorithme classique. Seuls les états accessibles sont considérés

� �\0^ \1^\1^ \2^ \3, 6^\2^ \2^ \3, 6^\3, 6^ \4, 7^ \5^\4, 7^ \4, 7^ \5^\5^ \2^ \3, 6^
Les états finals sont \3, 6^ et \4, 7^.
2.1 Propriétés de la racine carrée d’un langage rationnel

Question 16.

ǧ ྒྷ ဨǆ ಗ ǧǧ ྒྷ ǆಗ ,ǣ0	຋ܤ ǧǧ
 ྒྷ ǀಗ ,ǣ0	຋ܤ	຋ܤ ǧ
, ǧ
 ྒྷ ǀಗ ༅ǣ ྒྷ ǋ, ,ǣ0	຋ܤ ǧ
 � ǣ ໶ ,ǣ	຋ܤ ǧ
 ྒྷ ǀಗ ༅ǣ ྒྷ ǋ, ,ǣ0	຋ܤ ǧ
 ྒྷ \ǣ^ ໶ ,ǣ	຋ܤ ǧ
 ྒྷ ǀಗ ǧ ྒྷ ǆ֥0,\֥^ ໶ ǧ ྒྷ ǆ֥0,շ�
Question 17. On a alors ဨǆ � ໴֥ྒྷ֣ ǆ֥0,\֥^ ໰ ǆ֥0,շ : c’est une union finie d’intersections finies de langages rationnels, c’est
donc un langage rationnel.

Question 18. Soit ǧ ྒྷ ဨǆ ༖ ဨǆ. Il existe Ǩ ྒྷ ဨǆ tel que ǧ � ǨǨ. Mais ǨǨ ྒྷ ǆ par définition de ဨǆ, donc ǧ ྒྷ ǆ. D’où
l’inclusion.

3

5. On applique l’algorithme classique. Seuls les états accessibles sont considérés

a b
{0} {1}
{1} {2} {3, 6}
{2} {2} {3, 6}
{3, 6} {4, 7} {5}
{4, 7} {4, 7} {5}
{5} {2} {3, 6}

Les états finals sont {3, 6} et {4, 7}.
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6.

u ∈
√
L ⇔ uu ∈ L

⇔ δ∗(q0, uu) ∈ F

⇔ δ∗(δ∗(q0, u), u) ∈ F

⇔ ∃q ∈ Q, δ∗(q0, u) = q ∧ δ∗(q, u) ∈ F

⇔ ∃q ∈ Q, δ∗(q0, u) ∈ {q} ∧ δ∗(q, u) ∈ F

⇔ u ∈ Lq0,{q} ∧ u ∈ Lq0,F .

7. On a alors
√
L =

⋃
q∈Q Lq0,{q} ∩ Lq0,F : c’est une union finie d’intersections finies de langages rationnels,

c’est donc un langage rationnel.

8. Soit u ∈
√
L ⊙

√
L. Il existe v ∈

√
L tel que u = vv. Mais vv ∈ L par définition de

√
L, donc u ∈ L. D’où

l’inclusion.

2 EXERCICE 2
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3 PROBLÈME

1. La somme des degrés d’un graphe est paire car égale à deux fois le nombre d’arêtes donc le fait que la
somme des valeurs des degrés soit paire est un condition nécessaire.

2. Si (d2, . . . , dℓ) est graphique alors soit G = (S,A) un graphe simple associé. On pose G′ = (S ∪ {s1}, A′) avec
A′ = A ∪

⋃
x∈{2,d1+1}(s1, x), autrement dit on rajoute un sommet que l’on relie aux d1 premiers sommets de

la suite. Ainsi les degrés du graphe obtenu sont (d1, d2+1, . . . , dd1+1+1, dd1+2, . . . , dℓ) (qui est bien graphique
à condition d’avoir d1 ≥ d2 + 1 et dd1+1 > dd1+2, mais ce n’est pas demandé). Cette construction est valable
pour toute valeur de d1 avec d1 ≤ ℓ − 1 car il faut avoir suffisamment de sommets à relier au nouveau
sommet.

3. Soit (d1, . . . , dℓ) graphique.
Il existe un graphe G dont c’est la suite des degrés des sommets.
Raisonnons par l’absurde, et supposons que qu’il n’existe pas de graphe tel que dans l’énoncé. Choisissons
alors un graphe G dans lequel s1 est adjacent à un maximum de sommet de (2, . . . , d1+1), mais pas à tous.
On choisit un tel sommet sj tel que j minimal.
On montre qu’il existe k > j et l ∈ [n] avec l ̸= j, l ̸= k, l ̸= 1 tels que :

— {s1, sk} ∈ A

— {sl, sj} ∈ A

— {sk, sl} /∈ A

— Tout d’abord, comme s1 a d1 voisins, et que sj n’est pas voisin de s1, s1 a nécessairement un sommet
voisin sk où k > j, sans quoi l’ensemble des voisins de s1 serait {si, i ∈ [j − 1]}, au nombre de j − 1 ≤
d1 − 1 < d1, ce qui est impossible.

— On cherche maintenant à montrer qu’il existe un voisin sl de sj qui n’est pas voisin de sk.
Pour cela, on remarque que d(sk) = dk ≤ d(sj) = dj.
Par ailleurs, s1 est voisin de sk mais pas de sj.
Notons S′

k (respectivement S′
j ) l’ensemble des sommets autres que k, j, 1 qui soient voisins de sk (res-

pectivement de sj ).

— Si sj et sk sont voisins, |S′
k| = dk − 2 < dj − 1 = |S′

j |.
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— Si sj et sk ne sont pas voisins, |S′
k| = dk − 1 < dj = |S′

j |.

Dans tous les cas, on peut conclure que S′
j \S′

k ̸= ∅ : il existe donc bien un sommet sl voisin de sj mais
pas de sk.

On construit alors G′ à partir de G en retirant les arêtes s1sk et slsj, et en ajoutant les arêtes s1sj et slsk.
Tous les degrés sont préservés par cette transformation, donc on obtient G′ dont la liste des degrés est
bien celle donnée, et qui contredit la minimalité de j.

4. On enlève le premier sommet et on obtient un graphe avec la liste des sommets demandés. L’hypothèse
garantit que la liste obtenue est bien décroissante.

5. On applique le théorème : [4; 3; 3; 3; 3] est graphique ssi [2; 2; 2; 2] l’est et on voit bien qu’un cycle de longueur
4 convient.
De même, [6; 4; 4; 2; 2; 1; 1] est graphique ssi [3; 3; 1; 1; 0; 0] l’est ssi [2; 0; 0; 0; 0] l’est. Or on voit bien qu’on ne
peut pas construire un graphe avec ces degrés puisque le sommet de degré 2 ne peut être relié à personne.

6. let compare_entiers n y =
if m <n then 1
else if m >n then -1
else 0;;

7. let rec decr_n n l = match l with
|[]-> if n=0 then Some [] else None
|h::t when n = 0 -> (match (decr_n 0 t) with

|None-> None
|Some(lbis)-> Some (h::lbis))

|h::t -> (match decr_n (n-1) t with
|None-> None
|Some(lbis)-> Some ((h-1)::lbis));;

8. let rec havel_hakimi l = match l with
|[]->true
|h::t-> match decr_n h t with

|None-> false
|Some(lp)-> havel_hakimi (List.sort compare lp)

9.

10. λ∗ = (6, 2, 2, 2, 1).

11. α1 = 3, α2 = 2, β1 = 4 et β2 = 2.

12. 5 est inséré en fin de la première ligne et on obtient :

1 1 2 2 4 5
2 3 3
3
4

Pour insérer 1, on remplace le premier 2 de la première ligne par 1, on l’insère ensuite dans la deuxième

ligne à la place de 3 qui est lui aussi propagé et ceci jusqu’à obtenir :

1 1 1 2 4
2 2 3
3 3
4

13. La propriété qui permet de montrer la correction de cet algorithme est que :

∀(i, j),∀j′ ≥ j, T (i, j) < T (i+ 1, j′)

Ainsi, lorsque l’on va insérer l’élément T (i, j) dans la ligne i + 1 ce sera dans une colonne qui précède au
sens large la colonne j et ainsi on peut garantir que T (i, j) est bien plus grand strictement que la valeur
qui est au dessus d’elle.
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14. let rec insereligne k l = match l with
|[]-> 0,[k]
|h::t when h<=k-> let mb,rb = insereligne k t in mb, h::rb
|h::t-> h,k::t

15. let rec insertion k t = match t with
|[]->[]
|l1::next -> let m,new = insereligne k l1 in

if m=0 then newl::next
else newl::(insertion m next)

16. let rec construit l = match l with
|[]-> []
|h::t-> let tab = construit t in insertion h tab

17. On obtient :
2 4 5 5 6 6
1 1 3 2 5 3

18. λ∗
i = βi + i = αi + 1 + i = λi + 1.

19. (s, t) → (t+ 1, s) convient.

20. Il suffit de suivre pas à pas en utilisant la dernière case d’insertion pour (s, t) qui n’est pas celle où est
inséré k mais la dernière valeur propagée.

21. En notant i l’entier dont il est question, cela correspond au degré de i dans le graphe initial.
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