
TD : Jeux à deux joueurs

1 Exercice 1 :

Théorie des jeux - TD MPI

1 Résolution exhaustive

Exercice 1

Le jeu de Chomp est un jeu où deux joueurs se disputent une tablette de chocolat. Tour à tour, chaque
joueur doit choisir un carré de chocolat parmi ceux restant sur la tablette et manger tous les carrés qui
sont en dessous et à droite de ce carré. Le coin supérieur gauche de la tablette est empoisonné et le
joueur qui le mange perd la partie.

Exemple

Une partie de Chomp sur une tablette 5 ◊ 4. Les points représentent les choix du joueur 1 et les
croix les choix du joueur 2. Le joueur 2 perd la partie.

•
◊

•
◊

•
◊

1. Montrer que quelle que soit la tablette initiale, l’un des deux joueurs possède une stratégie ga-
gnante.

2. En dessinant le graphe des configurations, déterminer quel joueur possède une stratégie gagnante
sur une tablette 3 ◊ 2.

3. Montrer que sur une tablette initiale rectangulaire contenant au moins deux carrés de chocolat,
il existe toujours une stratégie gagnante pour le même joueur (à déterminer), quelle que soient
les dimensions de la tablette.

Corrigé

1. Il n’y a pas de match nul : le nombre total de carrés diminue strictement, et le celui qui atteint
zéro perd. Cela signifie que dans le graphe des configurations, tout état est gagnant pour 1 ou
pour 2.

2. C’est le joueur 1 qui peut garantir la victoire (ce qui est cohérent avec la question suivante).
3. On remarque que dans une tablette rectangulaire, le premier joueur mangera nécessairement le

coin inférieur droit. Supposons que le deuxième joueur possède une stratégie gagnante. Alors cette
stratégie doit fonctionner, même quand le premier joueur ne manque que le coin inférieur droit.
Le deuxième joueur choisirait donc un coup X après le coup du premier joueur. Cependant, le
premier joueur peut choisir lui-même le coup X, ce qui résulterait en la même tablette. On dit
qu’il « vole » la stratégie du joueur 2. Ainsi, le joueur 1 possède toujours une stratégie gagnante.

Figure 1 – Une partie de Hex sur un plateau 11 ◊ 11.
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2 Exercice 2 :
Le jeu de Nim est un jeu à deux joueurs où chaque joueur doit à son tour retirer une ou plusieurs allumettes dans un

parmi plusieurs tas d’allumettes. On distingue deux variantes de jeu :
— la variante classique où le gagnant est celui qui retire la dernière allumette ;
— la variante misère où celui qui retire la dernière allumette est le perdant. Dans sa version la plus simple, il n’y a qu’un

tas d’allumettes : n allumettes sont placées côte à côte et tour à tour, chaque joueur doit retirer une ou plusieurs
allumettes. On note ∗n un jeu de Nim avec un tas de n allumettes.

1. Montrer que quelle que soit la variante, il existe toujours un joueur qui possède une stratégie gagnante au jeu ∗n.
2. On suppose n ≥ 2. Déterminer quel joueur possède une stratégie gagnante dans le jeu ∗n, selon la variante choisie.

Lorsqu’on considère un jeu de Nim à plusieurs tas, on note de manière additive le jeu considéré. Par exemple, la figure 2
représente le jeu de Nim ∗1+∗ 3+∗ 5+∗ 7. À chaque tour de jeu, un joueur doit prendre une ou plusieurs allumettes sur une
même ligne.

Théorie des jeux - TD MPI

1. Montrer que quelle que soit la variante, il existe toujours un joueur qui possède une stratégie
gagnante au jeu *n.

2. On suppose n > 2. Déterminer quel joueur possède une stratégie gagnante dans le jeu *n, selon
la variante choisie.

Lorsqu’on considère un jeu de Nim à plusieurs tas, on note de manière additive le jeu considéré. Par
exemple, la figure 2 représente le jeu de Nim *1 + *3 + *5 + *7. À chaque tour de jeu, un joueur doit
prendre une ou plusieurs allumettes sur une même ligne.

3. Soit n œ Nú. Montrer qu’il existe une stratégie gagnante facile à appliquer pour le joueur 2 dans
la variante classique du jeu *n+ *n.

4. Soit 1 6 m < n deux entiers. Montrer qu’il existe une stratégie gagnante pour le joueur 1 dans la
variante classique du jeu *m+ *n.

5. Déterminer quel joueur possède une stratégie gagnante dans la variante misère pour *1 + *n,
n > 1, *2 + *2 et *2 + *n, n > 3.

6. Que dire des questions 3 et 4 dans la variante misère ?

Figure 2 – Le jeu *1 + *3 + *5 + *7.

Corrigé

1. Il su�t de remarquer qu’aucun état terminal n’est un état nul : les seuls états terminaux étant
ceux sans allumettes, ils sont gagnants (ou perdants) pour le dernier joueur à avoir joué.

2. Les rôles étant symétriques, on suppose que le joueur 1 est le premier à jouer. En variante classique,
le joueur 1 peut prendre en un coup les n allumettes et gagner. En variante misère, le joueur 1
peut prendre en un coup n≠ 1 allumettes. Le joueur 2 doit alors prendre l’allumette restante et
perdre. Dans les deux cas, il existe une stratégie gagnante pour le joueur 1.

3. On suppose que le joueur 1 prend k allumettes dans un tas. La stratégie à appliquer pour le
joueur 2 est de prendre k allumettes dans l’autre tas. En e�et, si k = n, alors le joueur 2 gagne.
Sinon, on se ramène à *(n≠ k) + *(n≠ k). On montre par récurrence décroissante que le joueur
2 gagne toujours avec cette stratégie.

4. Il su�t pour le joueur 1 de prendre n ≠m allumettes dans le tas qui en contient le plus. On se
ramène alors à un jeu *m + *m et c’est au joueur 2 de jouer. Par la question précédente, ce jeu
est gagnante pour le joueur 1.

5. – *1+*n : le joueur 1 possède une stratégie gagnante en prenant les n allumettes du deuxième
tas ;

– *2 + *2 : le joueur 2 possède une stratégie gagnante : le joueur 1 peut prendre une ou deux
allumettes dans un tas. S’il en prend une, on se ramène au cas précédent pour le joueur 2,
s’il en prend 2, le joueur 2 peut en prendre une seule dans le deuxième tas. Dans les deux
cas, le joueur 1 est obligé de prendre la dernière allumette ;

– *2 + *n : le joueur 1 possède une stratégie gagnante : il peut prendre n ≠ 2 allumettes du
deuxième tas et se ramener au cas précédent en inversant les rôles.
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TD : Jeux à deux joueurs

3 Exercice 3 :

Théorie des jeux - TD MPI

6. On peut continuer le raisonnement pour montrer par récurrence que le joueur 2 possède une
stratégie gagnante pour *n + *n et le joueur 1 possède une stratégie gagnante pour *m + *n,
m < n. Les initialisations ont été faites ci-dessus. Supposons que le résultat est vrai pour *m+*n,
m 6 n, pour un certain m > 2 fixé. Considérons alors :

– *(m+1)+*(m+1) : ce jeu est gagnant pour 2 : en e�et, quel que soit le nombre d’allumettes
k > 0 prises par le joueur 1, on se ramène à *(m + 1 ≠ k) + *(m + 1), qui est gagnant pour
le prochain joueur à jouer par hypothèse de récurrence.

– *(m + 1) + *n, m + 1 < n : ce jeu est gagnant pour 1 : en e�et, le joueur 1 peut prendre
n≠ (m+1) allumettes du deuxième tas et se ramener au cas précédent en inversant les rôles.

Exercice 5

Définition

Soit a, b œ N, deux entiers dont les décompositions binaires sont a =
pq

i=0
ai2i et b =

qq
i=0

bi2i. On

définit le ou exclusif bit à bit c = a ü b par c =
max(p,q)q

i=0
ci2i où ci = ai + bi mod 2 (avec la

convention ai = 0 si i > p et bi = 0 si i > q).

On considère un jeu de Nim en variante classique, de la forme *x1 + *x2 + . . .+ *xn où les xi œ N. On
veut montrer le théorème de Sprague-Grundy :

Théorème
Il existe une stratégie gagnante pour le premier joueur si et seulement si x1 ü x2 ü . . .ü xn ”= 0.

On note *x1 + *x2 + . . . + *xn l’état du jeu avant le coup du premier joueur et *y1 + *y2 + . . . + *yn
l’état du jeu après le coup du premier joueur. On pose x =

nm
i=1

xi et y =
nm

i=1
yi.

1. Montrer que si le joueur 1 a enlevé des allumettes dans le tas d’indice k, alors y = x ü xk ü yk.
2. Montrer que si x = 0, alors y ”= 0 quel que soit le coup choisi.
3. Montrer que si x ”= 0, alors il existe un coup tel que y = 0.
4. Montrer le théorème de Sprague-Grundy.
5. Pour chacun des jeux suivants, déterminer s’il est gagnant pour le premier joueur et décrire un

premier coup gagnant le cas échéant.
(a) *1 + *3 + *5 + *7.
(b) *1 + *3 + *5 + *7 + *9.
(c) *1 + *2 + *4 + . . . + *2n.
(d) *1 + *3 + *7 + . . . + *(2n ≠ 1).

Corrigé

1. On remarque que pour z œ N, z ü z = 0 et z ü 0 = z. Dès lors, on a :

y = x ü x ü y = x ü
n

i ”=k

(xi ü yi) ü (xk ü yk)

On conclut en remarquant que si i ”= k, alors xi = yi.
2. Si x = 0, alors y = xk ü yk. Comme xk ”= yk, on a y ”= 0.
3. Si x ”= 0. On considère d la position du premier bit de poids fort di�érent de zéro dans x. Il existe

alors k œ [[1, n]] tel que le d-ème bit de xk est di�érent de zéro (sinon le d-ème bit de x serait égal
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TD : Jeux à deux joueurs

4 Exercice 4 :

Théorie des jeux - TD MPI

Exercice 2

Le jeu de Hex se joue sur un plateau n◊n à cases hexagonales. Tour à tour, chaque joueur marque une
case de sa couleur (blanc ou noir). Le premier joueur qui arrive à faire un chemin de cases contigües
reliant ses deux bords (gauche/droite pour le noir, haut/bas pour le blanc) gagne la partie. On suppose
que c’est le joueur noir qui commence à jouer. La figure 1 Illustre une partie de Hex gagnée par le
joueur noir.

1. Montrer qu’il n’est pas possible que la grille soit remplie avec les deux joueurs gagnants.
2. Montrer qu’il n’est pas possible que la grille soit remplie avec aucun joueur gagnant.
3. En déduire qu’il existe une stratégie gagnante pour le joueur noir.

Corrigé

1. Supposons qu’il existe un chemin gagnant pour le joueur noir. Alors ce chemin coupe le plateau
en deux composantes. Il ne peut pas exister de chemin pour blanc entre ces deux composantes,
car un tel chemin passerait nécessairement par l’une des cases du chemin noir.

2. On considère la composante connexe pour noir du bord noir gauche. Soit il existe une case du
bord noir droit dans cette composante, auquel cas le joueur noir est gagnant, soit il n’existe pas
de telle case, auquel cas le chemin blanc délimitant la composante connexe du bord noir gauche
est un chemin gagnant.

3. Par les questions précédentes, il existe une stratégie gagnante pour l’un des deux joueurs (car il
n’existe pas d’état terminal nul). Si on suppose qu’il existe une stratégie gagnante pour le joueur
blanc, alors le joueur noir peut lui « voler » la stratégie de la manière suivante :

– il joue un premier coup arbitraire (par exemple dans un coin du plateau) ;
– pour chaque autre coup joué, il suit la stratégie gagnante selon le dernier coup joué par

blanc ; si ce coup correspond au dernier coup arbitraire joué, alors il joue un nouveau coup
arbitraire ;

– la stratégie est nécessairement gagnante pour le joueur noir (le coup arbitraire ne peut pas
causer un désavantage).

On conclut par l’absurde qu’il existe une stratégie gagnante pour noir.

2 Min-Max

Exercice 3

Déterminer le score de la racine étant donnée les valeurs de l’heuristique aux feuilles de l’arbre suivant :
1. en supposant que la racine est un état du joueur 1 ;
2. en supposant que la racine est un état du joueur 2.

On appliquera l’élagage Alpha-Beta dans les deux cas.

≠1 ≠2 3 ≠3 ≠4 ≠1 ≠3 ≠2 1 ≠1 2 0 ≠3 ≠4 4 ≠5 ≠1 ≠2 ≠5 ≠3 3 ≠1 ≠2 2 0 ≠1 ≠4
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≠1 ≠2 3 ≠3 ≠4 ≠1 ≠3 ≠2 1 ≠1 2 0 ≠3 ≠4 4 ≠5 ≠1 ≠2 ≠5 ≠3 3 ≠1 ≠2 2 0 ≠1 ≠4

Corrigé

On obtient pour le joueur 1 :

≠1 ≠2 3 ≠3 ≠1 ≠3 ≠2 1 ≠1 ≠4 4 ≠5

≠2 ≠3 ≠3 ≠1 ≠5

≠2 ≠3 ≠1 ≠5

≠3 ≠5

≠3

Et pour le joueur 2 (il y a moins d’élagage) :

≠1 ≠2 3 ≠3 ≠4 ≠1 ≠3 ≠2 1 ≠1 2 0 ≠3 ≠4 4 ≠5

3 ≠3 ≠1 1 2 0 4

≠3 ≠1 0 4

0 4

0

3 Théorie de Sprague-Grundy

Exercice 4

Le jeu de Nim est un jeu à deux joueurs où chaque joueur doit à son tour retirer une ou plusieurs
allumettes dans un parmi plusieurs tas d’allumettes. On distingue deux variantes de jeu :

– la variante classique où le gagnant est celui qui retire la dernière allumette ;
– la variante misère où celui qui retire la dernière allumette est le perdant.

Dans sa version la plus simple, il n’y a qu’un tas d’allumettes : n allumettes sont placées côte à côte et
tour à tour, chaque joueur doit retirer une ou plusieurs allumettes. On note *n un jeu de Nim avec un
tas de n allumettes.
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5 Jeu de Hex
Le jeu de Hex se joue sur un plateau n×n à cases hexagonales. Tour à tour, chaque joueur marque une case de sa couleur

(blanc ou noir). Le premier joueur qui arrive à faire un chemin de cases contigües reliant ses deux bords (gauche/droite pour
le noir, haut/bas pour le blanc) gagne la partie. On suppose que c’est le joueur noir qui commence à jouer. La figure 1 Illustre
une partie de Hex gagnée par le joueur noir.

1. Montrer qu’il n’est pas possible que la grille soit remplie avec les deux joueurs gagnants.
2. Montrer qu’il n’est pas possible que la grille soit remplie avec aucun joueur gagnant.
3. En déduire qu’il existe une stratégie gagnante pour le joueur noir (on pourra utiliser un argument de "vol" de stratégie).

Théorie des jeux - TD MPI

1 Résolution exhaustive

Exercice 1

Le jeu de Chomp est un jeu où deux joueurs se disputent une tablette de chocolat. Tour à tour, chaque
joueur doit choisir un carré de chocolat parmi ceux restant sur la tablette et manger tous les carrés qui
sont en dessous et à droite de ce carré. Le coin supérieur gauche de la tablette est empoisonné et le
joueur qui le mange perd la partie.

Exemple

Une partie de Chomp sur une tablette 5 ◊ 4. Les points représentent les choix du joueur 1 et les
croix les choix du joueur 2. Le joueur 2 perd la partie.

•
◊

•
◊

•
◊

1. Montrer que quelle que soit la tablette initiale, l’un des deux joueurs possède une stratégie ga-
gnante.

2. En dessinant le graphe des configurations, déterminer quel joueur possède une stratégie gagnante
sur une tablette 3 ◊ 2.

3. Montrer que sur une tablette initiale rectangulaire contenant au moins deux carrés de chocolat,
il existe toujours une stratégie gagnante pour le même joueur (à déterminer), quelle que soient
les dimensions de la tablette.

Corrigé

1. Il n’y a pas de match nul : le nombre total de carrés diminue strictement, et le celui qui atteint
zéro perd. Cela signifie que dans le graphe des configurations, tout état est gagnant pour 1 ou
pour 2.

2. C’est le joueur 1 qui peut garantir la victoire (ce qui est cohérent avec la question suivante).
3. On remarque que dans une tablette rectangulaire, le premier joueur mangera nécessairement le

coin inférieur droit. Supposons que le deuxième joueur possède une stratégie gagnante. Alors cette
stratégie doit fonctionner, même quand le premier joueur ne manque que le coin inférieur droit.
Le deuxième joueur choisirait donc un coup X après le coup du premier joueur. Cependant, le
premier joueur peut choisir lui-même le coup X, ce qui résulterait en la même tablette. On dit
qu’il « vole » la stratégie du joueur 2. Ainsi, le joueur 1 possède toujours une stratégie gagnante.

Figure 1 – Une partie de Hex sur un plateau 11 ◊ 11.
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