[ Chapitre cinq ]

Langages algébriques
MPI/MPT*, lycée Faidherbe

Résumé

On a étudié les langages rationnels qui sont reconnaissables par une structure simple, les
automates. Cependant des langages aussi simples et importants que le langage des mots qui
contiennent autant de lettre a que de lettre b n’est pas rationnel. Nous allons étudier une classe
plus importante de langages qui auront besoin de techniques plus sophistiquées.

I Dérivations

I.1 Définition
Un exemple

On commence par décrire une définition possible d’une formule sous forme normale conjonctive :

e Une formule est une clause parenthésée ou la conjonction d’une clause parenthésée et d’une
formule.

e Une clause parenthésée est une clause entre parentheses.
e Une clause est un littéral ou la disjontion d’un littéral et d’une clause.
e Un littéral est une variable ou la négation d’une variable.

o Les variables sont des objets de base.

On a ici exclu les clauses et les formules vides.
On note F' une formule, C'P une clause parenthésée, C' une clause, L un littéral et V' une variable
alors sur I’ensemble de variables {x1,z2, 23,24}, on peut donner les régles de construction

o V = xy|xa|as|zy
o« Lo V|RV

. C—>L|L\/C

« CP— (C)

« F— CP|CPAF.

Par exemple la premiere ligne signifie qu’on peut remplacer un symbole V' par I'un des mots x1,
To, T3 OU T4.
On peut créer la formule (1 V —x3) A (22 V 23 V —24) en appliquant les régles de construction :

F—-CPANF—-(C)NF - (LVC)ANF - (VVC)ANF = (x1 VC)AF
S (1 VL)AF = (t1 VV)AF = (#1V-23) A F
21V x3) ACP = (21 V —x3) A (C) = (1 V —x3) A (LVC)
(VVC)— (z1V-x3)A(z2 V)
A(xeVLVC)—= (x1V-x3)A(xa VYV VC) = (21 V-xg) A(xg Vas VCO)
A(xa VgV L) = (x1V-xs) A(xzeVasV-aV)
A

xo Va3V —|x4)

1V x3

— (
= (
— (z1 V a3
— (x1 V 3
— (

) A
)
)
)

On va formaliser les opérations vues ici.



Grammaire

Définition 1

Une grammaire hors-contexteest un quadruplet G = (X,V, P, S) ou :
o X (parfois noté T') est un alphabet de symboles dits terminauz ;
e V est un alphabet dit de variables tel que TNV =0;
e PCV x(XUV)* est un ensemble dit de régles de production ;
o S €V est le symbole de départ.

Une régle de production (X, «) est souvent notée X — a. Si (X, a) et (X, ) sont deux
régles de production, on notera X — a | 5.

On dit aussi grammaire non contextuelle.
Dans I'exemple ci-dessus,

o Y ={xy, 20, 23,24, (,),, A, V},

e« V={F,CPC,L,V},

e les regles de production sont ce qui a été appelé les régle de construction,
e F est le symbole de départ.

L’usage est d’employer des lettres majuscules pour les symboles de V' et des lettres grecques («,
B, 7, ...) pour désigner des mots de (X UV)*.

Le qualificatif de "hors contexte" signifie que les régles s’appliquent a une lettre de V' dans un mots
de (X UV)* indépendamment des lettres qui ’entourent.

Définition 2

Un mot « € (XU V)* se dérive immédiatement en le mot § € (X UV)* ¢’il existe une régle

X — v et deux mots o/, a@” € (XU V)* tels que a = &’ Xa" et 8 = a'ya”.
Si « se dérive immédiatement en 3, on le note a = .

Exercice 1 Solution page 10
Prouver que si on a « = (3 alors, pour tous 7,0 € (X UV)*, yad = 0.

Langage algébrique

La relation de dérivation peut se prolonger

Définition 3

Un mot a € (X UV)* se dérive en le mot 8 € (X UV)*, que 'on note a==0, si a = f ou
¢’il existe une suite finie (8o, 81, ..., fn) de mots de (X U V)* tels que

Bo =, Bn =B et Bi_1 = B; pour tout ¢ € {1,2,...,n}.

a=p1 = pPs=- = Bh_1 = [ est une dérivation de o en S.

Une dérivation avec n dérivation immédiates, comme ci-dessus, est aussi notée a==/3.

= est la cloture réflexive et transitive de =.

Exercice 2 Solution page 10
Prouver que si on a a== alors, pour tous 7,8 € (ZUV)*, yad==~[30.



Définition 4

Pour G = (X,V, P, S) une grammaire hors-contexte, on note L(G) = {u € ©* ; S==u},
c’est-a-dire ’ensemble des mots de ¥* pour lesquels il existe une dérivation de S en u, on
dit que G génere u.

Si L = L(G), on dit que G engendre L.

Un langage est algébrique s’il est le langage d’une grammaire hors-contexte.

\.

On note que les mots de L(G) ne contiennent pas de variables.

Définition 5

Soient G et G5 deux grammaires hors-contexte.
On dit que G, et G sont faiblement équivalentes si L(G1) = L(G2).

1.2 Exemples
Un langage non rationnel
La grammaire G = ({a,b}, {S},{S — aSble}, S) engendre le langage L = {a"b™ ; n € N}.

4, *
¢ On montre par récurrence sur n que S=-a"b".
Pour n=0,0na S = ¢ = a%°.
. ;. . * s . . . *
Si on a une dérivation S==-a"b" alors on peut écrire la dérivation S = aSb=—-aa™b"b =
CLn—',—l bn-i-l.

o Inversement on montre par récurrence sur n que si S =" a avec a € (X U V)*, alors
a=a"b" ou a = a"TLSH" L. Ainsi tous les mots de L(G) appartiennent & L.

Mots bien parenthésés

On considere les parenthésages possibles en omettant les expressions parenthésées.

Par exemple (), ((O)), (O O) ou (OO O).

Pour faciliter la lecture, on remplace ( par a et ) par b.

Le langage correspondant, le langage de Dyck, LD est celui des mots u € {a,b}* tels que

o |ulq = |ulp, il y a autant de parenthéses ouvrantes que de parenthéses fermantes,
o pour tout préfixe v de u, |v|, = |v|p, toute parenthese doit étre ouverte avant d’étre fermée.

Soit u = x1x9 - - -z, un mot de Dyck, u € LD.

On note k(z) =1siz=aet k(z) = —1siz=bet, pour 0 <i<n=]|ul,
i

(1) = Z K(zr) = |[v|la — |v]p 81 v = 2122 - - - x; est le préfixe de u de longueur .
k=1
La définition ci-dessus peut se traduire par o, (n) =0 et a, (i) = 0 pour tout i.
On a aussi a,,(0) =0 et ay(p+ 1) = au(p) + K(Tpt1-
Lemme : si oy, (p) = 0 alors ), = b pour p > 0 et 41 = a pour p < n.
Démonstration : pour p > 0, 0 < a(p — 1) = ay(p) — k(xp) done k(xp) <0 : xp, =D,
pour p <n, 0 < ay(p+1) =au(p) + k(zpt1) done k(xpp1) 20 Tpp1 =a. ..ot |

En particulier a,,(0) = 0 implique 21 = a et a,,(0) = 0 implique z, = b

o Pour u # ¢ il existe au moins un entier k& > 0 tel que ay, (k) =0 : k = n convient.
Soit p le plus petit entier & > 0 tel que a, (k) =0; 0onpose v = o Tp_1 €t W = Tpy1 - Ty,
onau=a-v-b-w,vouw peut étre le mot vide.



e On peut écrire v = y1y2 - - - Yp—1 AVEC Y; = Tit1-
Alors o, (i) = @y (i +1) — k(z1) = o (i +1) =1 > 0 car oy (k) # 0 pour 1 < k < p.
De plus a,(p—2) = au(p—1) — 1 = o (p) — k(zp) — 1 = au(p) =0 car z, = b.
Ainsi v € LD.

o On peut écrire w = 2129 - - - Zp_p AVEC 2; = Tjyp.
Alors ay (1) = ay (i +p) — au(p) = au(i +p) 2 0 et ay(n —p) = ay(n) = 0.
Ainsi w € LD.

Tout mot u € LD \ {e} peut donc s’écrire v =a-v-b-w avec v,w € LD.

On peut alors considérer la grammaire G de régle S — aSbS|e; G géneére ¢.

Supposons que G génere tous les mots de LD de longueur 2n au plus.

Soit w € LD avec |u| = 2n + 2. D’apres le résultat ci-dessus, on peut écrire u = avbw avec
v,w € LD. De plus |u| = 2+ |v|+ |w| donc |v| < 2n et |w| < 2n. D’apres hypothese de récurrence,
il existe des dérivations S==v et S==uv. L’exercice | permet alors de construire la dérivation
S = aSbS==avbS==avbw = u.

Par récurrence, on a prouvé que tout mot de LD est généré par la grammaire.

Inversement si u est généré par la grammaire alors chaque dérivation immédiate ajoute un a et un
b avec b placé apres a. u contient donc autant de a que de b et chaque a est associé a un b d’indice
supérieur donc u est bien parenthésé.

G engendre LD.

II Langages rationnels

I1.1 Propriétés des langages algébriques

Théoréme 1 Stabilités des langages algébriques

Si Ly et Lo sont des langages algébriques alors Ly U Lo, Ly - Lo et L} sont algébriques.

Démonstration Soient G; = (X, V1, P1,51) et Go = (X, Vs, P2, S3) des grammaires engendrant
respectivement L; et Lo. On suppose que V) N V2 = ), on renommera les variables si besoin.
e L; U Ly est algébrique car il est engendré par la grammaire (X,V; UV, U {S}, P, S) ol
P=PUPU {S — Sl|S2}
e L; - Lo est algébrique car il est engendré par la grammaire (X,V; U Vo U {S}, P,S) ou
P=PUPU {S — 5152}.
o L7 est algébrique car il est engendré par la grammaire (X, V; U{S}, P, S) ou
P:P1U{S*>S1S|E} ................................................. | ]

Exercice 3 Solution page
Prouver que les langages élémentaires sont algébriques.

Théoréme 2

Tout langage rationnel est algébrique. algébriques.

Démonstration On montre le résultat par induction structurelle en utilisant les deux résultats
Cl-dESSUS. . o |

Le résultat ci-dessus ne donne pas directement une grammaire pour un langage rationnel mais on
peut en calculer une en partant d’une expression réguliere dénotant le langage et en utilisant les
construction du théoreme

Cependant le résultat peut étre rapidement lourd.



Exemple

On consideére le langage L des mots finissant par la lettre a.

11 peut étre dénoté par r = (a|b)xa.
o (%,{S51},{S1 — a}, S1). engendre L[a].

(3, {S2}, {S2 — b},S2). engendre L[b].

(2,{S1, 52,53}, {S1 = a,S2 = b,S3 — 51|52}, S3). engendre L[a|b].

o (X,{51,52,853,54},{S1 — a,S2 — b,S3 — 51|52, 54 — €|5354}, S2) engendre L[(alb)x*].
(
(

2, {S5},{S5 — a}, S5). engendre L[a].
>, {Sl, Sy, 53,84, S5, S@}, P, Sg) engendre L[(a|b)>f<a]
avec P = {Sl — a752 — b, 53 — Sl|Sg, 54 — 8|SgS4,S5 — a,Sg — S4S5}.

I1.2 Grammaire associée a un automate

Le résultat ci-dessus est vite pléthorique. Il existe des procédés de simplification des grammaires,
qui sont hors programme. On a déja cherché des automates simples; il peut étre utile de déterminer
une grammaire a partir d’'un automate.

On notera ici S = {Sp, S1,...,S,—1} 'ensemble des états de I'automate et suppose que Sy est le
seul état initial.

Définition 6

Si Q= (%,S,A,{S0},T) est un automate, la grammaire associée est G(Q) = (%,S, P, Sp)
avec P = {Sj — & § Sj € T} U {Sz — ZZ?Sj ;Sj S A(Sz,l‘)}

a
Si on revient a 'exemple du langage des mots finissant par a, il a
est reconnu par 'automate ci-contre. On lui associe la grammaire @ @
({a7b}, {507 Sl}, P, S()) avec P = {So — CLSo|bSo|a51, Sl — E}.

b

Théoréme 3

Le langage engendré par la grammaire associée a un automate est le langage reconnu par

Pautomate : L(G(Q)) = L(Q).

Démonstration

o Siu=uaz29-- 2, € L(Q), il;existe un calcul réussi

So—L By -2 ... EE”_1ﬁ>En avec E; eSet B, €T.
On a alors u € L(G(Q)) car on peut définir la dérivation
So= 1B =tk = o= cxn By = a0 xpo1xn By = 2100 The = w.

e Inversement si u = x12o -2, € L(G(Q)) on a une dérivation Sp = a1 = -+ = ap_1 = u
On montre alors que o1 = ul,_1 avec Ep_; € T puis op_o = 1+ Tp_1Fp_2 et
(Ep—2,%n, Ep—1) transition de Q. On remonte ainsi jusqu’a Sy avec des transitions
(Ep—n+i-2,%i, Ep_pti—1). On en déduit un calcul réussi pour u donc u € L(Q).

Les deux inclusions donnent ’égalité des langages. . . .. ... ... ... L |



IIT Arbre de dérivation
I11.1 Définition

Un arbre de dérivation pour une grammaire G = (X,V, P, S) est un arbre général dont les
fils sont ordonnés tel que

e les nceuds sont étiquetés par des lettres de V,

e les feuilles sont étiquetées par des lettres de 3 ou par ¢,

¢ la racine est étiquetée par S,

o si les fils d’un noeud d’étiquette X sont o, as, ..., ap, alors X — oy - - est une
regle de production,

o une feuille d’étiquette ¢ est le seul fils de son pere.

Le mot u obtenu par la lecture des feuilles de gauche a droite est la frontiére de I'arbre.

Exemple
CcP A F
( C ) cP
L \Y

T3

La frontiére est (z1 V —x3) A (2 V a3 V —2y)




Théoréme 4

Les frontieres des arbres de dérivation pour une grammaire G sont les mots de L(G).

Démonstration On considére un arbre de dérivation; chaque nceud est associé a une regle de
production. Si on part de S et qu’on applique les régles de production associées aux nceuds dans
Iordre de parcours en largeur de l'arbre, on aboutit & la frontiére de I’arbre. Ainsi la frontiere est
générée par la grammaire.

Inversement une dérivation d’un mot de L(G) permet de construire un arbre & partir de la racine
S'; chaque dérivation immédiate définit les fils d’un nceud et, ala fin de la dérivation, il n’y a plus
de nceud et le mot généré est la frontiere de 'arbre. . .. ... ... . ... .. .. ... ... ... [ |

L’arbre de dérivation associé a une dérivation est unique mais il y a souvent plusieurs dérivation
qui sont portées par un arbre. Elles different par 'ordre des dérivations.

Siae (ZUV)*, on écrit « =uXpYv avecu,v € X*, XY e Vet fe(ZUV)*.

Une dérivation immédiate droite (resp. gauche) est une dérivation obtenue par une régle de
production X — v (resp. Y — +') : uX Y v = uyBYw (resp. uX Y v = uXpBvy'v).

Une suite de dérivations immédiates gauches (resp. droites) est appelée une dérivation
gauche (resp. droite), notée par :*>g (resp. ==).

I11.2  Ambiguité

Des dérivations différentes peuvent étre considérées comme semblables si elles définissent le méme
arbre de dérivation. Mais il peut exister des dérivations qui ont des arbres de dérivations différents.

Définition 9

Soit G = (X3, V, P, S) une grammaire.

Un mot u € L(G) est ambigu pour G §'il existe plusieurs arbres de dérivation de w.
La grammaire G est ambigué s’il existe des mots ambigu pour G.

L’ambiguité est celle de la grammaire, il est parfois possible de trouver une grammaire non ambigué
qui engendre la méme langage qu'une grammaire ambigué : une grammaire faiblement équivalente.

Exemple simple

En reprenant 'exemple initial en se restreignant aux clauses positives, on peut les définir par la
grammaire ({5'317962,1173@4’\/}7 {SH{S—Sv S\$1,$27I37$4},S)-
Dans ce cas x1 V 23 V 23 admet deux arbres de dérivation




Ici Pambiguité reflete I’associativité. On peut la lever en imposant ’ordre de composition avec la
grammaire ({$1,$2,$3,$4, VH{S, VI A{S = VIV VS,V = x1,x9, 23, 24}, S).

Probléme de priorité

Le langage des formules booléennes simples & 3 variables x, y et z est engendré par la grammaire
({z,y,2,V, A, =}, {5}, {S = SV S|S A S|=S|z|y|z}, S) (on admet ce résultat).
Dans cette grammaire z A y V z admet 2 arbres de dérivations

Ici le probleme est plus important car la fonction booléenne associée n’est pas la méme. Si on veut
une grammaire non ambigué on peut ajouter un parenthésage ou donner une priorité distincte aux
opérations

Le probléeme des else

Les langages de programmation n’imposent pas toujours la présence d’'un else apreés une un test
if. L’absence de la partie else est traduite par "sinon ne rien faire". Cela signifie que, dans le
langage OCaml, le bloc d’instructions qui suit la condition doit avoir un résultat unit.

Si on donne une partie de la grammaire définissant un langage on a les regles

I — ifBI|if Blelsel|... ou B représente une expression booléenne et I un bloc d’instruction.
Alors la portion de mot if(test;)if(test2)inslelseins2 rend le mot total ambigu

if testl
if test2| |insl else| |ins2
I
if testl I else| |ins2

if test2 insl

Les instructions ins2 sont effectuées seulement si test1 et test2 sont tous deux faux ou si seulement
testl est faux ? La plupart des compilateurs choisissent le premier cas, ils attribuent le else aux
dernier if. Il est recommandé d’ajouter des accolades ou des structures de bloc pour marquer son
intention, les indentations ne sont pas prises en comptes.



Les mots bien parenthésés

La grammaire qui reconnait ’ensemble LD des mots de Dyck, vue dans la partie [.2, est non
ambigué. Pour le prouver on montre par récurrence sur la demi-longueur d’un mot u € LD que u
admet un unique arbre de dérivation (tous les mots de LD sont de longueur paire).

C’est vrai pour u = € qui ne peut admettre que S = £ comme dérivation le générant.

On suppose que tous les mots de LD de longueur majorée par 2n admettent un unique arbre de
dérivation dans G. On considere v € LD tel que |u| = 2n + 2.

On a vu qu’on peut écrire u = avbw avec u,v € LD.

On montre que cette décomposition est unique : si on a une autre décomposition u = av’bw’ avec
u',v" € LD. Alors av et av’ sont des préfixes de u donc 'un est un préfixe de 'autre, par exemple
av est préfixe de av’, donc v est un préfixe de v’'.

Si v’ # v alors, comme la lettre qui suit v dans u est b, vb est un préfixe de v’'.

Or v contient autant de b que de a donc vb contient un b de plus que de a, ce qui est impossible
pour un préfixe d’un mot de LD.

Ainsi on doit avoir v = v’ d’oul u = avbw = avbw’ puis w = w’ : la décomposition est unique.

Si A, et A, sont les arbres de dérivation de v et w respectivement, ils sont uniques par hypothese
de récurrence , et u ne peut admettre comme arbre de dérivation que




Solutions

Exercice 1

Si o = B alors il existe une régle X — 3’ et des décompositions a = o’ Xa” et 8 = o/f'a”.

On a alors les décompositions yad = ya’ Xa'’d et v85 = va/3'a’”’§. Si on note 7/ = va' et ¢’ = a’'4,
on a yad = 7' X0 et v80 = +/'0" et la regle X — ' donc yad = vf9.

Exercice 2
On le prouve par récurrence sur le nombre de dérivations immédiates en appliquant ’exercice 1

Exercice 3
o () est engendré par la grammaire (3, {S},0,S).
o {e} est engendré par la grammaire (X, {S},{S — ¢}, 5).
o Pour z € &, {x} est engendré par la grammaire (3, {S}, {S — =}, 9).
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