Langages algébriques

MPI/MPI*,

Exercice 1 - Recherche de grammaires

lycée Faidherbe

Solution page 2

Prouver que les langages suivants sont algébriques en donnant une grammaire qui les engendre.

1. Ensemble des mots sur ¥ = {a, b} de longueur impaire.
L={a™b"; n#m}

L = {a"b™c"*™ ; n,m € N}.

L={a™b"; m<n<2m}

Le complémentaire de {a"b™ | n € N}.

L ={a?b%c" ; p#qouqg#r}

7. L={aPbic"d® ; p+q=r+s}

o Otk N

Exercice 2 - Langage transposé

Solution page 2

Prouver que si L est algébrique alors LT, le langages des mots transposés de L est algébrique.

Exercice 3 - Tautologies

Solution page 2

On consideére l'alphabet ¥ = {(,),A,V, 7, p, T, L} ot T représente vrai, L représente faux et p
est une variable booléenne. Déterminer une grammaire qui engendre les tautologies.

Exercice 4
On considere la grammaire G = ({a,b},{S}, {S — SbS|a}, S).
Déterminer le langage engendré par G.

Solution page 2

Prouver que la grammaire est ambigué en donnant deux arbres de dérivation pour abababa.

Autant de a que de b

Exercice 5 -
Prouver que le langage Lo, = {u € {a,b}* ; |ul,
S — aSbS|bSaS|e. Etudier son ambiguité.

lulp} est engendré

Exercice 6
Prouver que le langage Lo, = {u € {a,b}* ; |ulq
S — aSb|bSa|SS|e. Etudier son ambiguité.

lulp} est engendré

Exercice 7 -
Prouver que le langage Lo, = {u € {a,b}* ; |uls = |uls} est engendré
S — aB|bAle, A — aS|bAA, B — bS|aBB. Etudier son ambiguité.

Exercice 8
Prouver que le langage Leq = {u € {a,b}* ; |ulo = |uls} est engendré
S — aDbS|bIaS|e, D — aDbD|e, I — blalle. Etudier son ambiguité.

Exercice 9
Prouver que le langage Lo, = {u € {a,b}* ; |uls = |uly} est engendré
S — aAS|bBS|e, A — aAA|b, B — bBB|a. Etudier son ambiguité.

Solution page 2
par la grammaire

Solution page 3
par la grammaire

Solution page 4
par la grammaire

Solution page 5
par la grammaire

Solution page 6
par la grammaire
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Solutions

Exercice 1
1. 8 — SSS]alb
S — aSblaA|Bb, A — aAle, B — Bbe.
S —aScT, T — bTcle.
S — aSb|aSbble.
Un mot qui n’est pas de la forme a™b™ est soit un mot qui commence par b, soit finit par a,
soit de la forme aub avec u qui n’est pas de la forme a”b". On en déduit la grammaire :
S —=bX | XalaSh, X —aX |bX |e.
6. C’est une union de quatres produits de langages algébriques :
S — 51]52|83]S4, S1 = MiC, My — aMyb|bB, S — PIC, P, — aPiblaA, S35 — AMa,
My — bMse|eC, Sy — APy, Py — bPic|bB, A — aAle, B — bBle, C — cCle.
7. Aprés avoir associé les a et d il reste un mot de la forme aPb4cPT4 ou bPT4cPdY.
S — aSd|A|D, A — aAc|B, D — bDd|B, B — bBcle.

v LN

Exercice 2
On transpose toutes les regles.

Exercice 3

On utilise 5 variables; T génere les proposition vraies, F' les propositions fausses, P celles qui sont
équivalentes a p et N a —p, X génere toutes les formules.
T—o>T(TV)I(XVTI(PVN)I(NVP)TAT)|-F

F— L|(FVFE)(FANX)|(XAF)(PAN)(NAP)-T,

P = pl(PV P)|(PV F)|(FV P)|(P A P)[(P AT)|(T A P)|-N,

N = ~p|(N V N)|(NV F)|(FV N)|[(N AN)|(N AT)[(T A N)|-~P,

X — T|F|P|N.

Exercice 4

On géneére a avec une dérivation S = a et aba avec S = SbS = abS = ababa.

On prouve par récurrence sur la hauteur des arbres de dérivation que tout mot généré par G est
de la forme a(ba)™.

C’est vrai pour un arbre de hauteur 1 qui ne peut étre que défini parS = a.

Si la propriété est vraie pour tous les arbres de dérivation de hauteur n au plus, un arbre de
dérivation de hauteur n + 1 > 2 doit appliquer la regle S — SbS a la racine et les arbres issus des
deux nceuds de racine S sont de hauteur n au plus donc générent des mots a(ba)? et a(ba)? donc
le mot généré est a(ba)Pba(ba)? = a(ba)PT9H1. La récurrence est prouvée.
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Exercice 5

Chaque regle ajoute autant de a que de b donc le langage engendré est inclus dans L.

Soit u € L.,. On montre par récurrence généralisée sur |u| que u est généré par G.

Siu=e, uest généré par S = .

On suppose que tous les mots de L., de longueur inférieure a 2n sont générés par G.

Soit u de longueur 2n + 2.

Si v commence par a, 4 = £1%2-Tp aVec T1 = a, on note v; = T1T2 - - - x; le préfixe de u de longueur
1 et hl = |vi|a — "Ui|b~

Onah;=1eth,=0caru & Leg et hjy1 =h; £1.

On considére le premier indice ¢ tel que hy = 0, on aalors h; > 0pour1 <7 < ¢g.Onaalorsh,—1 =1
donc x4 = b. On peut donc écrire u = avbw avec v = T+ - Tp—1 € Leg €t W = Tpy1 -+ Topyo € Leg.
Comme |v| < |u| —2 =2n et |w| < 2n, v et w sont générés par G dons u est généré par G.

De méme si 4 commence par b.

Ainsi tout mot de L., est engendré par G. G engendre L.,.

La grammaire est ambigué, par exemple pour ababab.

Exercice 6

Chaque regle ajoute autant de a que de b donc le langage engendré est inclus dans Leg.

Soit 4 € Leq. On montre par récurrence généralisée sur |u| que u est généré par G.

Siu=c¢, uest généré par S = e.

On suppose que tous les mots de L., de longueur inférieure a 2n sont générés par G.

Soit u de longueur 2n + 2.

Si u commence par a et finit par b alors u = avb avec v € L¢, et |v| = 2n. v est généré par G par

hypothése de récurrence et on peut compléter la dérivation de v, S==v, en introduisant la régle
S — aSb au début : D = aSb==avb = u donc u est généré par G.
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De méme, si u commence par b et finit par a alors u est généré par G.

Si u commence et finit par la méme lettre, on note v; = x1xs - - - x; le préfixe de u de longueur i et
hi = |vile — |vilp- On a hy, =0 car u € Leg et hjp1 = by £ 1.

On a hy =1 et hopy1 = —1 si u commence et finit par a ou hy = —1 et hoyp41 = 1 si u commence
et finit par b

Il existe un indice ¢ € {2,3,...2n} tel que hy; = 0, on a alors u = vw avec v = 1 -+ Tp € Leg
et W = Tpi1 - Tant2 € Leg. v et w sont non vides donc |v| < |u| et |w| < |u|. Par hypothese de
récurrence, v et w sont générés par G : S==v et S==w donc S = SS==Sw=—>vw = u.

Ainsi tout mot de L., est engendré par G. G engendre L.,.

La grammaire est ambigué, par exemple pour abab.

Exercice 7

Onnote G = ({a,b},{S,A, B}, P,S), Gy = ({a,b},{S, A, B}, P, A) et G, = ({a,b},{S, A, B}, P, B)
avec P = {S — aB|bAle, A — aS|bAA, B — bS|aBB}.

On veut montrer que G engendre L¢g, G, engendre L, = {u € {a,b}* ; |ul, = |uly + 1} et G,
engendre Ly, = {u € {a,b}* ; |uly = |uls + 1}.

On montre L(G) C Ly, L(Gy) C L, et L(Gy) = Ly par récurrence généralisée sur la longueur des
dérivations ; supposera qu’on a des dérivations a droite.

La seule dérivation possible de longueur 1 est S = ¢ qui génere € € Leg.

On suppose que les dérivations de longueur n > 1 au plus engendrent des mots de L4 si la racine
est S, de L, si la racine est A ou de L si la racine est B.

Une dérivation, X 2ty avec n + 1 > 2, peut commencer par
e S = aB, dans ce cas elle se poursuit par une dérivation aB==av donc, par hypothése de
récurrence, v € Ly et u = av € Lg,
o S = bA, avec le méme raisonnement u = av avec v € Ly, donc u = av € Leg,
o A= aS,iciaussi, u = av avec v € L¢q donc u € Ly,
e B = BS,ici aussi, u = bv avec v € L¢q donc u € Ly,

o A= bAA, elle se poursuit par bAA=>bv A=L-bvw avec p+q = n, donc p < n et ¢ < n dot,
d’apres 'hypothese de récurrence, v, W € L, donc u = bvw € La,

e B = aBB, elle se poursuit par aBB=%avB=%-avw avec p+qg=mn,doncp<netqg<<n
d’on, d’apres 'hypothese de récurrence, v, W € L donc u = avw € Lb.

Dans tous les cas, u appartient bien au langage attendu.
On a donc prouvé la récurrence.

On montre L., C L(G), L, C L(G,) et Ly C L(Gy) par récurrence sur la longueur des mots.

Un mot de longueur 0, ¢, appartient a L., et est généré par G.

On suppose que tous les mots de longueur n au plus appartenant & L., ou L, ou L; sont générés
par G, G, ou (G respectivement.

Soient u de longueur n + 1, u = zv avec x € {a, b}.
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Siu € Leg et © = a alors v € Ly. Par hypothese de récurrence il existe une dérivation B=v
pour v dans G} donc il existe une dérivation u = av==av = u pour u dans G : u € L(G).

Siw € Ley et x = b, le méme raisonnement montre que v € L(G).

Siu € Ly et x = a alors v € L¢,. Par hypothese de récurrence il existe une dérivation S =0
pour v dans G donc il existe une dérivation A = a.S==av = u pour u dans G : u € L(G,).
Siu € Ly et x = b, le méme raisonnement montre que u € L(Gp).

Siu € L, et x =b alors |v], = |v]p + 2. On note v = Y12 ... Yn, vV; = Y1y2 - - - Y; le préfixe de
y de longueur i et h; = |v;|q — |vs]p- On a h,, =2, hy = £1 et hjpq = h; £ 1.

Il existe un indice p tel que h, =1, on a alors v/ =y; - yp € L, et v/ = ypi1 - yn € L,. Par
hypothése de récurrence il existe 2 dérivations A==v' et A==1v" pour v’ et v” dans G, donc
il existe une dérivation A = bAA==bv' B==bv'v" = bv = u pour u dans G, : u € L(Gy).

Siu € Ly et x = a, le méme raisonnement montre que u € L(Gp).

Dans tous les cas on a u € L(G) pour u € L.q, u € L(G,) pour u € L, ouu € L(Gy) pour u € Ly,.
On a donc prouvé la récurrence.

Les inclusions donnent les égalités des ensembles

La grammaire est ambigué, par exemple pour aabbab.

E/<@ )

(<]

(o]

Exercice 8

La variable D suit la grammaire D — aDbD|e qui engendre les mots de Dyck : mots possédant
autant de a que de b et tels que tout préfixe contient plus de a que de b.

De méme la variable I permet de générer tous les mots possédant autant de a que de b et tels que
tout préfixe contient plus de a que de b.

Ainsi par récurrence sur la longueur de la dérivation ou sur la longueur du mot généré ou sur la
hauteur de I'arbre de dérivation la grammaire ne peut générer que des mots de Leg.

Inversement, soit u € L¢q. Si v = ¢, il est généré par la grammaire.
On suppose u # ¢ et, par exemple, v = au’.
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On note §(v) = |v|, — |v]p : si v; est le préfixe de taille ¢ de u, on a d(vy) = d(a) =1 et d(u) = 0.
On considere le plus court préfixe de u tel que 6(v) = 0; on a v = av'z et 6(av’) > 0 donc x = b
et on peut donc écrire v = av’b puis © = av’bw.

On a 0(v") = 0 et, pour tout préfixe v de v/, §(av’”) > 0 donc §(v”) > 0 : v’ est un mot de Dyck.
De plus §(w) = d(u) — 6(v) = 0 donc w € L.

De méme si la premiere lettre de u est b, u = bv'aw avec v’ mot de Dyck pour b et a et w € Le,.
Il existe une dérivation D=v' ou I=v'

On prouve alors par récurrence sur la taille des mots qu’on peut générer tout mot de L¢, avec G
car une dérivation de w donne S = aDbS=>av'bS=av'bw = u ou S = blaS=bv'aS=bv'aw = u.
On a ainsi L, C L(G) puis I'égalité.

Comme pour les mots de Dyck la non-ambiguité provient de I'unicité de la décomposition v = av’bw
avec v mot de Dyck pour a et b ou u = bv’aw avec v’ mot de Dyck pour b et a car la grammaire
utilisée pour les mots de Dyck est non-ambigué.

Exercice 9
Cette grammaire est la méme que la précédente en remplagant D par Ab et I par Ba.



