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Quelques Remarques

Ceci est un ensemble d’exercices destiné a s’exercer sur l’écriture d’arbres de preuve dans le systéme
de déduction naturelle. Les autres types d’exercices ne sont pas abordés.

Ce document concerne uniquement la logique propositionnelle.

Lorsque la démonstration prenait trop de place en largeur, j’ai utilisé une abréviation. Si celle-ci n’est
pas indispensable pour ce motif, j’ai préféré laissé les séquents au prix d’une présentation un peu lourde.

De méme, pour des calculs trop longs, certaines déductions sont découpées en étapes

Il y a enfin quelques longues déductions dans le cas d’une élimination de V, pour lesquelles la preuve
de la seconde branche n’a pas été écrite.

Beaucoup de résultats sont écrits sous la forme ¢ F 9, ils sont facilement transformables en théoremes
F ¢ — 9 en utilisant I'introduction de I'implication.

Il y a des erreurs dans ce document, n’hésitez pas a me les signaler, je corrigerai celles-ci.



1 Regles de la déduction naturelle

Les regles gerent des séquent I' - ¢ ot I' est un ensemble de formules propositionnelles, le contezte, et ¢ est
une formule propositionnelle ; on dit que I' démontre ¢ ou que ¢ se déduit de T'.
Un régle permet d’inférer un sequent deuis un nombre fini de séquents (les prémisses) sous la forme
Fl}—(pl FQ}_SOQ Fp}—gop
I'Hoe

R

Un séquent est prouvable si on peut Iinférer par une suite de régles en commencant par des régle sans
prémisse : (T;), (HYP), (REF), (TE) ici.

1.1 Regles utilisées

o Le vrai se déduit de tout contexte.

7

=T

o La régle de monotonie (ou affaiblissement) permet d’ajouter des formules au contexte.

'y

———— MON
AR
o La regle de '’hypothesepermet conclure une de ses formules depuis un contexte.

——— HYP
Lok

On peut remplacer cette regle par la regle de la réflexivité en complétant par la monotonie.

REF
ek

o Plusieurs regles gerent les connecteurs logiques dans la formule prouvée.

Introduction Elimination
Tk L 'k I'k—=
Négation | Y- Iy R R 4 e
I'E-p I
'+ '+ I'p1 A ' A
Conjonction 1 P2 N; RS Ae OU SRS NA Ae
I'E o1 A L' ' o
L L' 't PEpiVes Dby Dipab9y
Disjonction i ou i Ve
L'Ee1 Ve I'Eo1 Vs Lk
I ok 'p— '+
Implication 9071/) — Ll 4 —e
'kp—=1 'y

e La regle du raisonnement par I’absurde ressemble & l'introduction de la négation.

Ti=pk L
ko

RAA

L’ensemble de ces reégle forme un systéme complet : toute tautologie ¢, sous la forme F ¢, est prouvable.



1.2 Sous-systémes de preuves

L’introduction de la négation permet d’inférer I' - ——¢ depuis I', = = L ; RAA geére en fait une élimination
de la double négation. Si on s’interdit la régle (RAA) : on est dans le cadre de la logique minimale. Les
résultats prouvables dans ce cadre seront indiqués avec F,,.

C’est le cas de la majorité des preuves de ce document

Les mathématiciens qui refusent les démonstrations par I’absurde, qu’on appelle mathématiciens intuition-
nistes, ont souhaité garder la possibilité classique de conclure toute proposition du faux. Cela se traduit par
Pintroduction d’une régle (raisonnement par ’absurde intuitionniste) d’élimination du faux :

I'_1
kv

€

Si on n’utilise que les regle de la logique minimale et 1’absurde intuitionniste , on est dans le cadre de la
logique intuitionniste. Les résultats prouvables en se restreignant a ce cadre seront indiqués avec ;.
Voici les démonstrations qui utilisent I'absurde intuitionniste.

Démonstrations intuitionnistes

9

12
18
29
52
90

PV QQE; D o e e e e e 10
PV @GPV g p . e e e 11
S, PV DD e e e 12
TP D g e e 16
Sp—= @ Fig =P 21
(PVr)=(@Vr),rEip—=q . .. 32

Les résultats nécessitant (RAA) ont aussi été écrits avec la régle du tiers exclu

—  TE
'EpVv-p

Dans ce cas, on doit souvent ajouter la regle de ’absurde intuitionniste.
En ajoutant le tiers-exclu au cadre intuitionniste on obtient un systéme complet.
Voici les démonstrations qui utilisent un systeme complet

Démonstrations avec (raa) ou (te)

EpV oD o e e e 10
—mphEpavee (RAA) © o o o oo o 12
—mphEpavec (TE) . o v v v v oo o e e s e 12
S(pAg)EpVogavee (RAA) .« .« o oo 14
S(pAg)EpVagavee (TE) .« o oo v v e 14
Sp—=phpavec (RAA) . o o o v v i 17
“p—phpavec (TE) . . . o oo oo 17
p=gbopVagavee (RAA) . . . o oo 18
pogbopVagavee (TE) . . o v v v v v e e 18
S(pA-g)Ep—qavec (RAA) . . . o o 18
S(pAg)Ep—=qgavec (TE) . o v v v v v i e e 18
Sg—phEp—=qgavec (RAA) . . . . . o 19
g = phEp—=qgavec (TE) . . . . . o 19
S(p—= @) Fpavec (RAA) . . . o o o 20
Sp—= g Fpavec (TE) . . o oo v vt i 20
Sp =@ EDPATG 20
p=@Vr)E (=g Vp—r)avec (RAA) . .« o oo v vt i 22
p—=(gVr)E(p—=q V(p—r)avec (TE) . . . . o oo it i 22
(pAq)—=rE(@—=r)V(g—r)avee (RAA) « « o o oot 24
(pAqg) = rE(@—=r)V(g—r)avec (TE) . . oo vt et e 25
p—=(@—=r)F(p—=qVp—r)avec (RAA) . . . . . . .. 26
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P=q,p—=rEr—=gavec (TE) .« o o v v v vt et e 28
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2 Regles classiques

Certaines déductions correspondent a des raisonnement classiques et avaient un nom, parfois en latin.
¢ Le modus ponens était le nom de la regle d’élimination de I'implication, sous forme simplifiée,

———— HYP —— HYP
Fp—gq Fp

Fq

€

e Le nom de la régle du raisonnement par I’absurde, RAA, provient du latin reduction ad absurdum.

e La regle du raisonnement par ’absurde intuitionniste était nommeée ex falso quod libet sequitur,

'+ 1

—— — MON

Elle se prouve dans le cadre classique : I', ¢ = L BAA
'

Ainsi tout résultat prouvable dans la logique intuitionniste est prouvable dans la logique classique.
e La regle p — g, ~q F,,, —p était appelée modus tollens Elle est démontrée a 1’exercice 43.

e Le syllogisme classique p — q,q — 7 F,,, p — r est appelé Barbara. La preuve est a 1’exercice 68.

o Le théoréme F p V —p, démontré a l'exercice 7, se généralise en la loi du tiers exclu : | pV—p TE
e Le théoreme ——p F p, démontré a l'exercice 14, se généralise en la loi d’élimination de la double
I'F—-—p

I'kp

négation : —e

e Laregle pVg,—pVrhl; qVrestlaregle de résolution. Elle est démontrée a ’exercice 8.

o Lareégle (p — q) — pk pest la loi de Pierce. Elle est démontrée a 'exercice 78.



3 Conjonctions et disjonctions

3.1 Premiers résultats

1 pgtmpAg

HYP

HYP

p.qbp anin
p,gtEpAg
2 pAgbkmgAp
—— HYP —— HYP
pAquAqA pAgEDPAg .
pPAGEq pratp
pPAgEqAp '
3 pVabmaVp
———  HYP ——F HYP
vp pVag,ptp pVa,qtgq i
pVqbpVg pVg,pkqVp pv%quvpv
pVakqVp ‘

4 pV(PAQFmp

HYP
pV(pAgFEpV(pAq)

——  HYP
pV(pAq),ptp

HYP
pV(PAQ,pANgEpAg

pV(pAgEp

5 pAqgrAst,pAs
HYP

pV@AQLpAquv

e

HYP

pPAg,TANSEDPAQ

pAg,TASETAS

pAg,rAskED

ANg,rANsk s
pPAgq A

€

pAgTrANsEDPASs

6 pgATFLpAg

——— HYP
pgATEDp

p,gATEqgAT

HYP

€

P,gqATEPpAg

panrtaq

7



3.2 Négation

——F  — HYP
=(pV-p),pkp

=(pV-p)pEpV-p

HYP
=(pV-p),pkE-(pV-p)

~pVop)pt L

e

“(pV-p)FpV-p

HYP
—~(pV =p) = =(pV-p)

~(pv-p)F L
—— RAA
FpV-p
8 pVg-pVrkiqVvr
Onnote'=pVg,-pVr.
- HYP ———— HYP
Iip,-pkp Ip,—pk—p
= HYP
I'p,~pk 1L Iip,rbr
— HYP — L¢ = HYP
I,pE—-pvVvr I,p,—pFqVr I,p,rEqVvr T'qFq
- HYP
'FpVvyg I'pFqVvr ¢ T,qgFqVr
pVqg,-pVrEqVr ©
9 pVg,qtip
HYP ———— HYP

—— HYP
pVq,-q-pVg

pVq,~qpkp

PV q,qqtq

Vaq,~q,qF L
HYP pPY4 749" — 1.

Vq,—q,qF
pVvg,—q,q p\/

pv%ﬁ%qFﬁqﬁ

€

10 pA—phky, L

€

pVq,qkp

11 F,, —(pA-p)

—— HYP —— HYP
pAﬂprAﬂpA pAﬂprAﬂpA
pATPT PP PRAPIPRATP
pA—pkDp nﬁpkﬁpﬁ
p,ph L ‘
HYP ——— HYP

pAﬂprAﬁpA
pA-pED

p/\_|p|_p/\_|p
e — ¢

pAﬂpFﬂpﬁ

€

pA-pk L
F=(p A -p)

—.

10



12 pVgpV-qhip
Onnote'=pVg,pV q

HYP

HYP

I'yg,~qtq F,q,ﬂqFﬂqj
Iq-qF L ‘
——— HYP ———— HYP — 1.
Fg-pV—q Ig,pkp Tq,~qtp
————— HYP HYP Ve
'kpvg Ipkp Fﬂﬂpv

pVg,pV-qtp

11



3.3 Double négation

13 p l_'m ‘!ﬁp
——  HYP ———  HYP
p,pkp pﬁpFﬂpﬁ
p,-pk L ‘
pt—mp
14 ——pt p avec (raa)
——F  HYP ——F HYP
/| 7_| |7 J_ ¢
PP oA
-pk p
15 —-—pk p avec (te)
I'k—-—p
—————— HYP ———  MON
L,—pk—p L, —pk =(-p)
I'-pkF L N
— — TE HYP — 1.
F'EpvVv-p I,pkp I,—pkp
I'kp ¢
——  — HYP HYP
—==p,p,pEp —==p,p,mp b p
e
——p,p,p L
_ ——— HYP
ﬁﬁﬁp,p l_ J_ €
17 l_m ﬁﬁ(p \ jp)
—— HYP
=(pV-p),pkp
7 HYP
-(pV-p),pEpV-p =(pV-p),pk —~(pV-p)
e
~(pV-p)pk L
=(pV-p)F-p
[ HYP
~(pV-p)EpV-p =(pV-p)F=(pV-p)
e
~(pv-p) b L
F=(=(pV -p))
18 ——p,pV-phkip
HYP HYP
==p,pV —p,—p bk —p ==p,p V =p, ~p F ~(—p)
e
—=p,pV op,—pk L
HYP HYP 1
—=p,pV-pkpV-p —=p,pV p,pkp —=p,pV p,~pkp

Ve
—=p,pVphkp

12



3.4 Distributivités

On prouve I’équivalence de deux écritures en déduisant chacune de l'autre.

19 pA(qVr)Fm (A V(PAT)

On note ¢ =p A (qVr).

HYP HYP
o, qFpA(gVr) o,rEpA(gVr)
+ H o rt Ne TI—THYP
vp o.qkp pata o, rkp ®, i
pFpA(gVr) N ©,qFpAg e,rEpAT

pkqVvr o, qF(AgV(pAT)

e,rE(AgV(pAT) vl

pA(@Vr)E(@AgQV (pAT)

20 (pAq)V(pATr)EmpA(gVr)
Onnote ¢ = (pAq)V (pAr).

Etape 1 On commence par prouver (pAq)V (p A7) F p.

——  HYP ——  HYP

Y, pANgEpAg Y, pATEDAT

HYP -~ - A e 7
YvE@EAQV(pAT) Vv, pAqFp w,p/\erv
e

(pAgV(AT)ED
Etape 2 On prouve ensuite (p Aq) V (p A7) FqVr.

—— HYP —— HYP

Y,pANqFDpAq Y, pATEDAT

e UPAaFa vpArEr©

_w»PrdTg _BPRTTT

vE@AgV(pAT) v, pAgtqVr w,pAquvTv

(PAQV(pAT)FqVr
Etape 3 On assemble les deux déductions

Etape 1 Etape 2

e

(pAg)V(pAT)ED

(pAgV(pAT)FEqVr

(A V(pAT)EDA(gVT)

21 pV(gAT)Fm PV A(pVT)

HYP

pV(gAT),gATFgAT

HYP

pV(gAT),pFp

pVI(gAT),qAT g

pV(gAT)FpV(gAT) pV(gAT),pFEpVg

7
pV(gAT),qATEDPVQq y

pV(gAT)FEpVgq

(&

On montre, de la méme fagon, pV (¢ A7)+ pVr et on conclut en utilisant la régle A;.

22 (pVoOA@VT)FEmpVI(gAT)

Onnote o = (pV g AlpVr)etp=pV (gAT).

———— HYP ————  HYP
v, q,TFq o, q,rET
————— HYP —— HYP Ni
v, gk v, ¢, pkp 0, ¢, rEqAnr
HYP HYP Ne V —_— V;
ey e;pFp b pVr ©.q,pFY »orty
(&4 3 e
pkEpVyg o, pEY so,qH/ﬂv

€

(Vg A(pVr)EpVi(gAT)

13



3.5 Lois de de Morgan
23 ~(pVg) bm pAg

——F  HYP ——  HYP
-(pVaq),pkp -(pVaq),qtq
HYP Vi HYP Vi
=(pVa),pk-(pVa) =(pVaq),pFpVyg =(pVaq),qk-(Va) -(pVaq),qkpVq
-(pVae,pHL ~(pVa)etLl
—(pVak-p R AN

“(pVa)F-pA—g

24 —pA-qtm(pVq)

On note p =—-pA—-qgetp =pVgq.

HYP HYP
avp 0, Y, p—pA—g A b 0, Y, q - —p A g A
I e —_— e
vp w, Y, ptp o, Y, pk —p 0, Y, qkq 0, Y, qF g
e e
w0, Y FpVg o, Y, p L o, Y, g L v

€

“pA-q,pVaghk L _
pA-qgE-(pVa)

25 -—(pAq)F —pV g avec (raa)
Etape 1 On commence par une preuve de p pour un contexte ; on peut prouver aussi q.

HYP

~(prg), =PV ), p
~(pAq),~(pV —q),pE-pV g =(pAg),~(=pV g),~p F (=pV g)
~(pAqg),~(=pV—q),pk L
~(pAgq),~(-pV—q)Fp

HYP

e

RAA

Etape 2 On commence par une preuve de p pour un contexte ; on peut prouver aussi q.

Etape 1 pour p Etape 1 pour ¢
ECRAT I o A e ATl A VA vp
1
“(pAgq),~(-pVq) FpAg =(pAgq),~(=pV—q)F=(pAq)
e
=(pNq),~(=pV g L
RAA
“(pAg)F-pV—q
26 —(pAgq)tF —pV g avec (te)
AAAAAij HYP AAAAAij HYP
e DoPaP ppata
©,p,q - ~(pAq) ©.p,qFpPAg
e,pgh L ‘
F — - 44——¢j—4*HYP
- prb-a w,pk—p i
pkEpV-p @, pt—pV g so,ﬂpFﬂp\/ﬁqv

“(pAqg)F-pV—q

27 —pV-gbm o(pAg)

On note p =—-pV qget p =pAgq.

14



©, Y = pV g

HYP

——— H
©, Y, pEpAgq

YP

o0, -pFp %werﬁpﬁ
%ﬂ%ﬁp’_l

HYP

(&

——— H
w, P, gk pAg

YP

e —— HYP
0, Y, g q %werﬂqﬁ

b, g L
0,1, g v

€

-pV-g,pAgk L

—pV gk —=(pAq)

15
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4 Implications

4.1 Création d’une implication

28 qgFmp—gq

HYP
g,pkq

qFp—q

%

29 -pkip—gq

——— HYP ———FF  HYP
-p,ptp —p,p = —p _

-p,pk L
-p,ptq
pkEp—q

e

Le

30 pkmqg—(pAq)

HYP
Pt p Pqtq

p,q-pAq
pFqg— (pAq)

HYP
N

%

31 pAgqkmp—q
HYP

pPAgGpFEDPAQ
A

pPAgpEq _
- 1
pAqkp—q
32 (pAq)—r,rhEnp— g

Onnote ' = (pAq) = r,—7,p,q.

— HYP HYP
T'kp T'tgq

HYP
(pANq) = r,—r,pgt(pANg) =T (pANq) = r,—rp,g-pAg v
e
(p/\q)—>7‘,—|?“,p,q|—7“ (p/\q)—H",ﬂr,p,ql——'r

Ai

e

(pANq) = r,—r,pgk L

i

(pANq) = r,—r,pk g

%

(pNq)—=r,—rkp— g

16



4.2 Conséquences d’implication

33 p—>ﬁp|_m -p

HYP _—
p— p,pEp— p p— p,pkp

p— p,pkp _
p—p,pk L

HYP

p— p,pkp

e

p—pk-p
34 -p—phkpavec (raa)
HYP —— HYP
-p—p,pk-p—=p -p—p,—pk-p
e
-p—p,pkp

—p—p,~pk-p _

HYP

€

HYP

p— —p,—pk L
p— —p,Ep

RAA

35 -p—ptpavec (te)

HYP
-p—=p,opkop—p
TE ——F HYP

—p—p,mpk—p

e

HYP

p—pkpV-p -p—p,pkp -p—p,~pkp

p—phkp

36 p—qpVatmq

HYP HYP
P—q,pVqgptp—q pP—q,pVqgpkp
HYP —e
p—>qpVqgptq

p—>qpVqakEpVg

Ve

€

p—qpVgqkq y

HYP

P—q,pVaqtq

37 p—(qgVr),nq, "k, -p
Onnote '=p— (¢Vr),—q,—rp.

HYP —— HYP
I'tp

HYP ——— HYP
I'qgtq T'qF —q Torkr

PkEp—(gVvr)

HYP

€

————— HYP
LirkE—-r

€ €

'kFqvr gk L

Ir+= L

p—(qVr),—q-rpk L

p—(qVr),—q-rkE-p

17
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4.3 Equivalences avec ’implication

Disjonction
On peut combiner les résultats de 28 et 29

38 —pVqgt;p—q

——F  — HYP HYP
-pVgq,p,pkp —pVq,p,pk —p
e
-pVgq,ppk L N
e ——F  — HYP
-pVq,~p,pkq pVgq,qphkq
—————— HYP — —
pVqk-pVg pVq,pkp—q ﬁPVq,qu%qv
e
pVgkp—gq
39 p— gt —pVqavec (raa)
Onnote ' =p — ¢,~(-pV q)
HYP ——FF HYP
Ipkp Lpkp—gq
Ipkgq ‘
i - HYP
L,pk-pVyq Lipk—=(=pVa)
L,pk L ¢
I'E-p
i ——— HYP
I'F-pVyg L'k =(=pVyq)

e

p—q,~(-pVaq kL N
p—qF-pVq

AA

40 p— gk —pVq avec (te)

HYP ——F HYP
p—qpkp—q pP—q,pkp
—e — HYP
B poartae p—=>q¢-pF-p
- 1 1
p—qbpV-p p—q¢pk-pVgq p—>qﬁpFﬁp\/qv

€

p—q--pVg

Conjonction

41 —(pA—q)F p — g avec (raa)
HYP HYP
“(pA—q),p,~qtp =(pAN=q),p,—q - —q
N; HYP
=(p—q),p,~q+pA—q =(p A =q),p,~q = —(p A—q)
—(pAN—q),p,~qt L
“(pA—q),pkq

“(pA-g)Fp—q

e

RAA

42 —(pA—q) F p— q avec (te)
On note ¢ = =(p A —q).

18



——— HYP
©, g, p

0, qFpA-q

7% HYP
@, g™ g A

HYP

@, —q F—=(pA—q)

-

HYP
=(pA—q),q,pkq

€

TE i

~(pA=q)FqV g “(pA—q),qkp—q

43 p—qhm, (pA—q)

HYP

P— ¢ pAgpA—g
A HYP

e

e

HYP

pP—¢pAqEDp pP—=q@pAqgEp—q

P— ¢pADqgEpPpA—g A

€

p—>q¢pA—qkp—gq

p—q¢pA—qgk g ~

pP— ¢pAqhk L
p—qk=(pA—-q)

— .

Modus Tollens

44 p— q,~qby, p
HYP

HYP —_—
P—q¢q¢pEp—q pP—qqgpEDp

€

HYP

€

p—q,7qpkq

p— q,7q,pk —q _

praaptl
p—q,~qk—p

On en déduit : p = ¢+, =g — —p

45 —-q— —pk p— q avec (raa)

€

HYP
=g — —p,p, g = g — —p
HYP

HYP

—q — —p,p, g = g

—q¢ — —p,p,7q - p =g — —p,p,q = —p _

€

=g — —p,p,~qF L
—q — —p,pkq
-q— - pkp—gq

RAA

46 —q — —ptp— q avec (te)

On note I' = —g — —p, p.

L—qFp

(&

HYP

—— HYP HYP

=gt —q =gt —qg— —p
L,=q+—-p ‘

I',—qF L
-  TE HYP 7L6
F'FqVv—q Iqkq Fﬁquv
e

—q— —p,pkq
-q— - pkp—q

19



4.4 Négation de I'implication

47 —(p — q) F p avec (raa)

HYP HYP
-(p—q),—p,p,~qFp =(p — q),~p,p,~q F —p
e
=(p—q),~p,p,~qF L
RAA
—(p—=4q),pprka v
1
“(p—=q),pFp—gq ~(p—=q),~pF-(p—4q)
e
-(p—q),pk L _
—“(p—aq)kp

48 —(p — q) F p avec (te)
On note I' = =(p — q), —p,p

HYP HYP
'kp 'kF-p

—(p—q),~p,pk L
~(p—= a9, ppta
~(p—=aq),pFp—q  —p—q).-pkap—q)
—(p—q),~pkL

€

HYP

—

e

TE —————— HYP e
—(p—q)FpV-p -(p—aq),pFp ﬂ(p%q)ﬁprv

e
-p—>qkp

49 —(p—q)Fm g
HYP

“(r—=9.epkbq

“p=asgFp—oq  —p— gt (p—q)
“poahe L
—(p—q)F g

HYP

-

e

50 —(p—q)FpA—g
Exercice 47 ou 48 Exercice 49
R AR S Gl A
~(p—=a)FpA—q '

51 pA-gbm—(p—q)

HYP
PA=GD— g pA—g
Ne HYP HYP
PATGDp—qkp pAﬁq,p—Hﬁp—HI_> pAﬁqyp—HﬁpAﬁqA
e e

PA=GD—qlq pAﬂq,p—HJFﬂqﬁ
PA-gp—qk L

pA—qg=(p—q)

(&

— .

20



52 —(p—=q)Fiqg—p

HYP

~(r—q)herta

P> a)akp—a = q),qF(p—q)
~(p—4q),qF L
~(p—4q),qkp
~(p—=qFqg—p

HYP

e

%

21



4.5 Implication avec disjonction

Distributivité de la disjonction a droite

53 p—(qVvr)k(p—q)V(p—r)avec (raa)

Etape 1 On commence un résultat plus faible ; on note po=p—(qgVr).

———  HYP ———— HYP
ppata e, prbr
v,qFp—q p,rEp—q
HYP HYP Vi
e,pkp o,pEp—(qVvr) o —q)V(p—r) prEpP—=qVp—r)
—)e MON MON
o,pFqVr o0 g (Pp—=q)V(p—r) %nrk@%QV@—W)v

€

p—(qVr),pF(p—=>qVp—r)

Etape 2 On finit en introduisant la négation du résultat souhaité au contexte ci-dessus.

OnnoteI'=p — (q\/r),—'((p—>(1)\/(p—>7"))-

Etape 1
p—(qVvr),pFp—=q¢Vp—r)
MON HYP
Cpk(p—q)V(p—r) CopE=((p—q)Vip—r))
L,pk L ¢
Tp gl N
, D5 q RAA
I'pkgq
I'Hp—gq Vs e
F'E(p—=q)V(p—r) FE=(p=q)Vp—r)
kL RAA
p—=(qVvr)Fp—=qVp—r)
54 p—(qVvVr)F(p—q) V(p—r) avec (te)
On utilise I’étape 1 ci-dessus.
——F HYP ——FF  HYP
o, p,pkp %ﬁonﬂpﬁ
—p,pk L ¢
©, 7P, p 1.
e, pplFq
Etapel p,pkp—q !
- TE v
peFpVv-p epE(@—=q Vp—r) ¢nm%pa@v@—w>v
p—=(qVvr)Fp—=qV—r)
55 (p—=q)V(p—=r)Fmp—(qVr)
Onnote o = (p = q) V (p = 7).
HYP ——FF  — HYP
0,0, —q-p—q ©,p,p—>qkp
—qk ‘
HYP Y, D, P qrq v, Idem
e, pFP—=q@Vp—r) ©,pp—=>qEqVr o,pp—=>rhEqVr

Ve
o, pFqVr ‘

(p—=qgV—=r)Fp—=(qVr)

i
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Distributivité de la disjonction a gauche
On remarquera la transformation en conjonction d’implications.

56 (pVgqg) —=rbn(p—r)A(g—7)
On note ¢ = (pV q) — .

- HYP - HYP
HYP w,prp Vi HYP Y, qrq Vi
o,pE (Vg —r wvaqH 0, q-(pVaq) = v,qFpVaq
p,ptr . ‘ p,qtT ‘
pokFp—r ’ cpl—q—w"/\l
i
(pVag)=>rEp@E—=r)A(@—r)
57 p—=rgq—=rk, (Ve —r
Onpose'=p—r,gq—r,pVyg.
- HYP HYP ————  HYP HYP
T,pFp—r I',pkFp TigFq—r T',qtFq
- HYP —e —e
I'tpVvyg I,pkr F,ql—rv

p—=>r,q—>r,pVqgkr

p—org—rk(pVvg —r

23



4.6 Implication avec conjonction

Distributivité de la conjonction a droite

58 p— (gAT)Fm(p—=q)A(p—r7)

p—(gAr),pFp—(qAT) p—(gAT),pFp
p—(gAT),pFqgAnT
p—(gAT),pFq
p—(gAr)Fp—gq

e

HYP HYP

HYP

p—=(gAT),pFEp—(gAT)

p—(gAT),pFp

p—(gAT),pFqAnT

€

p—(gAr),pkr

4)
p—=(gAr)Ep—r N

HYP

€

p—=GAr)Fp—=gNpP—r)

59 (p—=q)Ap—=7r)Fmp—(gAT)
OnnoteI'=(p— ¢) A (p— ).

YP HYP

Rpi—p—)qH I‘,p}—pHYP I'pFp—r I''pkp
p—=a)ANp—r)ptq (P—>Q)/\(P—>7")7P'_T/\
P—=aANp—=r)pbanr
p—qp—rkp—(gAr)

HYP

e

Distributivité de la conjonction a gauche
On remarquera la transformation en disjonction d’implications.

60 (pAq)—rkE(p—r1)V(¢—r)avec (raa)

Etape 1 On commence un résultat plus faible oti on ajoute p dans le contexte.

HYP HYP

(pANq) = rpqkp (pAq) = rpqkq
HYP Ng

(pANq) = r,pgbEpAg

(pANq) = rpgb(pAg) —r
(pANq) = rpgbr
(pANq) = rpFqg—r

€

i

(PANq) = rpE(P—=r1)V(g—rT)

Etape 2 On ajoute —((p — ) V (¢ — )) dans le contexte.
Onnote I'=(pAq) = r,~((p—r)V(g—1)).

Etapel
(pAq) —=rptE(p—r)Vig—r)
MON HYP
CpE(p—=r)Vig—r) Cpk=(p—=7r)V(g—r))
I'pk L ¢
MON
Tp,—rk L
RAA
T,pkr
I'kp—>r

HYP

Fi—(p%r)\/(q%r)v F}——\((p%r)\/(qﬁr))

e

(pAg) —»r~((p—7r)V(g—r)FL
RAA

(pANg) =rE(@P—=1)V(g—T)
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61 (pAq)—>rkE(p—r1)V(g—r)avec (te)

On utilise ’étape 1 ci-dessus

HYP

(pANq) = r,—p,pkDp

Etape 1
TE

(pAgq) —r—ppk L

(pNq) = r,—p,pkr
(pNq) = r,~pkp—r

%

(pANq) —rEpV-p (pANq) = rpE(P—=7)V(g—T)

(pANq)—=r,—~pE(—=r1)V(g—r)

(pAq) —=rE@—=7)V(g—=r7)

62 (p—=>r)V(g—=r)bm(pAg) —r
Onnote'=(p—=r)V(g—r1),pAq.

HYP
Tp=>rkp—or
HYP

Fip—=rkEpAg
Fp—rkp

F'(p—=r)Vig—r) Lp—rkr

e

HYP

e

Idem
Ig—rtr
¢ V

(&

(p—=r)V(g—=r),pAgtr

p—=r)Vig—=r)E(@Ag —r

Une autre formule équivalente pour la conjonction a4 gauche
Les deux formules ci-dessus sont aussi équivalentes & p — (¢ — 7).

63 (pAq)—=rbpp—(g—r)

HYP

(pAq) = rpqgtp
HYP

(prg) 2rpatg

HYP

(pANq) = rpgb(pAg) —r

7

(pANq) = r.pgbpAg

(pANq) = rpagbr
(pNq) = rpFqg—r

i

i
(pANq)=rEp—(g—7)

64 p—=(g—=r)kmPAg —r

HYP

p—(q—=r),pANqgFpAg
p—(qg—=7),pANqgkp
p—=(g—=r),pAgkqg—r

HYP

p—=(q—=1),pAgkp—(¢g—r)

€

€

HYP

p—(q@—=71),pAqgkpAg
p—(g—=r7),pANqkgq

p—(q@—r),pAgkr

p—=(g—=r)E(Ag) —r

65 (p—=r)Vg—=r)kFmp—(g—r)
OnnoteI'=(p—r)V(g—r1),pq.

HYP

Lp—=>rkEp—r
HYP

Lp—=>rkp

F't(p—=r)Vv(g—r) Lp—rkr

€

%

HYP
Idem

Ig—rkr
1 vV

€

(p—=r)Vig—=r),pgbr
p—=r)V(g—=r)pkgq—r

i

g

p—=r)V(g—=r)Fp—=(¢g—r)
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66 p—(¢g—r)k(p—q) V(p—r) avec (raa)
Onnote I'=p— (¢ —=7),~((p—=q) V(p—7)).

HYP

HYP

Lipkp—(qg—r) Iipkp
—e
l_
Lpkg—r Vs Hyp
CpE(p—=7r)Vig—r) LpE=((p—=q)V(p—r1))
T,pk L ‘
—— MON
I'p,—-rk 1
——— RAA
Opkr
'tp—r
V; HYP
FE(p—=r)Vig—r) Fl—ﬂ((p—>q)\/(p—>7‘))
p—>(q—>r)ﬁ((p—>q)\/(p—>7“))klRAA ‘
p=(@=r)F@—=>qVp—r)
67 p—=(g—r)kF(p—q V(p—r) avec (te)
On note p =p — (gVr)
——FFF  HYP ——FF  HYP
©,"p,pEp ©,mp,pk—p _
-p,pk L ‘
HYP HYP WLe
opbEp—=(g—=r) o,pkp o, p,pkr
p—(q@—r),pFqg—r ve p—(q@—=r),pEp—r y
TE i i
p—>(@—r)FEpV-p p—(g—=r),pFP—=r)V(ig—r) p—>(q—H‘)ﬁpF(p—>q)\/(p—>7“)v

€

p—=@—=r)Fp—=>q9Vp—r)
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4.7 Deux implications

68 p—oqgq—orkELp—r
HYP

HYP

p—qq—1,pkp p—qq—1,pkp—q

p—q,q—71,pkq

€

HYP
p—>qq—=>r,pEqg—or

e

p—qq—>rpkr

%

pP—qq—TEp—q

69 p—(¢gVr),g—sr—stnp—s

OnnoteI'=p— (¢gVr),qg— s,r—s,p.

- HYP —— HYP — HYP HYP ———— HYP HYP
F'kEp—(gVvr) I'kp Igkqg—s Iqgtq Irtr—s Lrkr
€ e —e
I'kFqgvVvr T'qgks F,rl—sv
p—(qg—r),g—s,r—sphks ¢
p—=(qg—r),q—=s,r—=>skp—s ‘
70 p—qr—stp,(PAT)— (QAS)
OnnoteI'=p —q,r— s,pAr.
——— HYP ————— HYP
'eEpAr FEpAr
—————— HYP —— e ——— HYP — ¢
'tp—gq I'kp I'r—s I'kr
p—q,r—S,pArtgq p—>q,r—>s,p/\rl—s/\ ©
p—=q,r—>Ss,pArkFqAs ’
p—q,r—st(pAr)—=(gNs) ’
71 p—=qr—stn,(pVvr)—(¢Vs)
OnnoteI'=p — q,r = s,pVr.
- HYP HYP ——— HYP HYP
IipkEp—q T',pkp I''rkr—s I'rkr
e He

p—qr—spVrplkq

p—q,r—spVrrks

%

e

HYP
p—>qr—s,pVrtEpVvr p—q,r—S,pVr,pkqVs p—=>q,r—s,pVr,r-qVs
p—q,r—s,pVrkqVs

p—qr—skH(pVvr)—=(qgVs) '
72 p—qp—gh, p
HYP HYP HYP

HYP

p—q,p—q¢pkp—q pP—q,p—qpkp

P—q,p— q¢ptp—q

pP—q,p—qpkp

€

p—q,p— qphkq

€

p—q,p— qg,pk g _

€

p—q,p—qgpk L

— .

pP—q,p— gk

27
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73 p—q,—p—rk-r—qavec (raa)

Onnote I'=p — ¢q,—p — r,—r,q.

- HYP HYP
FipEp—gq Iipkp
—, —————— HYP
Iiptgq Iipk—q
I,pk L ¢
2= = — HYP
'E-p F'E—-p—r
—e HYP
p—q,p—r,orog T p—¢p gk o
p—q,—p—r,-r,ogk L ¢
RAA
p—q,p—r,rhg
p—>q,p—rkE-r—q
74 p—q,—p—rk-r—qavec (te)
OnnoteI'=p— q,—p—r, .
- HYP —  HYP
I-pk—p Ipk-p—r
-, —————— HYP
L—pkr r,=pt —r
HYP ———— HYP —e
Iipkp IipkEp—q I'—pk L
TE —e _ 1.
FEpV-p Iiptgq Fﬁquv
p—q,p—r,rhg ‘
p—q,p—rkE-Tr—gq ’
75 p—>(qVr),g—>s,r—>skpp—s
Onnote'=p— (qVr),q— s,7— s,p.
- HYP —— HYP — HYP HYP ———— HYP HYP
F'Ep—(qgVvr) I'kp Igtqg—s I'gkgq Irbr—s Irkr
—e e e
I'kFqgvVvr IgFs I‘,rksv
e

p—(q—r),g—>sr—spks

p—(g—r),g—sr—>skp—s
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4.8 Compositions d’implications

Voir (p A q) = rFm p— (¢ — ) et sa réciproque aux exercices 63 et suivant.

76 p—=(g—r)kFmg—(p—71)

HYP HYP
p—=(g—=7),pq-p—(¢g—r) p—(q—r),pqtp
—e HYP

p—(qg—=r),patFq—r p—(g—r),pqatgq
p—(qg—=7),pqkr
p—(qg—=r),qkp—r

€

p—=(garbg—(por)
T pFm(p—q) —q

HYP —— HYP
»,p—qkp—q »p—qbp

P —qhkq
pE(p—q) —q

(&

%

78 (p—q) — ptk p avec (raa)

——  HYP ——  HYP
@, P, p,q = p ©, 7, p,mq = —p _
7ﬁ7 7“ l_J- ‘
©, P, P, q RAA
o, p,pkq
7 HYP
o, pkp—q o, pkE(p—q) —p
e - HYP
p,7pkp p,7pk-p
e
(p—=q) —p-pkL
RAA
(p—q) —pkp
79 (p—q) — ptkp avec (te)
——F  HYP ——F HYP
w,7p,pp ©,mp,pk—p
e
QD,"]),}?"J_
7J—e
o, p,pkq
Y HYP
o, pkp—q o, pE(p—q) —p
TE HYP e
pbEpV-p o, pkp so,ﬂprv
e
(p—q) —pkp
80 p—(qg—r),p,—rkm—q
OnnoteI'=p— (¢ = r),p,—7,q.
— HYP —— HYP
F'kp—=(g—r) I'kp
. HYP
F'tqg—r p—(qg—=r1),p,mqkq
—e HYP
p—(q—r1),p,-rqkr p—(qg—r),p,-rqk-r

e

p—(g—=r7),p,-rqk L

i

p—(qg—7),p,~rE—q
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8L p—=(qg—=r),p—=q¢,pkmr
Onnote'=p— (¢ —=7),p— ¢,p.

_ HYP —— HYP - uyr
F'kp—(g—r) I'kp I'kp—gq 'kp
‘>e ‘>e

p=(qg—=r),p—=>qpFq—r p—=(qg—=7),p—qphtq
p—(qg—r),p—qpkr

HYP

€

82 p—=(p—q),ptmag

HYP HYP
p—=@—=q,pFp—=(p—q) p—(—q),pkp
—e HYP

p—(p—q,pFp—q p—=(P—q),pkp
p—=(P—q),ptq

€

8 p—=(p—q,P—q9 —>pkmq

Etape 1 On commence par prouver p — (p—=q),p—=q = ptmp.
Onnote'=p—=(p—q),p—q) —p

HYP —— HYP
Lipkp—(p—q) Iipkp

Ipkp—q ¢ Toprp
v p—=>(@—q,(p—q —pprkgqg
p=(—aq,lp—q =>pEpP—4q) —p p—=(—q,(p—q9 —pkp—g
p—(—aq).(p—q) —pkp

HYP

e

On utilise I’étape 1, 2 fois
Etape 1
_— HYP —— 3
F'kp—=(p—q) 'kp Etape 1

—e
p—@—q,p—q —>pFp—gq p—{@—q,p—q —pkp
p—{@—q,p—q —pkq

€
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4.9 Transformations

84 p—qgbmp— (PAQ)

HYP ——F HYP
p—>q¢pkEp—q p—q¢phkp
———— HYP —e
pP—>q¢pkp p—raprta
X2
p—=qpFpAg _
(3
p—=qbp—(pAq)
8 p—rb,(pAq) —r
HYP

p—=T,pANgEpPAg

HYP
p—=>r,pAqgkp—r p—=>r,q—=>r,pAqkDp

€

p—=>rpAqkr

i

porE(pAg) —r

86 p—qbm(pAr)—=(gAT)

HYP

p—=>q¢pATEDAT
HYP Ne HYP
p=>qpATEp =g p>apArbp P pATEPAT
€

p—=>q,pATFq p—=>qpATrETr

%

p—=q,pArkEqgAr

p—qkF(@AT) = (gAT)

87 p—=qbm(pVvr)—(q¢Vr)

HYP HYP
p—qpVrpkp—q p—>q¢pVrpkp
—e HYP
b p=apVrrta p=apVrpbr
p—q¢pVrEpVvr p—qpVrpqvr p—>q,p\/7“,qu\/rvl

€

p—=>q,pVrkEqVr

i

p—qb(Vvr)—(qVvr)

88 g—=rtn(p—q¢ —>(pm—r)

HYP HYP
q—>1,p—q¢pkEp—q q—>m,p—q¢pkp
HYP —e
q—nrp—>q¢pkqg—r q—rp—q¢pkq
q—=rp—=qphr ‘
q—rp—>qpEp—r
q—=rEpP—=q9 —p@-—r)
89 (pAr) = (gAr),rEmp—q
HYP HYP
(pAr)—=(gAr),r,pkp (p/\r)—>(q/\r),r,pl—r/\
HYP ;
(pAr) = (gAr),r,pE(pAT) = (gAT) (pAr)—=(gAT),r,pEpAT !

€

(pA7T) = (gAT),mpEgAT
(pAr) = (gAr),r,pkq
(pAT) = (qAT),rHEp—=4q

€

)
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90 (pVr)—(qVr),-rkip—gq
OnnoteI'=(pVr)—(gVr),-rp

HYP
'E(pvr)—=(qgVvr)

I'kqvr

HYP HYP —————— HYP
I'kp I,rtkr TrkE—-r
Tkpvr O,rk- L ¢
— HYP — 1.
F,ql_q er}_q

(&

(pvr)—=(qVvr),-rpkq

(pvr)—=(qVr),rkp—gq
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