
Chapitre 3 : Automates et langages réguliers

19 septembre

1 MOTS

1.1 ALPHABET ET MOTS

Définition 1. Un alphabet Σ est un ensemble fini. Les éléments d’un alphabet sont appelés lettres.

Exemple 1. 1. En informatique on utilise souvent des alphabets de taille 2 : {0, 1} ou {a, b}.
2. En français, l’alphabet courant (sans accentuation) comporte 26 caractères,

Σ = {a, b, c, d, e, f, g, h, i, j, k, l,m, n, o, p, q, r, s, t, u, v, w, x, y, z}.

3. Le code génétique est écrit sur l’alphabet des nucléotides {A, T,G,C} pour l’ADN.

Définition 2. Un mot u sur un alphabet Σ est soit le mot vide ε, soit une suite finie u1u2 . . . un avec, pour tout
k ∈ J1, nK, uk ∈ Σ, c’est-à-dire, chaque uk est un caractère de Σ.

La longueur d’un mot u est l’entier, noté |u|, qui vaut 0 si u = ε et n si u = u1u2 . . . un avec, pour tout k ∈
J1, nK, uk ∈ Σ.

Définition 3. L’ensemble des mots de longueur n sur Σ est noté Σn. L’ensemble de tous les mots sur Σ est noté
Σ∗. Par construction,

Σ∗ =
⋃

n∈N
Σn = {ε} ∪

⋃

n∈N∗

Σn.

L’ensemble de tous les mots non vides sur Σ est noté Σ+. Par construction,

Σ+ =
⋃

n∈N∗

Σn.

Exemple 2. Si Σ = {a, b} alors Σ3 =

1.2 CONCATÉNATION

Définition 4. La concaténation de deux mots u = u1u2 . . . un et v = v1v2 . . . vp est le mot uv de longueur n+ p dont
le ieme caractère est ui si i ≤ n et vi−n sinon.

Exemple 3. La concaténation de abba et de aab est

Théorème 1. La concaténation est une loi de composition interne associative sur Σ∗ d’élément neutre ε.

Remarques :

1. Grâce à l’associativité de la concaténation, on peut simplifier les écritures : on notera an pour le mot aa . . . a
où a apparaît n fois.

2. Il n’y a pas de symétrique pour la concaténation (sauf pour le mot vide), toutefois les éléments sont
simplifiables à gauche comme à droite : uv = uw ou vu = wu entraîne v = w.

3. On a, par définition, l’additivité de la longueur pour la concaténation :
Soit u, v ∈ Σ∗ alors |uv| = |u|+ |v|.
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1.3 PRÉFIXES, SUFFIXES, FACTEURS

Définition 5. Soit u, x ∈ Σ∗. On dit que :
• x est un préfixe de u s’il existe un mot y ∈ Σ∗ tel que u = xy ;
• x est un suffixe de u s’il existe un mot y ∈ Σ∗ tel que u = yx.
• x est un facteur de u s’il existe des mots y, z ∈ Σ∗ tels que u = yxz.
• Le mot x de longueur k est un sous-mot du mot u = u1 . . . un, s’il existe des indices 1 ≤ i1 < i2 < . . . < ik ≤ n

tels que x = ui1ui2 . . . uik .

Exemple 4. Les préfixes de MPI sont {ϵ,M,MP,MPI} et ses suffixes sont {ϵ, I, PI,MPI}.
Le mot aoba est un facteur de baobab. Le mot bob est un sous mot de baobab mais ce n’est pas un facteur.

1.4 QUELQUES RÉSULTATS COMBINATOIRES

Théorème 2. Soit x, y, u et v ∈ Σ∗ tels que xy = uv. Alors, il existe un unique mot w tel que l’une des conditions
suivantes est réalisée

1. x = uw et v = wy ;

2. u = xw et y = wv.

La compréhension de ce résultat est assez immédiate avec le schéma suivant.

preuve

Corollaire 1. Soit x, y deux préfixes (respectivement suffixes) d’un mot u. Alors, x est un préfixe (respectivement
suffixe) de y ou y est un préfixe (respectivement suffixe) de x.
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On peut en déduire par exemple les résultats suivants :

Théorème 3. Soient x, y et z dans Σ∗ tels que xy = yz et x ̸= ϵ. Alors il existe deux mots u et v et un entier k ∈ N
tels que : x = uv, y = (uv)ku = u(vu)k, z = vu.

preuve :

Théorème 4. Soient x et y dans Σ∗ tels que xy = yx, avec x ̸= ϵ et y ̸= ϵ alors il existe un mot u ∈ Σ∗ et deux
entiers i et j tels que x = ui et y = uj .

preuve :

2 LANGAGES

Définition 6. Un langage sur l’alphabet Σ est une partie de Σ∗.

Exemple 5. Voici quelques exemples de langages sur l’alphabet {a, b}
• {a, ab, abba, ababbab}
• {a, b}∗
• l’ensemble des mots se terminant par ba
• l’ensemble des mots de longueur paire
• l’ensemble des mots palindromes (égaux à leur symétrique miroir).

Les langages étant des ensembles, ils sont susceptibles d’être soumis aux opérations ensemblistes : réunion,
intersection, passage au complémentaire, différence symétrique. On ajoute à cette liste l’opération de concaté-
nation et la puissance de langages.
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Définition 7. Soient L1, L2 deux langages sur l’alphabet Σ. La concaténation de L1 et L2 est le langage L1L2

défini par
L1L2 = {uv, u ∈ L1, v ∈ L2} .

Exemple 6. Si L1 est le langage des mots comprenant uniquement la lettre a et si L2 est le langage des mots
comprenant uniquement la lettre b, alors L1L2 est le langage des mots s’écrivant comme une succession de a puis
une succession de b.

Soit L1 l’ensemble des mots de longueur paire et L2 l’ensemble des mots de longueur impaire. Que représente
L1L2 ?

Définition 8. Soit L un langage.
Pour un entier n ∈ N,on définit Ln par :

• L0 = {ϵ}
• Ln+1 = LLn = LnL si n ∈ N.

On définit l’étoile de Kleene de L par L∗ =
⋃

n∈N Ln et L+ =
⋃

n∈N∗ Ln.

Attention : Il ne faut pas confondre L2 et {u2 : u ∈ L}. Déterminer ces deux ensembles quand L = {ab, ba}.

3 LANGAGES RÉGULIERS ET EXPRESSIONS RÉGULIÈRES

Définition 9. Soit Σ un alphabet. L’ensemble des langages réguliers sur Σ est défini inductivement de la façon
suivante :

• ∅ est régulier.
• Pour tout a ∈ Σ, {a} est régulier.
• Si L1 et L2 sont deux langages réguliers alors L1 ∪ L2 ainsi que L1L2 sont aussi réguliers.
• Si L est régulier alors L∗ l’est aussi.

On note Reg(Σ), l’ensemble des langages réguliers sur Σ.

Exemple 7. Montrer que {ϵ} est régulier.

Exemple 8. Montrer que tout ensemble fini est régulier.

Définition 10. Une expression régulière est définie inductivement par :
• ∅ et ϵ sont des expressions régulières.
• Pour tout a ∈ Σ, a est une expression régulière.
• Si E1 et E2 sont deux expressions régulières alors E1|E2 ainsi que E1E2 sont aussi régulières.
• Si E est une expression régulière alors E∗ l’est aussi.

Les expressions régulières permettent d’avoir une description des langages réguliers.

Définition 11. Soit E une expression régulière sur un alphabet Σ, alors on définit inductivement le langage
associé à E (noté L(E)) de la manière suivante :

• L(∅) = ∅.
• L(ϵ) = {ϵ}.
• ∀a ∈ Σ,L(a) = {a}.
• L(E1|E2) = L(E1) ∪ L(E2) et L(E1E2) = L(E1)L(E2).
• L(E∗) = L(E)∗

Exemple 9. Quel est le langage associé à l’expression : 0∗10∗10∗10∗ ?

Donner une expression régulière correspondant à l’écriture en base deux d’un entier sans 0 non significatif.
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4 AUTOMATES FINIS DÉTERMINISTES

4.1 DÉFINITION ET PREMIERS EXEMPLES

Définition 12. Un automate fini déterministe (ou AFD) sur un alphabet Σ est un quadruplet (Q, q0, F, δ) composé
de :

• Q, un ensemble fini dont les éléments sont appelés états de l’automate ;
• q0 ∈ Q, appelé état initial ;
• F ⊂ Q, appelé ensemble des états finaux (ou acceptants) ;
• δ une application d’une partie de Q× Σ dans Q, appelée fonction de transition.

Considérons l’automate ({q0, q1, q2} , q0, {q2} , δ) sur Σ = {a, b}, où δ est définie par
q0 q1 q2

a q1 q1 q1
b q0 q2 q0

On le représente de la façon suivante.

Remarquons la façon de signaler l’état initial et les états acceptants avec une flèche (entrante ou sortante). Il
existe de nombreuses conventions distinctes : par exemple, certains auteurs représentent les états acceptants
avec un double cercle plutôt qu’avec une flèche.

Définition 13. Soit un automate (Q, q0, F, δ) sur l’alphabet Σ. La fonction de transition δ∗ étendue aux mots est la
fonction partielle δ∗ : Q× Σ∗ → Q définie récursivement par

• pour tout q ∈ Q, δ∗(q, ε) = q,
• pour tout q ∈ Q, u ∈ Σ∗ et a ∈ Σ, δ∗(q, ua) = δ (δ∗(q, u), a)

Ainsi, L’état δ∗(q, u) est l’unique état (s’il n’y a pas blocage) où l’on aboutit en lisant le mot u depuis l’état q.

Définition 14. Soit un automate A = (Q, q0, F, δ) sur l’alphabet Σ et δ∗ la fonction de transition étendue.
1. Un mot u ∈ Σ∗ est dit reconnu par A si δ∗ (q0, u) ∈ F .
2. Le langage reconnu par A, noté L(A), est l’ensemble des mots reconnus par A.
3. Un langage L est dit reconnaissable s’il existe un AFD A tel que L = L(A). On note Rec(Σ) l’ensemble des

langages reconnaissables sur Σ.

Exemple 10. Les deux automates suivants sur l’alphabet Σ = {a} reconnaissent le langage Σ∗.

Exemple 11. L’automate suivant reconnaît le langage {bab}Σ∗, c’est-à-dire l’ensemble des mots commençant par
bab.
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Exemple 12. L’automate suivant reconnaît le langage {ab}∗{aa, b, ε}.

Exemple 13. Quel est le langage reconnu par l’automate suivant?

Exemple 14. Construire un automate qui reconnait le langage des mots de longueur paire sur l’alphabet {a, b}.

Exemple 15. Construire un automate qui reconnait le langage des mots sur l’alphabet {a, b} où deux lettres
identiques ne se suivent jamais : ababa est dans le langage mais pas aabab.

Exemple 16. Construire un automate qui reconnait le langage des mots sur l’alphabet {a, b} où une occurrence
d’une même lettre ne peut pas apparaitre plus de deux fois de suite.
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Attention : Tous les langages ne sont pas reconnaissables : en effet, l’ensemble des automates est dénom-
brable alors que l’ensemble des langages ne l’est pas.

En effet, Σ∗ est un ensemble infini, donc P (Σ∗), qui est l’ensemble des langages est non dénombrable.
D’autre part, pour chaque n ∈ N∗, il n’y a qu’un nombre fini de façons de construire un automate dont les

états sont inclus dans {0, . . . n− 1}.

4.2 IMPLÉMENTATION

Définissons un type automate avec un enregistrement (l’ensemble des états est implicitement celui des
entiers).

type automate ={finaux: bool array; delta: int -> char -> int};

où l’état initial est toujours l’état 0, finaux.(i) vaut true si, et seulement si, l’état i est final. delta est
une fonction pas nécessairement définie pour tous les états et lettres.

L’exception Blocage sert alors à pallier le problème de la définition de la fonction de transition.
exception Blocage;;
Écrivons désormais le calcul de δ∗ (q0,m) pour un mot m.

Il ne reste plus qu’à tester l’appartenance à la liste des états finaux.

4.3 PROPRIÉTÉS SPÉCIFIQUES AUXQUELLES ON PEUT SE RAMENER

1. Complétion

Définition 15. Un blocage de l’automate (Q, q0, F, δ) sur l’alphabet Σ est un couple (q, a) ∈ Q×Σ pour lequel
la fonction de transition n’est pas définie. Un automate sans blocage est dit complet.

Exemple 17. L’automate suivant n’est pas complet.

En effet, il y a trois blocages : (q0, b) , (q1, a) et (q2, b).

Théorème 5. Tout langage reconnaissable est reconnu par un automate complet.

idée -> On ajoute un état puit et tous les blocages deviennent des transitions vers cet état.
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Formellement :

Exemple 18. Avec ce résultat, on passe de l’automate incomplet

à l’automate complet

2. Emondage

Définition 16. Soit un automate (Q, q0, F, δ) sur l’alphabet Σ et δ∗ la fonction de transition étendue.
— Un état q ∈ Q est dit accessible s’il existe un mot u ∈ Σ∗ tel que δ∗ (q0, u) = q.
— Un état q ∈ Q est dit co-accessible s’il existe un mot u ∈ Σ∗ tel que δ∗(q, u) ∈ F .
— Un état q ∈ Q est dit utile s’il est accessible et co-accessible.
— L’automate est dit émondé si tous ses états sont utiles.

Remarque : Si un automate reconnaît un langage non vide, alors il existe au moins un état accessible et
co-accessible ; et on peut trouver un état final accessible.

Théorème 6. Tout langage reconnaissable non vide est reconnu par un automate émondé.

preuve : idée -> On efface les états qui ne sont pas à la fois accessibles et co-accessibles et toutes les
transitions impliquant ces états.

Exemple 19. Pour l’automate

on obtient
Lycée Faidherbe-MPI-2026/2027 8



5 AUTOMATES FINIS NON DÉTERMINISTES

Nous allons maintenant considérer des automates dans lesquels à la lecture d’un mot, il y a plusieurs
manières possibles de lire un tel mot. Un mot sera accepté ssi l’une des manières de le lire permet de passer de
l’état initial à un état final. Prenons un exemple simple : considérons le langage des mots terminant par a :

5.1 NON-DÉTERMINISME

On va donc s’autoriser à avoir une fonction de transition qui, à la lecture d’une lettre sur un état donné,
permet d’accéder à plusieurs états différents. On relâche donc l’hypothèse de lecture unique d’un mot dans le
graphe de l’automate. Ainsi, on relâchera aussi le fait d’avoir un seul état initial : à la lecture du mot vide ϵ, on
peut aussi se retrouver dans plusieurs états différents.

On donne donc la définition d’un automate fini non déterministe (afdn) de la manière suivante :

Définition 17. Un automate fini non déterministe (ou AFND) sur l’alphabet Σ est un quadruplet (Q, I, F, δ) composé
de

• Q, un ensemble fini dont les éléments sont appelés états de l’automate
• I ⊂ Q, appelé ensemble des états initiaux
• F ⊂ Q, appelé ensemble des états finaux (ou acceptants)
• δ une application de Q× Σ dans P(Q), appelée fonction de transition.

Il convient de définir la notion de fonction de transition étendue dans ce contexte : plutôt que d’avoir comme
image un état, la fonction aura pour image un ensemble d’états.

Définition 18. Soit un automate non déterministe (Q, I, F, δ) sur l’alphabet Σ. La fonction de transition δ∗ étendue
aux mots est la fonction δ∗ : Q× Σ∗ → P(Q) définie récursivement par :

• pour tout q ∈ Q, δ∗(q, ϵ) = {q}.
• pour tout q ∈ Q, x = ua ∈ Σ∗, δ∗(q, x) =

⋃
q′∈δ∗(q,u) δ(q

′, a).

Définition 19. Soit un AFND A = (Q, I, F, δ) sur l’alphabet Σ et δ∗ la fonction de transition étendue.
• Un mot u ∈ Σ∗ est dit reconnu par A s’il existe q0 ∈ I tel que δ∗(q0, u) ∩ F ̸= ∅.
• Le langage reconnu par A, noté L(A), est l’ensemble des mots reconnus par A.

Moins formellement, u est accepté par l’automate si parmi tous les chemins possibles lors de la lecture de u,
il en existe un d’un état initial vers un état final.

Remarque 1. On peut aussi utiliser la notion de relation plutôt que la notion de fonction dans l’ensemble des
parties des états : un AFND peut donc être la donnée de (Q, I, F,R) où R est une relation sur Q × Σ × Q. Ainsi,
un mot u = u1 . . . un est accepté ssi il existe une suite d’états de l’automates q0, . . . , qn telle que q0 ∈ I, qn ∈ F et
∀i ∈ {1, . . . , n}, R(qi−1, ui, qi).

Exemple 20. Quel est le langage reconnu par l’automate suivant :

Automates

31/75

Expressivité Ces deux automates reconnaissent le même langage : les
mots qui commencent et finissent par un a.

q0 q1 q2
a

a

b

a

q0 q1 q2
a

b

a

a

b
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Exemple 21. Donner un automate non déterministe qui reconnait le langage des mots terminant par abab.

5.2 POURQUOI DEUX MODÈLES ?
Un avantage des automates finis non déterministes sur les automates finis déterministes est leur simplicité

de manipulation : il est beaucoup plus facile de concevoir un automate non déterministe reconnaissant un
langage donné mais il est aussi plus facile de les manipuler dans des démonstrations formelles :

1. Soit u = u1 . . . un un mot donné. Donner un AFND qui reconnait le langage des mots dont un facteur est u.
Même question avec u un sous-mot.

2. Soit A1 un AFND qui reconnait un langage L1 et soit A2 un AFND qui reconnait un langage L2. Trouver un
automate A qui reconnait L1L2.

5.3 ϵ-TRANSITIONS

Pour rajouter au non déterministe, on peut même étendre la définition d’automate non déterministe en
autorisant l’utilisation d’ϵ-transitions, aussi appelées transitions instantannées qui permettent de passer d’un
état à un autre sans lire de lettre.
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Exemple 22.

6.3. AUTOMATES FINIS NON DÉTERMINISTES 63

12

3 4

55
ε b

a

a

a

b

b

ε

b

b

Fig. 6.3: Un automate fini non déterministe

On vérifiera sur cet exemple que les mots b, bbb ou encore baa sont reconnus par cet automate : les
parcours d’états correspondants sont 15, 1415 ou 1555, 12345. On aura noté qu’il n’y a plus unicité. . .

6.3.2 Définition mathématique

Définition d’un afnd

Définition 6.5 (Automates finis non déterministes) Soit A un alphabet fini. Un automate fini non déter-
ministe (en abrégé afnd) est un quintuplet (Q, q0,F , ϕ, ψ) où Q est un ensemble fini d’éléments appelés états,
q0 est un élément de Q, appelé état initial, F est une partie non vide de Q, dont les éléments sont appelés
états finals, et où ϕ (resp. ψ) est une application de Q × A (resp. Q) dans P(Q), ensemble des parties de Q.

On aura noté qu’une transition à partir d’un état q sur le caractère c se calcule par ϕ : ϕ(q, c) est
l’ensemble des états auxquels on peut aboutir par cette transition, et ∅ dans le cas où il n’y a pas de
transition à partir de q sur c.

D’une façon analogue, ψ(q) désigne l’ensemble des états atteints à partir de q par une ε-transition.

Certains auteurs s’autorisent, pour les afnd, plusieurs états initiaux, q1, q2, . . . , qk. Il suffit,
pour se ramener à notre définition, d’ajouter un unique état initial q0 et des ε-transitions de q0

vers chacun des qi, 1 ≤ i ≤ k. C’est pourquoi nous avons choisi de considérer systématiquement
qu’il n’y a qu’un état initial pour chacun de nos automates.

Fermeture d’un état

Pour définir proprement les calculs qu’effectue un afnd il nous faut maintenant définir ce qu’on appelle
la fermeture d’un état par ε-transition.

Définition 6.6 (Fermeture par ε-transition) Soit A un alphabet fini et (Q, q0,F , ϕ, ψ) un afnd sur cet
alphabet. Pour tout état q ∈ Q on définit sa fermeture par ε-transition et on notera κ(q) la plus petite partie
de Q contenant q et vérifiant : ⋃

q′∈κ(q)

ψ(q′) ⊂ κ(q).

De façon évidente, on montre le

Théorème 6.1 (Calcul des fermetures)
Soit A un alphabet fini et (Q, q0,F , ϕ, ψ) un afnd sur cet alphabet. Soit q un état fixé. On définit récursivement
les parties (Kn) de Q en posant K0 = {q}, et, pour n ≥ 1, Kn = Kn−1 ∪ ⋃

q′∈Kn−1
ψ(q′). La suite (Kn) est

croissante et stationnaire (pour l’inclusion), de limite égale à κ(q).

baa et aa sont par exemple reconnus par cet automate.

Définition 20. Soit Σ un alphabet fini. Un automate fini non déterministe est un quintuplet (Q, I, F, δ, φ) où
• Q, un ensemble fini dont les éléments sont appelés états de l’automate
• I ⊂ Q, appelé ensemble des états initiaux
• F ⊂ Q, appelé ensemble des états finaux (ou acceptants)
• δ une application de Q× Σ dans P(Q), appelée fonction de transition.
• φ est une application de Q dans P(Q) qui associe à chaque état l’ensemble des états auxquels il peut

accéder par une ϵ-transition.

Définition 21. Soit Σ un alphabet fini. Soit A un automate fini non déterministe défini par le quintuplet (Q, I, F, δ, φ)
et soit Q′ ⊂ Q. On définit la fermeture transitive de Q′ par ϵ-transition, notée κ(Q) par la plus petite partie de Q
contenant Q′ et stable par ϵ-transition c’est-à dire une partie P vérifiant :

⋃

q′∈P

φ(q′) ⊂ P

Théorème 7. Soit Σ un alphabet fini. Soit A un automate fini non déterministe défini par le quintuplet (Q, I, F, δ, φ)
et soit Q′ ⊂ Q. La suite d’ensembles définie par K0 = Q′ et ∀n ∈ N,Kn+1 = Kn ∪ (

⋃
q′∈Kn

φ(q′)) est stationnaire de
limite κ(Q′).

preuve :

Intuitivement, κ(Q′) désigne l’ensemble de tous les états (dont ceux de Q′) qui peuvent être atteints à partir
de Q′ par un nombre fini quelconque d ϵ-transitions.

Les définitions de calculs et de langage reconnus s’adaptent alors facilement :

Définition 22. Soit un automate non déterministe (Q, I, F, δ, φ) sur l’alphabet Σ. La fonction de transition δ∗

étendue aux mots est la fonction δ∗ : Q× Σ∗ → P(Q) définie récursivement par :
• pour tout q ∈ Q, δ∗(q, ϵ) = κ(q).
• pour tout q ∈ Q, x = ua ∈ Σ∗, δ∗(q, x) = κ(

⋃
q′∈δ∗(q,u) δ(q

′, a)).

Définition 23. Soit un AFND A = (Q, I, F, δ, φ) sur l’alphabet Σ et δ∗ la fonction de transition étendue.
• Un mot u ∈ Σ∗ est dit reconnu par A s’il existe q0 ∈ I tel que δ∗(q0, u) ∩ F ̸= ∅.
• Le langage reconnu par A, noté L(A), est l’ensemble des mots reconnus par A.
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Il est évident que l’ensemble des langages reconnus par AFD est inclus dans celui reconnus par AFND. Qu’en
est-il de la réciproque? Existe-t-il des langages reconnus par un AFND pour lesquels on ne peut pas construire
d’AFD?

5.4 DÉTERMINISATION

Théorème 8. Soit A un automate non déterministe. Il existe A′ un automate déterministe qui reconnait le même
langage.

C’est la construction de l’automate des parties.
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Prenons un exemple : déterminisons l’exemple 20.

Formellement :

Déterminisons les exemples 21 et 22 :
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Complexité de la déterminisation :

Théorème 9. Soit n ≥ 1 un entier naturel. Il existe un afnd à n + 1 états, tel que tout afd qui reconnaît le même
langage ait au moins 2n états. La déterminisation est donc un algorithme de coût exponentiel.

On dira de deux automates qu’ils sont équivalents s’ils reconnaissent le même langage. On a vu que tout
automate non déterministe (sans ϵ-transitions) est équivalent à

∗ un automate déterministe ;
∗ un automate déterministe complet (sans blocage) ;
∗ un automate déterministe émondé.
∗ un automate déterministe standardisé.

Notons Rec(Σ) l’ensemble des langages reconnaissables.

6 OPÉRATIONS SUR LES AUTOMATES

A partir de deux automates A1 et A2 reconnaissant respectivement des langages L1 et L2, on peut construire
un automate :

1. A reconnaissant L1 ∪ L2.

2. A reconnaissant L1 ∩ L2.

3. A reconnaissant L1L2.

4. A reconnaissant L∗.
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Ne pas distribuer à partir d’ici.

7 ELIMINATION DES ϵ-TRANSITIONS

Il est important de noter que l’utilisation des ϵ-transitions, si elle est confortable, n’est pas nécessaire.

Théorème 10. Tout afnd avec des ϵ-transitions est équivalent à un afnd sans ϵ-transitions.

Exemple 23. Appliquons la méthode à l’exemple 22.

8 LEMME DE L’ÉTOILE

Ce théorème donne un outil pratique permettant de prouver qu’un langage n’est pas reconnaissable par un
automate fini.

Afin de comprendre les enjeux de ce théorème, commençons par montrer "à la main" que :

L = {anbn : n ∈ N} /∈ Rec(Σ)

Théorème 11. Soit L un langage rationnel. Il existe un entier n tel que tout mot w de L de taille au moins égale
à n s’écrit sous la forme w = rst où s est un mot non vide de taille au plus égale à n et où le motif rs∗t décrit des
mots qui sont tous dans L.

preuve :

Exemple 24. Montrer que les langages suivants ne sont pas reconnus par un automate :

1. L1 = {ww̄ : w ∈ Σ∗} où w̄ représente le mot miroir de w.

2. L2 = {anban : n ∈ N}.
3. L3 = {anbp : n ≥ p}.
4. L4 = {ap : p est premier }.
5. L5 = {an2

: n ∈ N}.
A ce stade une question principale apparait : Etant donné une expression régulière E et un mot u comment
savoir si u appartient ou non à L(E)?

C’est par exemple essentiellement ce que fait la commande grep.
Une réponse à cette question viendra du lien entre langage régulier et langage reconnaissable établit par le

théorème de Kleene dont la preuve est constructive :

Théorème 12. L’ensemble des langages reconnaissables est égal à l’ensemble des langages réguliers (que l’on
appelle aussi langages rationnels).

9 DES EXPRESSIONS RÉGULIÈRES AUX AUTOMATES

Nous allons voir deux méthodes pour transformer une expression régulière en automate, la première appelée
construction de l’automate de Thompson est très simple à mettre en oeuvre à la main mais passe par des
automates non déterministes. La seconde donne lieu à un algorithme concret appelé algorithme de Berry Sethi.

9.1 AUTOMATES DE THOMPSON

Théorème 13. Tout langage régulier est reconnu par un automate non déterministe utilisant des ϵ transition.

Preuve : par induction strucutrelle sur l’expression régulière associée au langage
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9.2 ALGORITHME DE BERRY SETHI

Principe :

1. On transforme l’expression e en une expression e′ dite linéaire.

2. Créer l’automate associé à e′ qui a la particularité d’être un automate local.

3. on transforme l’automate obtenu pour qu’il reconnaisse le langage de e.

Il y a donc du vocabulaire à introduire.

Définition 24. Une expression rationnelle est dite linéaire ssi chaque lettre de l’alphabet n’y apparait au plus
qu’une seule fois.

Définition 25. Un automate est dit local lorsque, pour chaque lettre x de l’alphabet, toutes les transitions étique-
tées par x aboutissent dans le même état.

Définition 26. Un langage L sur l’alphabet Σ est dit local lorsqu’il existe P, S ∈ P(Σ) et N ∈ P(Σ2) tels que :

L \ {ϵ} = PΣ∗S \ (Σ∗NΣ∗)

Traduire en français ce que représentent ici P, S et N pour un langage local.
Montrer que pour tout langage L (local ou non), on peut définir P (L), S(L) et N(L). Ecrire une fonction

OCAML qui calculent ces ensembles. En général, que peut-on dire de L \ {ϵ} versus PΣ∗S \ (Σ∗NΣ∗)? Montrer
que par exemple que L1 = a+ (ab)∗ n’est pas local.

Théorème 14. Un langage régulier est local ssi il est reconnu par un automate local.

Théorème 15. Une expression linéaire est locale.

On remarque que la réciproque n’est pas vraie : aa∗ est locale et non linéaire.

Nous avons alors tous les ingrédients pour décrire (écrire) l’algorithme de Berry-Sethi :

Exemple : construire l’automate de Gloushkov de l’expression : aa(a|ab)∗b

10 DES AUTOMATES AUX EXPRESSIONS RÉGULIÈRES : ALGORITHME PAR ÉLIMI-
NATION DES ÉTATS

On commencera par construire l’automate généralisé qui ne contient qu’un seul état initial sans transition
entrante et un seul état final sans transition sortante.

Si certains couples d’états ont plusieurs transitions : on étiquette une seule transition avec un ou des
options.

L’idée est alors d’étiqueter les transitions par des expressions régulières : cela permet de supprimer succes-
sivement tous les états, jusqu’à n’avoir plus qu’un seul état final et initial à la fois ou deux : un initial et un
final distincts. Quand on supprime l’état p, on liste l’ensemble Xp (resp. Yp) des états pour lesquels il existe une
transition arrivant dans p (resp. issue de p). Pour chaque couple (x, y) ∈ Xp × Yp, on étiquette la transition de x
vers y par (e.f∗.g)|h où e (resp. f, g, h) est l’étiquette de la transition de x vers p (resp. de p vers p, de p vers y, de
x vers y).

Appliquons cette méthode sur l’exemple suivant :

Automates

57/75

33 Des automates aux expressions régulières

Nota Bene Ceci ne figure pas au programme o⇥ciel.

Nous présentons trois algorithmes pour écrire une expression régulière qui
représente le langage reconnu par un automate donné :

 l’algorithme par élimination des états ;

 l’algorithme de McNaughton et Yamada ;

 l’algorithme par résolution d’équations.

L’automate suivant servira de support :

q1 q2a b
b

a

Automates

58/75

Algorithme par élimination des états

L’idée est d’étiqueter les transitions par des expressions régulières : cela
permet de supprimer successivement tous les états, jusqu’à n’en avoir plus
qu’un final et initial ou deux : un initial et un final. Quand on supprime
l’état p, on liste l’ensemble Xp (resp. Yp) des états pour lesquels il existe
une transition arrivant dans p (resp. issue de p). Pour chaque couple
(x, y) � Xp ⇥ Yp, on étiquette la transition de x vers y par e.f ⌦ .g | h
où e (resp. f , g, h)est l’étiquette de la transition de x vers p (resp. de p vers
p, de p vers y, de x vers y).
Ici : on étiquette la transition de l’état 1 sur lui-même par a|bb ⌦ a, et
finalement une expression régulière représentant L(�) s’écrit e = (a|bb⌦a)⌦.
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11 EXPRESSIONS RÉGULIÈRES ÉTENDUES

Mots et langages 3.17

4.4 Exercices divers⇤⇥ ��Exercice 15 On appelle code sur un alphabet ⌃ tout langage L qui vérifie la propriété suivante :

(u1u2 · · ·up = v1v2 · · ·vq avec ui ,vj 2 L) =) (p = q et 8i 2 ~1,p�, ui = vi )

(autrement dit, toute factorisation d’un mot de L⇤ est unique).

a) Construire un code de quatre mots sur l’alphabet ⌃ = {a,b}.
b) Justifier que L1 = {a,ab,ba} n’est pas un code puis que L2 = {a,ab} en est un.

c) Démontrer que si tous les mots de L ont même longueur alors L est un code.

d) Soit u,v 2 ⌃⇤ deux mots distincts. Montrer que {u,v} est un code si et seulement si uv , vu.

e) Soit L un langage tel qu’aucun mot de L ne soit préfixe propre d’un autre mot de L. Montrer que L est un
code. De tels codes sont appelés des codes préfixes.

f) Montrer que le produit de deux codes préfixes est encore un code préfixe.

L’algorithme de Sardinas et Patterson permet de décider si un langage L de cardinal fini est un code. Il se
décrit de la manière suivante :

(i) initialisation : on pose S0 = L�1L \ {"} ;
(ii) itération : Si+1 = S�1

i L[ L�1Si ;

(iii) arrêt : s’il existe i tel que " 2 Si , L n’est pas un code ; s’il existe i > j tel que Si = Sj , L est un code.

Rappel : si K et L sont deux langages, K�1L =
n
v 2 ⌃⇤

��� 9u 2 K, uv 2 L
o
.

g) Appliquer l’algorithme de Sardinas et Patterson pour déterminer lesquels parmi les langages suivants
sont des codes :

L1 = {ab,baa,abba,aabaa} L2 = {aaa,aba,abb,abaab} L3 = {a,abba}
L4 = {b,aa,ab,ba} L5 = {aa,ab,ba,bb,baaababa} L6 = {a,ab,bba,bbab,bbbb}

h) Justifier la terminaison de cet algorithme (on admettra sa validité).

Annexe : expressions régulières étendues

Les expressions régulières sont utilisées par des langages de programmation (Perl, PHP, module re de
Python), des éditeurs de texte (emacs, vim), des commandes unix (grep). Malheureusement, malgré un e↵ort de
normalisation chacun de ces langages ou programmes utilise en partie ses propres notations. Celles présentées
ici répondent au standard de normalisation POSIX ; certaines d’entre elles demandent à être adaptées suivant le
langage ou le programme utilisé.

quantificateurs
n* 0 ou plus n
n+ 1 ou plus n
n? 0 ou 1 n
n{2} exactement 2 n
n{2,} au moins 2 n
n{2,4} 2, 3 ou 4 n

caractères spéciaux
\ caractère d’échappement
\n nouvelle ligne
\s espace
\w un caractère a-z, A-z ou 0-9 ou _
\d un chi↵re 0-9

intervalles
. tout caractère
(a|b) a ou b
[abc] a, b ou c
[^abc] tout caractère sauf a, b, c
[a�z] caractère alphabétique en minuscule
[A�Z] caractère alphabétique en majuscule
[0�9] chi↵re
(...) délimite un groupe
\n le ne groupe

méta-caractères
^ [ . $ { * ( ) + \ | ? < >

Les méta-caractères doivent être précédés du caractère d’échappement.
Par exemple, l’expression régulière ci-dessous peut être utilisée pour reconnaître une adresse mail valide :

\w+([�+.']\w+)*@\w+([�.]\w+)*\.[a�zA�Z]{2,6}

Jean-Pierre Becirspahic� -BOHBHFT GPSNFMT 4���

��� -BOHBHFT S©HVMJFST
0O JOUSPEVJU MFT FYQSFTTJPOT S©HVMJ¨SFT DPNNF GPSNBMJTNF E©OPUBUJPOOFM QPVS TQ©DJֻFS VO NPUJG EBOT MF
DBESF EѨVOF SFDIFSDIF UFYUVFMMF�

/PUJPOT $PNNFOUBJSFT
"MQIBCFU
 NPU
 QS©ֻYF
 TVֽYF
 GBDUFVS

TPVT�NPU�

-F NPU WJEF FTU OPU© ९�
-BOHBHF DPNNF FOTFNCMF EF NPUT
TVS VO BMQIBCFU� 0Q©SBUJPOT S©HVMJ¨SFT
TVS MFT MBOHBHFT 	VOJPO
 DPODBU©OBUJPO

©UPJMF EF ,MFFOF
� %©ֻOJUJPO JOEVDUJWF
EFT MBOHBHFT S©HVMJFST�
&YQSFTTJPO S©HVMJ¨SF� %©OPUBUJPO EѨVO
MBOHBHF S©HVMJFS�

0O JOUSPEVJU MFT FYQSFTTJPOT S©HVMJ¨SFT DPNNF VO GPSNBMJTNF
E©OPUBUJPOOFM QPVS MFT NPUJGT� 0O OPUF MѨFYQSFTTJPO E©OPUBOU MF
MBOHBHF WJEF Ŵ
 DFMMF E©OPUBOU MF MBOHBHF S©EVJU BV NPU WJEF ९

MѨVOJPO QBS ]
 MB DPODBU©OBUJPO QBS KVYUBQPTJUJPO FU MѨ©UPJMF EF
,MFFOF QBS VOF ©UPJMF�

&YQSFTTJPOT S©HVMJ¨SFT ©UFOEVFT� -F MJFO FTU GBJU BWFD MFT FYQSFTTJPOT S©HVMJ¨SFT EF MB OPSNF104*9

NBJT PO OF E©WFMPQQF BVDVOF UI©PSJF TVQQM©NFOUBJSF   MFVS TV�
KFU FU BVDVOFDPOOBJTTBODFBV TVKFU EF DFUUFOPSNFOѨFTU FYJHJCMF�

��� "VUPNBUFT ҹOJT
-FT BVUPNBUFT DPOTUJUVFOU VO NPE¨MF EF DBMDVM QVJTTBOU RVJ JSSJHVF EF OPNCSFVTFT CSBODIFT EF MѨJOGPSNB�
UJRVF� 0O WPJU JDJ MFT BVUPNBUFT DPNNF VO GPSNBMJTNF PQ©SBUJPOOFM FֽDBDF QPVS MB SFDIFSDIF EFNPUJGT� 0O
W©SJֻF RVF MF GPSNBMJTNF EFT BVUPNBUFT DP¯ODJEF FYBDUFNFOU BWFD MѨFYQSFTTJWJU© EFT FYQSFTTJPOT S©HVMJ¨SFT�

/PUJPOT $PNNFOUBJSFT
"VUPNBUF ֻOJ E©UFSNJOJTUF� �UBU BDDFT�
TJCMF
 DP�BDDFTTJCMF� "VUPNBUF ©NPOE©�
-BOHBHF SFDPOOV QBS VO BVUPNBUF�

0O JOTJTUF TVS MB SJDIFTTF EF TZTU¨NFT EPOU MF GPODUJPOOFNFOU
QFVU ªUSF NPE©MJT© QBS VO BVUPNBUF�

5SBOTJUJPO TQPOUBO©F 	PV ९�USBOTJUJPO
�
"VUPNBUF ֻOJ OPO E©UFSNJOJTUF�
%©UFSNJOJTBUJPO EѨVO BVUPNBUF OPO
E©UFSNJOJTUF�

0O GBJU MF MJFO FOUSF MѨ©MJNJOBUJPO EFT USBOTJUJPOT TQPOUBO©FT FU
MѨBDDFTTJCJMJU© EBOT VO HSBQIF� 0O BCPSEF MѨ©MJNJOBUJPO EFT USBO�
TJUJPOT TQPOUBO©FT FU QMVT H©O©SBMFNFOU MFT DPOTUSVDUJPOT EѨBV�
UPNBUFT   MB PNQTPO׾ TVS EFT FYFNQMFT
 TBOT DIFSDIFS   GPS�
NBMJTFS DPNQM¨UFNFOU MFT BMHPSJUINFT TPVT�KBDFOUT�

$POTUSVDUJPO EF MѨBVUPNBUF EF (MVTI�
LPW BTTPDJ©   VOF FYQSFTTJPO S©HVMJ¨SF
QBS MѨBMHPSJUINF EF #FSSZ�4FUIJ�

-FT OPUJPOT EF MBOHBHF MPDBM FU EѨFYQSFTTJPO S©HVMJ¨SF MJO©BJSF
TPOU JOUSPEVJUFT EBOT DFUUF TFVMF QFSTQFDUJWF�

1BTTBHF EѨVO BVUPNBUF   VOF FYQSFT�
TJPO S©HVMJ¨SF� �MJNJOBUJPO EFT ©UBUT�
PS¨NF©׾ EF ,MFFOF�

0O TF MJNJUF   MB EFTDSJQUJPO EV QSPD©E© EѨ©MJNJOBUJPO FU   TB
NJTF FO ąVWSF TVS EFT FYFNQMFT EѨBVUPNBUFT EF QFUJUF UBJMMF �
DFMB DPOTUJUVF MB QSFVWF EV TFOT S©DJQSPRVF EV UI©PS¨NF EF
,MFFOF�

4UBCJMJU© EF MB DMBTTF EFT MBOHBHFT SF�
DPOOBJTTBCMFT QBS VOJPO ֻOJF
 JOUFSTFD�
UJPO ֻOJF
 DPNQM©NFOUBJSF�
-FNNF EF MѨ©UPJMF� 4PJU ۹ MF MBOHBHF SFDPOOV QBS VO BVUPNBUF   ܔ ©UBUT � QPVS UPVUܛ ŷ ۹ UFM RVF [ܛ[ ǒ 
ܔ JM FYJTUF ܠ
ܟ
ܞ UFMT RVF ܛ � 
ܠܟܞ [ܟܞ[ Ǒ ܟ
ܔ Ǎ ९ FU ܠƆܟܞ ǳ ۹�

i.JOJTU¨SF EF MѨFOTFJHOFNFOU TVQ©SJFVS
 EF MB SFDIFSDIF FU EF MѨJOOPWBUJPO
 ����
cookn5**rrr)`in`dbi`h`ionpk(m`^c`m^c`)bjpq)am

*OGPSNBUJRVFά 'JMJ¨SF .1*
�����
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