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1 Contexte, données a traiter et objectif

1.1 Contexte, objectif

La compétition Casp est un concours de prédiction informatique de structures de protéines & partir de
séquences d’acides aminés. Les modéles proposés sont déja connus, il faut alors comparer les structures infor-
matiques et expérimentales. Un moyen de comparaison permettrait d’affiner la précision des prédictions et ainsi
remplacer les méthodes de détermination experimentales longues et cotliteuses par des méthodes informatiques.

Finalement, la structure d’une protéine permet une meilleure compréhension de la protéine ; par exemple est
nécessaire pour la fabrication de médicaments.

Sequence of  1PID|BOVINE.. #

Séquence Structure Représentation simplifice

source : Protein Data Bank, https ://www.rcsb.org/3d-view/1B0Q [3]

Objectif : proposer une méthode de comparaison de structures

1.2 Format PDB [3]
Voci un fichier PDB :

ATOM 171 HG13 VAL A 1@ -7.189 -6.908 -5.228 1.00 0.00 H
HETATM 172 N NH2 A 11 -3.913 -3.201 -4.868 1.00 ©0.00 N
HETATM 173 HN1 NH2 A 11 -3.068 -3.568 -5.283 1.00 0.00 H
HETATM 174 HN2 NH2 A 11 -3.878 -2.361 -4.308 1.00 0.00 H
TER 175 NH2 A 11

HETATM 176 RE RE A 182 2.230 -1.164 0.585 1.00 ©.00 RE

CONECT 1 2 3 7
CONECT 2 1
CONECT 3 1 4 5 6

FiG. 1 : Lignes d’un fichier PDB

A partir de ce fichier on extrait :

o les atomes

« le type (carbone, hydrogene, etc)

e la position dans I’espace des atomes

o les liaisons (attention, & cause de considérations biologiques non prises en compte peu de liaisons sont
lues)

FiG. 2 : Affichage du PDB a ’aide de la bilbiotheque python manim



2 Comparaison de branches (pas de ramifications)

2.1 Branche

Une branche By = [My, -+, M,,] est une suite de points ordonnés dont les liaisons sont de proche en proche
(liaison de My a Ms, Ms & Ms, etc)
2.2 Coefficient de comparaison

L’idée est d’associer & deux branches données de méme taille un coefficient de proximité Re [0,1], deux
parameétres sont considérés :

e I’écart moyen des longueurs des liaisons
¢ les angles que forment deux liaisons situées au méme niveau des branches

Soit By = [My,---,M,] et By =[Ny,---,N,] des branches. On pose Vi € [1,n — 1] :

l, = ]\/[i]V[i+1, l: = NiNi+17 di = m(]T(]“lg), et 197 = a,ngle(lbfi]\li+1,N7;N1;+1)

n—1 0. n—1
. (3 !/
> sin(3)ld; =t

Cdist = LZO? Cangle = n_1
> di > d
1=0 =0
1 1
Riist = ————  Rangte = ————
dist 1+ Cdist angle 1+ Cangle
Finalement, on définit :
R— Rdist ';Rangle

2.3 Valeur du coefficient sur des exemples

Fi1G. 3 : Branche A Fi1G. 4 : Branche B

Rz =059 Rangie = 068 Riisy =0.94 Rangie = 0.97

3 Isomorphisme de protéines

3.1 Isomorphisme de graphes

Définiton : Soit Ag={g1, - ,gn} et Ap={h1,--- , h,} des ensembles
Soit G=A4, x Sy et H=A;, x S}, deux graphes ou Sy, S, C [n] x [n]
(ainsi, Varéte (g;,g;) est dans G <= (i,j) € S, ) :
G = H si et seulement si do € ¥,,, 55 = S§, (1)

ou SZ = {(U(Z)7 a(j)), 3(i,5) € [[17”]]27 (i,7) € Sh}




3.2 Force brute

Itération sur n! permutations, on test si H permuté est le méme graphe que G

3.3 Tri des sommets par invariants

On crée une partition de [1,n] des sommets (V1] ... |V;) pour G et (W1]...|W;) pour H tels que Vi € [1,¢],
V, = (U@l Ui,|Vi\) et W; = (wi,l wiy‘W”) alors :

Vi < W, wiy — w1 )
G2 H — H(Ui)ie[[l,t]] EE“/I‘ X..XE|Vt‘, G = Havec o :
Vj < ‘Wt|’ Wt,j = W1,0,(5)

(2)

Exemple :
Vi,Vo)=( 1.2 3 | 45
o1 1 g2 (Wf1|W§2) g = U~1 0072
(123):Id (12):Id (1 3 5‘2 4) (1 3 5 2 4)
(321) (12):Id (5 3 1‘2 4) (5 3 1 2 4)
(123)=Id (21) (1 3 5‘4 2) (l 3 5 4 2)

G et H sont des graphes & n sommets tous deux triés canoniquement :

e types des t € N paquets du tri sont dans le méme ordre
« on suppose les paquets de chacun des tris de méme taille ¢;, i € [1,t] deux & deux (sinon les graphes
seraient trivialement non isomorphes)

force brute tri des sommets
procédé d’itération permutations sur ¥,,  combinaison de permutations sur
t
(Bi)ieqLy teltque Y ti=n
nombre maximal d’itérations n! [L_; t!
. P , . . T .
mise en memoire necessaire ZZ:1 k! permutations ZZZT (t1oete) oy permutations

4 Isomorphisme canonique de McKay [2]

Idée générale : e  tri équitable des sommets a partir d’un tri
— informations avec la propagation du degré
—  tri optimal

e création d’un arbre de recherche de permutations
— on crée artificiellement de nouveaux tris équitables
(fils de Varbre) en isolant des sommets
—  les feuilles sont des tris ordonnés de parties & un
sommet : ce sont des permutations
e définition d’un ordre total sur les graphes
—  déterminer le plus grand pour cette relation parmi
les graphes permutés avec les feuilles de 'arbre
—  on obtient alors I'isomorphisme canonique

4.1 Tri équitable [1]
Utilisation de la propagation du degré :

Tri des sommets des paquets par degré dans les autres paquets pour en faire un nouveau tri, jusqu’a ce qu’il
n’y ait plus de simplification possible



Soit m=(1]379|68]24]5) un tri des sommets du graphe G
=W Va|Vs|Val|Vs)

F1a. 5: Graphe G avec Vo= (37 9) et Va= (6 8)
Tri de V;, par degré dans Vi : deg(3,V5)=deg(7,V3)=1 et deg(9,V3)=2
donc Vo =(37]9)etn"=(1]37]9]|68|24]5) est plus fin
underlineTri équitable : la propagation de degré ne donne plus de nouveau tri

(i, 7) € [1,n]?, tous les sommets de V; ont le méme degré dans V;
= V(i,9) € [Lnl?, V(v w) € V2, deg(v, V;) = deg(w, V;)

Relation d’ordre partiel sur les partitions Soit 3 = (V1| ...|V;) et moy = (W1]...|Wy) des partition de [[1,n]

alors 71 est plus fin que my <= YVem, W em, Ve W (3)
Leshp dane Vi <G, VWi, Wi, (ViCWiet V; CW; = k<)
Soit 7 un tri, on note :
‘ R(m) le tri équitable ordonné le plus fin obtenu & partir de 7T‘ (4)

4.2 Arbre de recherche [1]

On consideére le tri suivant le degré 7 = (1379|246 8 | 5) dans le graphe G (défini ci-dessus).

Principe de ’arbre de recherche :

o racine de larbre : R(m)
e trouver les fils :

— trouver la premiere partie V; d’au moins 2 éléments de 7
— pour v € V, on crée artificiellement un nouveau tri équitable :
m =7 Lv=R((Vil..|{v} | Vi\{v} |.))

— chacun des tris créés est un fils, on réitére jusqu’a obtenir des tris triviaux (paquets de taille 1)

468|5) appliquer R

1 i isoleridu paquet
3 9 entouré

7

(137)0l68[24[5) E19)7148126]5) @(93I2614815) (BT [24l6815)

3 7 1/ \9 1/ \o 3 7
(11317/918|5}4/2|5) al119171814161215) \  (7|11913]6]21814l5) \ (9I3[7]1]4]2[8]6]5)
(1713[9161821415)  3Blol1[7I48]2l6]5)  (7I91113[2]6|48]6]5) (91713111214l61815)

F1G. 6 : Arbre T(G) deracine 7 =(1379|2468]5)



4.3 Isomorphisme canonique [1]

Ordre total < sur les graphes :

On pose la fonction i : G — i(G) telle que :
e i(G) est la séquence binaire (1; jyee) avec (4,j) dans I'ordre lexicographique
e G = H si et seulement si i(G) < i(H) en décimal

On pose alors I'ismorphisme canonique de McKay (pour le tri 7) :

’C’M(G) = maz< {G°, o noeud terminal de T(G) de racine 7} ‘ (5)

alors :

’G > H si et seulement si Cp(G) = Cy(H) ‘ (6)

Exemple : pour 7= (1|37|9]68|24]|5)

Fic. 7 : Graphe G F1G. 8 : Graphe Cy(G)

5 Plus grand sous-graphe isomorphe commun

5.1 Choix de la méthode utilisée pour le test d’ismorphisme sur deux sous-graphes

Dans le cas particulier des protéines, le tri équitable (tri le plus fin obtenu par propagation du degré) proposé
par McKay est trés efficace et produit des paquets de trés petite taille. En combinant ce tri et le test d’iso-
morphisme sur les graphes a sommets triés, on obtient un algorithme tres efficace, plus efficace que la méthode
complete de McKay.

Exemple :

Fi1G. 9 : Protéine Fi1G. 10 : Méme protéine mais déplacée et numérota-
tion différente des sommets

Temps d’éxecution : pour cette protéine de 171 atomes

tri par degré et atomes | 0.002 s

propagation des degrés 74s
test d’isomorphisme 0.3s

temps total d’éxecution | 7.8 s



5.2 Itération sur les sous-graphes

On cherche la sous-structure de taille maximale de G; = A; X S7 et Go = Ay X Sy :

o itération pour k allant de min(|S;],|S2|) & 1 (sur le nombre d’arétes du sous-graphe)

e pour un sous-graphe de k arétes, on itere sur ’ensemble de parties de k arétes de G; formant un graphe
connexe

e pour un sous-graphe donné de GG; de k arétes, on itére sur I’ensemble de parties de k arétes de G5 formant
un graphe connexe

o test d’isomorphsime sur les sous-graphes de k arétes

Complexité en nombre de tests d’isomorphismes : exponentielle , en 0(47’”4"“31 HSQD) mais beaucoup de cas sont
écartés rapidement, si les sous-graphes ne sont pas connexes ou les tris formés de tailles différentes

NB : on peut trouver plusieurs sous-graphes isomorphes de taille maximale
Comment choisir parmi ces sous-structures isomorphes 7

5.3 Cas d’égalité

L’idée est de comparer comment les structures sont formées dans I’espace.

6 Comparaison des positions de structures isomorphes

6.1 Application du coefficient des branches sur les structures

Il exite une bijection entre les arétes des strcutures comparées (on les suppose isomorphes). Il est alors
possible d’utiliser le méme coefficient de comparaison que pour les branches, apreés alignement, en ordonnant
les arétes des structures.

7 Comparaison de protéines

7.1 Coefficient de comparaison

L’idée est d’associer & deux protéines données un coefficient de comparaison Ce [0, 100] selon deux para-
metres :

taille sous-struct
taille moyenne des 2 protéines

o la taille des plus grandes sous-structures isomorphes : Cyypyer =

« la proximité dans ’espace des deux plus grandes sous-structures isomorphes : C.op est le coefficient de
comparaison de branches mais appliqué sur les arétes des sous-structures isomorphes

Cprom + Cstruct

1 C=
alors 5

7.2 Exemples de coefficients de comparaison de protéines

Fi1G. 11 : Protéines plutot éloignées F1G. 12 : Protéines plutot proches
Cprox =929 Cstruct =52 Cprow =97.7 Cstruct =93
C=172 C =95
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