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Introduction

Fig. : Glissement de terrain ayant détruit le village de Sant’Antonio Morignone en Italie

Objectif : uniformiser l’écoulement de l’eau sur le flanc montagneux
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1er exemple

d i c t i onna i r e = { ’ 0 ,0 ’ : 0 ,
’ 1 ,0 ’ : 0 ,
’ 2 ,0 ’ : 0 ,
’ 0 ,1 ’ : 0 ,
’ 1 , 1 ’ : 0 ,
’ 2 ,1 ’ : 0 ,
’ 0 ,2 ’ : 0 ,
’ 1 ,2 ’ : 0 ,
’ 2 ,2 ’ : 0}

Fig. : Relief correspondant
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Ajout du volume dans la modélisation

Fig. : Pluie tombant sur le relief
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Récupération des altitudes d’un relief réel

Fig. : Site affilié à la NASA :
https ://dwtkns.com/srtm30m/

On récupère une carte des
hauteurs
On forme une matrice carrée à
partir de la liste des hauteurs
On associe à chaque coordonnée
du dictionnaire la hauteur lui
correspondant
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Relief réel
Exemple de donnéees obtenues : 01d9 01d9 01d8 01d4 01d1 01cc 01c7 01c2

Hauteurs correspondantes : 473 473 472 468 465 460 455 450

Fig. : Relief se trouvant à N45E006, précision 1/100
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Algorithme de lissage

Fig. : Relief se trouvant à N45E006, précision
1/100, lissé

Fig. : Voisins du point bleu

K[,\ = KDXWeXU GX SRiQW
Ge FRRUGRQQeV ([,\)

K′[,\ =

∑

−1≤i,M≤1
(i,M) 6=([,\)

K [+i, \+M

8
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Ecoulement de l’eau, 1ère méthode

Fig. : Exemple sur un relief fictif
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Ecoulement de l’eau, 1ère méthode

Fig. : Exemple sur un relief fictif

Tout le volume d’eau descend sur le point avec∆Kminimal.
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Ecoulement de l’eau, 2ème méthode : de manière
proportionnelle

Fig. : exemple sur un relief exemple

Yi,M = volume du point (i, M)

∆Ki,M = différence d’altitude au
point (i, M)

si∆ Ki,M < 0 : Yi,M =
Y ·
√

|∆ Ki,M|
∑

∆ K<0

√

|∆ K|
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Modélisation de l’écoulement d’un pluie uniforme sur
le relief

Fig. : Coulée de l’eau sur le relief

L’eau à l’instant final se situe là
où sont les points bleus
On note le volume d’eau coulant
sur chaque arête à chaque instant
D’où le volume total ayant coulé
sur chaque arête à la fin de la
modélisation

Fig. : Volume d’eau ayant coulé sur chaque arête au cours de la modélisation
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Modification du relief ?

Fig. : Canalisations

Dans l’algorithme : modification
de la hauteur du point
Dans la réalité : création de
canalisations
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Choix des points à modifier

Fig. : Volume d’eau écoulé sur les arêtes au cours de la modélisation

Fig. : Volume d’eau trié par ordre décroissant

Fig. : Sélection des points à modifier
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Modification du relief : évaluation du relief

1 On note un relief de taille n :

U =











K0,0
K0,1
...

KQ−1,Q−1











2 On note V = {Y | Y = volume d’eau total tombé sur chaque arête}
3 Pour évaluer U, on écrit la fonction

3 : R
Q2 −→ R

U 7−→ 3(U)

Avec 3(U) =

√

√

√

√

(

∑

Y∈V

Y
)2

−
∑

Y∈V

Y2
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Modification du relief : évaluation de la modification
On construit aléatoirement un vecteur0 de modification :

0 est de longueur de ; notée O
Soit , un intervalle de R de hauteurs à ajouter pour la modification du
relief
D’ou0 = ( i )i∈,⊂R

Un exemple de0 , avec O = 10 :

0 =











−11.6
−43.09

...
−3.4











Fig. : Modification du relief
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Modification du relief : évaluation de la modification

On dispose du vecteur ; de taille O des points à modifier représenté comme :
; = (K[,\)([,\)∈[0,Q]2

Un exemple de X avec Q = 10 : ; =











K3,7
K8,6
...
K5,2











;
′

= ; +0 =











K3,7
K8,6
...
K5,2











+











−11.6
−43.09

...
−3.4











=











K3,7 − 11.6
K8,6 − 43.09

...
K5,2 − 3.4










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Modification du relief : évaluation de la modification
D’où, avec Q = 10 par exemple :

U′ =









































K0,0
K0,1
...

K3,7 − 11.6
...

K8,6 − 43.09
...

K5,2 − 3.4
...
K9,9









































D’où la fonction d’évaluation

σ : R
O −→ R

Q2 −→ R

0 7−→ U′ 7−→ 3(U′)
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Minimiser une fonction, analogie en dimension 2
Méthode de Newton : exemple avec I ([) = [ − 4 · OQ([)

Fig. : 1ère itération Fig. : 2ème itération Fig. : 3ème itération

La pente de la tangente au point $i vaut : I ′(Di)
Le point suivant est donc Di+1 = Di − I ′(Di)
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Minimiser une fonction, analogie en dimension 3
Descente de gradient en dimension 3 : exemple avec

I ([,\) = 0.005 · ([3 + \3)
Ici le gradient vaut

−−−−−→
∇I ([,\) = 0.01 · ([2 −→e[ + \2 −→e\)

Fig. : 1ère itération
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Minimiser une fonction, analogie en dimension 3

Fig. : 2ème itération
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Minimiser une fonction, analogie en dimension 3

Fig. : 3ème itération
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Minimiser une fonction, analogie en dimension 3

Fig. : 6ème itération
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Importance des conditions initiales

Descente de gradient en dimension 3 : exemple avec I ([,\) = e
−[2
4 + e

−\2
10

Ici
−−−−−→
∇I ([,\) = −

[
2
· e

−[2
4

−→e[ +−
\
5
· e

−\2
10

−→e\

Fig. : Descente de gradient avec plusieurs points initiaux

Hippolyte Boucherie n°16827 TIPE Session 2022 28 / 35



Minimiser σ

σ : R
O −→ R

Q2 −→ R

0 7−→ U′ 7−→ 3(U′)

On effectue une descente de gradient sur σ , avec comme point initial0
généré aléatoirement
On introduit un coefficient η tel que plus η est grand, plus on suivra loin
la direction indiquée par

−−−−→
∇σ(0)

On note alors le prochain point00 :

00 = 0 − η ·
−−−−→
∇σ(0)

En itérant :
∀i ∈ N 0i+1 = 0i − η ·

−−−−−→
∇σ(0i)

On répète ce procédé pour différentes conditions initiales, ie différents
vecteurs0
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Représentation de la descente de gradient

Fig. : Une descente de gradient, précision 1/300

Hippolyte Boucherie n°16827 TIPE Session 2022 31 / 35



Représentation du relief modifié

Relief affiché avec une précision de 1/300. Choix de 10 points à modifier.

Fig. : Modification du relief Fig. : Modification du relief
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Analyse et limite

Fig. : Descente de gradient, précision : 1/400
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Analyse et limite
Exemple avec I ([) = FRV([) · ViQ([2)2 + 1

Fig. : Divergence et multiplicité des minima
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Représentation de la descente de gradient
Descente de gradient effectuée sur un relief affiché avec une précision de

1/200

Fig. : Une descente de gradient
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Distribution de l’eau

Théorème de Bernoulli : 1
2
Y2 + J] + 3

ρ
= FVWe ⇒ ∆] ∝ ∆(Y2)

Or 'P =

∫∫

VeFWiRQ GURiWe
ρ
−→Y ·

−→
G6 = ρY6

⇒ 9 ∝
√

|∆]|
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Calcul du gradient

ǫN =

























0
...
0
1
0
...
0

























S1N = 0 + ǫN

S2N = 0 − ǫN

JUDG(σ(0))N =
∂σ(0)N

∂N

≈
σ(S1)− σ(S2)

2ǫ
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Code : getset
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Code : initialisation du relief
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Code : initialisation du relief
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Code : initialisation du relief
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Code : affichage

Hippolyte Boucherie n°16827 TIPE Session 2022 7 / 16



Code : fichier principal
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Code : fichier principal
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Code : fichier principal
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Code : fichier principal
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Code : fichier principal
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Code : fichier principal
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Code : lecture de fichier
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Code : traitement des données
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Code : évolution des points
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