
Modélisation numérique 
de l’évolution et des 
déplacements d’une 

marée noire dans l’océan
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Objectif du TIPE

Objectif : 
Prévoir les déplacements d’une marée noire 

pour optimiser son ramassage

• Etude de la dispersion d’un polluant à la surface d’un liquide en mouvement.

• Plusieurs phénomènes physiques régissant cette dispersion



3

SOMMAIRE

I. Introduction et cadre du problème

II. Advection

III. Diffusion

IV. Advection et diffusion

V. Application et conclusion



4

I. Introduction et cadre du problème

• Différentes méthodes de prévention actuellement en place

• Quelques caractéristiques importantes
⇒ on peut négliger les variations suivant la verticale et l’impact du vent

Notation : Dans toute la suite, nous noterons : 𝒏 𝑴, 𝒕 la concentration de particules au point 
M à l’instant t
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II. Advection

𝜕𝑛

𝜕𝑡
+ Ԧ𝐴 𝛻𝑛 = 0

Équation d’advection : 

• Simulation pour l’équation d’advection à une dimension : 

• Cas 2D : 

avec 𝑨 la vitesse d’advection et 𝜵 l’opérateur nabla

𝜕𝑛

𝜕𝑡
𝑥, 𝑡 + 𝐴

𝜕𝑛

𝜕𝑥
𝑥, 𝑡 = 0

𝜕𝑛

𝜕𝑡
𝑥, 𝑦, 𝑡 + 𝐴𝑥

𝜕𝑛

𝜕𝑥
𝑥, 𝑦, 𝑡 + 𝐴𝑦

𝜕𝑛

𝜕𝑦
𝑥, 𝑦, 𝑡 = 0



II. Advection

• Simulation de résolution informatique de l’équation d’advection en la discrétisant par 
méthode des différences finies

Discrétisation : 𝑢𝑖
𝑛 = 𝑢(𝑥𝑖, 𝑡𝑛) i = indice de l’intervalle d’espace considéré

n = indice de l’intervalle de temps considéré
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II. Advection

Valeurs communes utilisées pour chaque représentation à une dimension

• Vitesse d’advection : A  = 0,25 m.s-1 

• Longueur du segment : l = 10 m

• Durée : t = 10 s

• Nombre d’intervalles de longueur : nx = 1000      (Δ𝑥 = l/nx)

• Nombre d’intervalles de temps : nt = 1000 (Δ𝑡 = t/nt)
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II. Advection

Présentation des résultats : 

1) Évolution au cours du temps
2) - Courbe bleue : Répartition initiale des particules

- Courbe orange : Répartition des particules après un temps T donné avec valeur de l’aire 
sous la courbe

Exemples de résultat pour la solution exacte :
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Abscisse : x Ordonnée : n(x,t) à t fixé
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II. Advection

1) Méthode explicite d’ordre 1 :

𝑢𝑖
𝑛+1 = 𝑢𝑖

𝑛 + 𝐴
Δ𝑡

2Δ𝑥
𝑢𝑖+1

𝑛 − 𝑢𝑖−1
𝑛



II. Advection

2) Méthode de Lax-Friedrichs :

𝑢𝑖
𝑛+1 =

1

2
𝑢𝑖+1

𝑛 + 𝑢𝑖−1
𝑛 − 𝐴

Δ𝑡

2Δ𝑥
𝑢𝑖+1

𝑛 − 𝑢𝑖−1
𝑛

10



II. Advection

3) Méthode de Lax-Wendroff :

𝑢𝑖
𝑛+1 = 𝑢𝑖

𝑛 + 𝐴
Δ𝑡

2Δ𝑥
𝑢𝑖+1

𝑛 − 𝑢𝑖−1
𝑛 + 𝐴2

Δ𝑡2

2Δ𝑥2 𝑢𝑖+1
𝑛 − 2𝑢𝑖

𝑛 + 𝑢𝑖−1
𝑛
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II. Advection

4) Méthode Upwind :

𝑢𝑖
𝑛+1 = 𝑢𝑖

𝑛 + 𝐴
Δ𝑡

2Δ𝑥
𝑢𝑖

𝑛 − 𝑢𝑖−1
𝑛
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II. Advection

5) Discrétisation d’ordre 1 en temps et 4 en espace :

𝑢𝑖
𝑛+1 = 𝑢𝑖

𝑛 − 𝐴
Δ𝑡

12Δ𝑥
𝑢𝑖−2

𝑛 − 8𝑢𝑖−1
𝑛 + 8𝑢𝑖+1

𝑛 − 𝑢𝑖+2
𝑛
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II. Advection

Conclusion préliminaire
2 méthodes pertinentes :
- Méthode de Lax-Wendroff
- Méthode Upwind

⇒ test pour t = 25 s

Méthode de Lax-Wendroff Méthode Upwind
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II. Advection

Conclusion pour l’équation d’advection à une 
dimension

• La méthode Upwind semble donc être la plus pertinente pour toute simulation à une 
dimension

• Critique sur la simulation
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II. Advection

Équation d’advection à deux dimensions 

• Les 4 premières méthodes précédentes ont été adaptées et testées dans ce cas, avec la 
répartition initiale suivante :

Valeurs utilisées :
• A = 0,25 m.s-1

• l = 10 m
• t = 5 s
• nx = 200
• nt = 500
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II. Advection

Méthode explicite                                     Méthode de Lax-Friedrichs

Méthode de Lax-Wendroff                                   Méthode Upwind
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II. Advection

Conclusion préliminaire
2 méthodes pertinentes :
- Méthode de Lax-Wendroff
- Méthode Upwind

⇒ test pour t = 15 s

Méthode de Lax-Wendroff Méthode Upwind
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II. Advection

Conclusion pour l’équation d’advection à deux 
dimensions

• La méthode Upwind semble donc être à nouveau la plus pertinente pour toute simulation à 
deux dimensions

• Critique sur la simulation



III. Diffusion

𝜕𝑛

𝜕𝑡
− DΔ𝑛 = 0

Équation de diffusion : 
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𝜕𝑛

𝜕𝑡
𝑥, 𝑡 − 𝐷

𝜕2𝑛

𝜕𝑥2 𝑥, 𝑡 = 0

𝜕𝑛

𝜕𝑡
𝑥, 𝑦, 𝑡 − 𝐷

𝜕2𝑛

𝜕𝑥2 𝑥, 𝑦, 𝑡 − 𝐷
𝜕2𝑛

𝜕𝑦2 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 0

• Simulation pour l’équation d’advection à une dimension : 

• Cas 2D : 

avec D le coefficient de diffusion et 𝚫 l’opérateur laplacien



III. Diffusion

Valeurs communes utilisées pour chaque représentation à une dimension

• Coefficient de diffusion : D  = 1.10-5 m².s-1  (ordre de grandeur)

• Longueur du segment : l = 10 m

• Durée : t = 100 000 s
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III. Diffusion

• Méthodes précédentes utilisables en adaptant avec la dérivée d’ordre 2

• Exemple avec la méthode explicite :

Condition de stabilité : 𝒄 = 𝑫
𝚫𝒕

(𝚫𝒙)𝟐 < 𝟎, 𝟓

𝑢𝑖
𝑛+1 = 𝑢𝑖

𝑛 + 𝐷
Δ𝑡

(Δ𝑥)2 𝑢𝑖+1
𝑛 − 2𝑢𝑖

𝑛 + 𝑢𝑖−1
𝑛

Exemple 1 : nx = 100, nt = 180 ⇒ c = 0,55               Exemple 2 : nx = 100, nt = 200 ⇒ c = 0,5
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III. Diffusion

Résultat pour la méthode explicite avec nx = 100, nt = 200
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III. Diffusion

Méthode de Crank-Nicolson

𝑈𝑖
𝑛+1 − 𝑈𝑖

𝑛

Δ𝑡
=

𝐷

2

𝑈𝑖+1
𝑛+1 − 2𝑈𝑖

𝑛+1 + 𝑈𝑖−1
𝑛+1 + 𝑈𝑖+1

𝑛 − 2𝑈𝑖
𝑛 + 𝑈𝑖−1

𝑛

Δ𝑥 2

𝐴𝑈𝑛+1 = 𝐵𝑈𝑛

Exemple 1 : nx = 100, nt = 200 Exemple 2 : nx = 100, nt = 20

Schéma implicite … mais on peut obtenir la forme matricielle :
et méthode avantageuse
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IV. Advection et diffusion

• Réunion des résultats précédents et étude des deux phénomènes en même temps et en deux 
dimensions

• Ajout de courants marins dans les modélisations

• Taille de la zone d’étude augmentée
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IV. Advection et diffusion

Champ 2 
Champ 1 Champ 3

Exemples de courants marins ajoutés
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IV. Advection et diffusion

Valeurs communes utilisées pour les prochaines représentations

• Vitesse d’advection : D  = 1.10-5 m².s-1

• Longueur du segment : l = 20 m

• Durée : t = 40 s

• Nombre d’intervalles de longueur : nx = 60     (Δ𝑥 = l/nx)

• Nombre d’intervalles de temps : nt = 10000 (Δ𝑡 = t/nt)

• Champ choisi : champ 3
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IV. Advection et diffusion

Répartition finale de la simulation de résolution avec la méthode de Lax-Wendroff ou la 
méthode Upwind pour l’advection et la méthode explicite pour la diffusion combinées

Méthode de Lax-Wendroff Méthode Upwind
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V. Application et conclusion

Observation détaillée des résultats avec la méthode de Lax-Wendroff pour t = 100 s (champ 1)
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Observation détaillée des résultats avec la méthode de Lax-Wendroff pour t = 100 s (champ 2)

V. Application et conclusion
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Observation détaillée des résultats avec la méthode de Lax-Wendroff pour t = 100 s (champ 3)

V. Application et conclusion

31



V. Application et conclusion

CONCLUSION
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Démonstration méthode de Crank-Nicolson

• Schéma implicite :

• Il faut résoudre le système : 

avec

• Système tridiagonal :

D’où la forme matricielle  

𝑈𝑖
𝑛+1 − 𝑈𝑖

𝑛

Δ𝑡
=

𝐷

2

𝑈𝑖+1
𝑛+1 − 2𝑈𝑖

𝑛+1 + 𝑈𝑖−1
𝑛+1 + 𝑈𝑖+1

𝑛 − 2𝑈𝑖
𝑛 + 𝑈𝑖−1

𝑛

Δ𝑥 2

−
α

2
𝑈𝑗−1

𝑛+1 + 1 + α 𝑈𝑗
𝑛+1 −

α

2
𝑈𝑗+1

𝑛+1 =
α

2
𝑈𝑗−1

𝑛 + 1 − α 𝑈𝑗
𝑛 +

α

2
𝑈𝑗+1

𝑛

α =
𝐷Δ𝑡

Δ𝑥 2

𝐴𝑗,𝑗−1𝑈𝑗−1
𝑛+1 + 𝐴𝑗,𝑗𝑈𝑗

𝑛+1 + 𝐴𝑗,𝑗+1𝑈𝑗+1
𝑛+1 = 𝐵𝑗,𝑗−1𝑈𝑗−1

𝑛 + 𝐵𝑗,𝑗𝑈𝑗
𝑛 + 𝐵𝑗,𝑗+1𝑈𝑗+1

𝑛

𝐴𝑈𝑛+1 = 𝐵𝑈𝑛

ANNEXE
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