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1 MOTS SYNCHRONISANTS (EN C)

Une machine sera représentée par un objet de type machine défini par :

struct Machine({
int tQ;
int tSigma;
intxx delta;
}i

typedef struct Machine machine;

tel que si M = (Q, %, §) est une machine représenté par un objet M de type machinex, alors :
— M->tQ représente |Q|, on suppose Q = [0, |Q| — 1] ;
— M->tSigma représente |X|, on suppose ¥ = [0, |X| — 1] ;
— M->delta correspond a un tableau des transitions, c’est-a-dire telque sig € Q eta € X, alors M->deltal[q] [a]
vaut §(q, a).
1. On alloue la mémoire comme il faut. Il faut penser a créer, allouer et initialiser chaque sous-tableau (c’est
ce que font les deux boucles for).

machine* init_machine (int tQ, int tSigma) {
machinex M = malloc(sizeof (*M));
intx* delta = malloc(sizeof (xdelta));
for (int g=0; g<tQ; g++){
int* delta_g = malloc(sizeof (xdelta_q));
for (int a=0; a<tSigma; a++) {
delta_glal] = g;
}
deltalg] = delta_g;
}
M->tQ = tQ; M->tSigma = tSigma;
M->delta = delta;
return M;

2. 1l faut bien libérer chaque sous-tableau avant le libérer le tableau M->delta. Ensuite, on peut libérer M.

void liberer_machine (machinex M) {
for (int g=0; g<M->tQ; g++) {
free (M->deltalq]);
}
free (M->delta);
free (M) ;

3. Sur une machine a un seul état ¢, on a toutes les transitions §(¢,a) = ¢ pour a € %, et on en déduit que

tous les mots sont synchronisants.
Dans toute la suite du probléme, on supposera que les machines ont au moins deux états.



4. On remarque que si |u| = 0[2], alors 6*(g;,u) = ¢; et si |u| = 1[2], alors 6*(¢;, u) = ¢1—;. On en déduit que pour
tout mot wu, 6*(go,u) # §*(q1,u), donc qu'il n’existe pas de mot synchronisant.

5. On remarque que la lecture d'un ¢« emmene a 'état ¢; ou I'état ¢,. De plus, la lecture de da depuis 'un de
ces deux états emmene nécessairement vers I'état ¢;. On en déduit que ada est un mot synchronisant pour
M.

6. On calcule une transition tant qu’on n’est pas arrivé sur le caractére de fin du mot u. On pense a faire le
décalage de 97 pour passer d'un caractere a un entier dans le bon intervalle.

int delta_etoile (machinex M, int g, charx u) {

int p = g, 1 = 0;

while (u[i] != "\0"){
p = M->deltalpl[uli]-97];
i++;

}

return p;

7. 1l faut tester pour chaque état que la lecture du mot emmeéne vers un unique état. Pour cela, on fait le
calcul depuis I'état 0, puis on utilise une boucle pour vérifier que I'image depuis chaque autre état méne
bien au méme état.

bool synchonisant (machinex M, charx u) {
int p = delta_etoile(M, 0, u);
for (int g=1; g<M->tQ; gt+) {
if (delta_etoile (M, g, u) !'= p){
return false;

}

return true;

8. Soit M une machine a au moins deux états admettant un mot synchronisant v = u;...u; ou les u; € 3.
Soient ¢ # ¢ deux états de M. Alors 6*(q,u) = 6*(¢/,u). Notons ¢ = q¢o = ¢ B3 ... ¥ ¢ = 6" (¢, u) et
=¢S5 q¢B... % q;. = qi des calculs de u depuis les états ¢ et ¢’. Comme ¢y # ¢; et g, = ¢},, on en déduit
qu’il existe i € [0,k — 1] minimal tel que ¢; # ¢; et ¢;4+1 = ¢; ;. Dés lors, on a 6(g;, wi+1) = 0(qj, Wit1)-

Soit LS(M) le langage des mots synchronisants d'une machine M = (Q, %, §). On introduit la machine des
parties M = (Q,%,0) ou Q = P(Q) et 5 est définie par:

~

VP C Q,Va € ,§(P,a) ={d(p,a),p € P}

9. On remarque que s’il existe un mot synchronisant u pour M, tel que Vq € Q, §*(¢,u) = qo, alors 3*(@, u) =
{q}- On en déduit qu’il existe un mot synchronisant pour M si et seulement si un singleton est accessible

depuis I'état @ € @ dans M.
10. On définit I'automate déterministe (Q, 3,4, Q, {{q}|q € Q}). D'apres la proposition précédente, cet automate

reconnait bien I'ensemble de tous les mots synchronisants de M. On en déduit que LS(M) est reconnais-
sable.

11. On détermine 'automate des parties sous forme de tableau, puis on le représente en enlevant les états
non utiles (I'état initial étant Q) :

| [ o | b |
{QOthQQ} {QO,Ql} {917612}
{QO, Q1} {QO, ql} {Q17Q2}
{a1, 2} {0} {g2}
{a0} {a1} {a1}
{a1} {0} {g2}
{2} {a0} {2}
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Notons qu’on peut simplifier cet automate en fusionnant ¢q, ¢; et ¢o d'une part et 012 et 01 d’autre part.
12. Soit M = (@, X, ) une machine et ¢, un état de M. On pose M’ = (Q, %, ') telle que :
— VgeQ\{q}, YaeX, §(qg,a)=05qg,a);
— Ya €%, §(qo,a) = qo-

On remarque qu’avec cette construction, si v est un mot synchronisant, alors Vq € Q, §*(q,u) = go. On en
déduit que le chemin menant de ¢ a 6*(¢, u) passe forcément par ¢y. Réciproquement, si le chemin menant
de ¢ & 6*(¢q,u) passe forcément par ¢y, alors u est synchronisant.

2 RACINE CARREE D’'UN LANGAGE (PAS DE PROGRAMMATION)

2.1 EXEMPLES

1. Clairement, {a}* U {b}* C v/L. Soit u un mot contenant un a ainsi qu'un b. Alors uu présente un a (dans le
deuxiéme u) aprés un b (du premier u), donc n’est pas dans L. Finalement, v/L = {a}* U {b}*.

2. De méme que précédemment, v N S*{b}X*{a}=* = @ et VI N T*{a}X*{b}=* = (. On trouve encore VI =
{a}r U{b}".
3. Il suffit de prendre As ;1}, par définition.
4. (a) L' est décrit par I'expression réguliére sur l'alphabet approprié€ a;(as + bsa}bs)*beas.
) P={a1}, S={bs,ar}, F = {ajaz,a1bs,azas, asbs, bzay, b3bs, asas, asbs, bsas, bsbs, a1bg, asbs, bsbs, bgar, arar}.

(c) Le langage L' ne contient pas le mot vide, donc son automate de Glushkov est :
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5. On applique l'algorithme classique. Seuls les états accessibles sont considérés

a b
{o} | {1}
{1} | {2+ {3,6}
{2} | {2} {36}
{3.6} | {4.7} {5}
{4.74 | {47} {5}
{5} | {2+ {3,6}

Les états finals sont {3,6} et {4, 7}.

2.2 PROPRIETES DE LA RACINE CARREE D'UN LANGAGE RATIONNEL

uveVL s uuel
< §*(qo,uu) € F
& 0%(0"(qo, u),u) € F
& Jdg € Q,0%(qo,u) =qNd"(q,u) € F
< Jdg € Q,0%(qo,u) € {g} A" (q,u) € F
S u€ Ly gy N € Ly F-

7. On a alors VL = | 40 Lao.{ay N Lg,,r  C'est une union finie d'intersections finies de langages rationnels,
c’est donc un langage rationnel.

8. Soit u € VL ® VL. 1l existe v € VL tel que v = vv. Mais vv € L par définition de /L, donc v € L. Dot
I'inclusion.

3 RECHERCHE DE MOTIFS ET AUTOMATES A REPLIS (EN OCAML)
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