TP 2 : Expressions rationnelles et automates

23 et 30 septembre

Ce TP aborde certaines questions sur les langages reconnaissables : trouver un mot de longueur minimale
dans deux situations : si le langage est représenté par une expression réguliére mais aussi dans le cas ou on
connait un automate le reconnaissant. On construira aussi une fonction permettant de déterminer si un mot
appartient au langage dénoté par une expression réguliére. Enfin, on manipulera un peu la fonction grep afin
de découvrir une des applications des expressions réguliéres.

1 EXPRESSIONS REGULIERES

> Question 1. Définissez par induction structurelle une fonction des expressions rationnelles qui détermine
si un langage est vide. <

On définit le type des expressions rationnelles :

> Question 2. Ecrire la fonction vide : expr->bool. —
. . . type expr = Vide
qui calcule la fonction précédente. <« |

Epsilon
Lettre of char

telle que a_eps e s’évalue a vrai si et seulement si le langage Concat of expr * expr
dénoté par I'expression réguliére représentée par e contient le Etolle of expr jj
mot vide e. <

|

> Question 3. Ecrire une fonction a_eps : expr -> bool | Union of expr x expr
|
|

> Question 4. Ecrire une fonction est_eps : expr —-> bool telle que l'appel est_eps e s'évalue a vrai
si et seulement si le langage dénoté par I'expression réguliére représentée par e est exactement {¢}, le langage
formé de I'unique mot vide. <

> Question 5. Définissez par induction structurelle une fonction des expressions rationnelles vers les
entiers qui calcule la longueur du plus court mot de L si le langage n’est pas vide, et co sinon. «

> Question 6. Ecrire la fonction 1ongueur_mot_min qui calcule la fonction précédente. Elle retournera un
objet de type int option. <

> Question 7. On consideére I'expression réguliére e; = ab*a. Définir cette expression réguliere en CAML.
Determiner le langage L(e;) dénoté par cette expression réguliére. <«

Si L C ¥* est un langage, son résiduel a gauche (on dira simplement résiduel) pour un mot u € X est le
langage v 'L = {v € ¥, uv € L}. Autrement dit c’est le langage des mots v qui peuvent compléter le mot u pour
obtenir un mot de L.

> Question 8. Montrer que u € L si et seulement sie € u='L. <

On va maintenant chercher a écrire une fonction qui détermine si un mot u est dans un langage L. Pour un
mot u € ¥* T'objectif est donc de calculer v~ 'L et de savoir si € est dans ce langage pour savoir si u € L.

> Question 9. Pour u = av, avec u,v € X* et a € X, montrer que v 'L =v"1(a"1L). «

I1 suffit donc de lire les lettres de v une par une et de déterminer successivement les langages résiduels pour
aboutir a v~ L.
Par exemple, déterminons si aba appartient a ab*a = L(ey).



> Question 10.
Déterminer a~'L(e;) ainsi qu'une expression réguliére e, qui dénote ce langage. <

> Question 11. Déterminer (ab)~!L = b~ !L(ey) ainsi qu'une expression reguliére e3 qui dénote ce langage. <

> @Question 12. Ecrire une fonction residuel : char -> expr -> expr quiétant donné un caractere a et
une expression réguliére e s'évalue en une expression réguliere & qui dénote le langage résiduel L(€) = a1 L(e).
<

> Question 13. Ecrire une fonction appartient : char list -> expr -> bool qui vérifie si un mot
représenté par une liste de caractéres appartient au langage dénoté par une expression réguliére. <

> Question 14. Ecrire de méme une fonction appartient_bis : string -> expr -> bool qui a le méme
comportement que la fonction précédente mais avec une représentation des mots par le type string de CAML. «

2 REGEX ET GREP

Il est fortement conseillé de se référer aux explications sur la syntaxe concréte des expressions réguliéres
données a la fin du TP. Dans le cadre du programme, aucune connaissance de la syntaxe concréte n’est exigible
: vous étes seulement censés en avoir entendu parler, et éventuellement savoir vous en servir si on vous la
rappelle.

L'utilitaire grep permet de rechercher des occurrences d’'une expression réguliére dans un fichier. Une
occurrence d'une expression réguliére est une suite de caractéres formant un mot (au sens mathématique du
terme) appartenant au langage de I'expression : on utilise souvent I'anglicisme match.

¢ L'utilisation de base est grep [options] pattern [file]. Si aucun fichier n’est précisé, la recherche
est faite sur 'entrée standard.

* grep travaille ligne par ligne : une occurrence a cheval sur deux lignes n’est pas considérée.

* La seule option que nous utiliserons ici est : —E qui active le mode " expressions réguliéres étendues " ;

> Question 15. Le fichier francais.txt (téléchargeable sur cahier de prépa) contient un dictionnaire
francais assez complet (323422 formes), avec les flexions (pluriel, féminin, formes conjuguées des verbes...), a
raison d’'un mot par ligne. Les caractéres ont été convertis en ASCII « standard » pour simplifier (il n’y a plus
d’accents, de cédilles. . .), et les traits d'union ont été supprimés (t imbreposte au lieu de timbre-poste).

1. Quels sont les mots qui contiennent au moins un w et au moins un q ? (On trouve 6 mots.)
2. Quels sont les mots qui contiennent au moins 6 fois la lettre i ? ( On trouve 4 mots.)

3. Quels sont les mots qui contiennent au moins 10 voyelles ? (On trouve 112 mots de anticonstitutionnelle-
ment a technobureaucratiques.)

4. Quels sont les mots qui commencent par un p et contiennent au moins 9 voyelles ? (On trouve 28 mots,
de panoramiqueraient a psychophysiologiques)

5. Quels sont les mots d’exactement 12 lettres ne contenant ni a ni e nii ? (On trouve 9 mots, de boursouflons
a turcmongols.)

6. Quels sont les mots dans lesquels chaque groupe consécutif de 2 lettres contient au moins un s ? (On
trouve on trouve 37 mots, de as a uses.)



3 AUTOMATES DETERMINISTES

Les automates que 'on considére dans cette partie sont déterministes (pour chaque couple (état,lettre), il y
a au plus une transition).

L’enregistrement taille donne le nombre d’états. L’état initial est donné par I'enregistrement initial, et les
états finaux sont donnés par le tableau de booléens final. Le tableau transitions contient 'ensemble des
transitions.

La taille des tableaux transitions et final doit étre —

11 . i mest <cifié d 1 type automate =
taille, mais ceci n’est pas spécifié dans le type. { taille : int ;

. . 1 . initial : int ;
> Question 16. Il existe dans la bibliothéque Caml rarbian wo Ant , ,
. . . . . transitions : (char = int) list array ;
une fonction assoc définie de la maniére suivante: .
) L . final : bool array } ;;

assoc : "a —> (‘a * 'b) list -> ’bquigere les listes

de couples (appelées aussi listes associatives) : par exem-
ple assoc 2 [(1,’a’); (2,'b") ; (2,7c’) ; (3,7d’)] vaut 'b’. La fonction assoc déclenche I'exception
Not found en cas d’échec.

Ecrire une telle fonction. «

> @Question 17. Ecrire une fonction calcul_det qui étant donné un mot et un automate supposé déter-
ministe, détermine si 'automate accepte ce mot (on pourra utiliser la fonction assoc ou bien la fonction que
vous venez de coder). Quelle est sa complexité ?

Définir l'automate 1 représenté ci-dessous, et vérifier sur les exemples aa, aba et bab que la fonction calcul_det
est correcte. <

> Question 18. Ecrire une fonction qui fait un parcours en profondeur de 'automate depuis I'état initial et
se contente d’afficher les noms des états parcourus. <

> Question 19. Ecrire une fonction accessible qui supprime les états inaccessibles d'un automate. Pour
cela, on doit renuméroter les états, on pourra maintenir deux tableaux tab_conversion et tab_inversion qui
geérent la correspondance entre nouveaux et anciens états. On adaptera le code de la question précédente pour
parcourir les sommets depuis I'état initial en les renumérotant. <

> Question 20. Ecrire une fonction est_vide_auto qui détermine si le langage de I'automate est vide.
Ecrire une fonction longueur_mot_min_auto qui calcule la longueur du mot minimal accepté par 'automate.
Elle retournera un objet de type int option. <

> Question 21. Ecrire une fonction langage_auto qui retourne la liste de tous les mots de taille minimale
reconnu par 'automate. Quelle est sa complexité? «

4 SYNTAXE CONCRETE POUR LES EXPRESSIONS REGULIERES

La syntaxe des expressions réguliéres n’est pas totalement standardisée dans les différents langages de
programmation, et surtout elle differe significativement de la syntaxe " mathématique ". On donne ici la syntaxe




utilisée par grep -E, dite syntaxe des expressions réguliéres étendues et 'on adjoint temporairement a la langue
francaise le verbe matcher.

Traduction des expressions réguliéres mathématiques

¢ La concaténation est implicite : "aba" correspond donc tout simplement a aba ;

e L’étoile de Kleene est traduite par un =, et sa priorité est maximale : abxc* correspond a ab*c* =
a(b*)(c*).

* Le | de I'union est traduit par |, et sa priorité est minimale : chat*|chien correspond simplement a
chat*|chien.

* Les parenthéses ont leur role habituel.

* Le T de a™ = aa* est traduit par un caractére +, sa priorité est la méme que celle de .
Classes de caracteéres

* . (le caractere " point ") accepte un caractére quelconque.

®* [a3ju] accepte un caractére parmi a, 3, j et u. Cela équivaut essentiellement a a|3|j|u en plus
efficace (mais restreint a un choix entre caractéres et pas entre expressions quelconques).

* [~a3ju] accepte un caractére quelconque sauf a, 3, j ou u.

® [a—eC-Z] accepte une lettre minuscule entre a et e ou une lettre majuscule entre C et z.
* \dou [0-9] accepte un chiffre.

* \'s accepte un caractere d’espacement (espace, tabulation, retour a la ligne. . .).

* \ s accepte tout, sauf un caractére accepté par \s.

* \w accepte [a-zA-Z0-9_] (un word character).

* \IW accepte tout sauf les caractéres acceptés par \w.

Autres quantificateurs

* Le ? accepte O ou 1 occurrence de I'expression précédente : "a (bc) ?a" correspond a a(bc + €)a.
* Un {n} accepte exactement n occurrences de 'expression précédente.
* {m, n} accepte entre m et n occurrences de I'expression précédente (au sens large).
* {m, } accepte au moins m occurrences de I'expression précédente.
Points d’ancrage Pour simplifier, on se limite aux chaines constituées d’'une seule ligne (dans le cas de grep
c’est justifié car le traitement se fait ligne par ligne). Quand on demande si une expression accepte une
ligne, on demande en fait si elle accepte au moins un facteur de la ligne : c’est comme si une expression

réguliere e était implicitement convertie en ¥*eX*. Les deux caracteres suivants servent a modifier ce
comportement.

* Le caractere ~ n’accepte que le début d'une ligne (et ne consomme pas de caractere). Autrement dit,
il force le match a commencer au début de la ligne (ou, si I'on préfére, il transforme le £*eX* en eX*).
Ainsi, ~abc accepte exactement les lignes commencant par "abc".

* Le caractére $ joue le méme role pour la fin de la ligne. Ainsi abc$ n’accepte que les lignes se terminant
par “abc” et “abc$ n'accepte que la ligne réduite a "abc".

Choix du match Pour l'instant, on s’est simplement demandé si la ligne était acceptée par I'expression. En
réalité (sauf si l'on a utilisé ~ et $), I'expression va a priori accepter un ou des morceaux de la ligne, appelés
occurrences ou matchs. 11y a deux régles a retenir :

¢ deux occurrences ne peuvent se chevaucher, puisque les caractéres sont " consommés par les occur-
rences ;

* une occurrence sera toujours la plus longue possible, et en cas d’égalité commencera le plus a gauche
possible.

Ainsi :

* J'expression aba sur la ligne cabadaba donnera cd (pas de conflit entre les deux occurrences)

’



¢ la méme expression sur la ligne ababa donnera ba (match plus a gauche que ab ;

* J'expression (ab|bab)* sur la ligne cababbab donnera calbabbab | (ce match étant plus long que
cbab, et que tous les autres matchs possibles).

La suite de I'’énoncé est optionnelle :

5 AUTOMATES NON-DETERMINISTES

Considérons a présent les automates non-déterministes, toujours avec le type automate ot on ne suppose
plus que chaque liste du tableau transitions ne contient qu'une seule occurence pour chaque lettre. On
modifiera aussi la type du champs initial en une liste.

> Question 22. Ecrire une fonction delta : automate -> int -> char -> int listtellequedelta a g x
renvoie la liste correspondant a I'ensemble (g, z). <

5.1 RECHERCHE EN PROFONDEUR D’ABORD

La recherche en profondeur d’abord consiste a tester les chemins étiquetés par le mot u les uns aprés les
autres, jusqu’ a en trouver un, s’il en existe, qui soit un chemin réussi (s’il n’en existe pas alors u n’est pas
reconnuyj.

> Question 23. Ecrire une fonction récursive rech_prof : automate -> char list -> int list -> bool
telle que rech_prof a m 1 renvoie true si et seulement s’il existe, dans 'automate associé a a un chemin éti-
queté par m dont l'origine est un état de [ et la fin est un état final. <«

> @Question 24. Ecrire une fonction reconnait_prof : automate -> string —-> bool telle que reconnait_prof
renvoie true si et seulement si le mot m est reconnu par 'automate associé a a. «

Définir 'automate 2 représenté a la fin du TP , et vérifier sur les exemples aa, aba et babd.

5.2 RECHERCHE EN LARGEUR

Soit u = ajaz2...a, un mot et A = {Q, I, F,T} un automate. On construit la suite (E,) définie par : Ey = I,
pour tout entier p < n, E, = {¢ € Q|3¢ € E,_1,(¢,ap,q) € T} ot T représente 'ensemble des transitions.

> Question 25. Montrer que u € £(A) si et seulement si E,, N F # (. <
> Question 26. Ecrire une fonction etape : automate -> char -> int list -> int list telle que

etape a x le renvoie la liste 1e_res des états i pour lesquels il existe un état j de 1e tel que (j, x, 1) soit
une transition de a. «

> @Question 27. Ecrire une fonction reconnait_larg : automate -> string —-> bool telle que reconnait_larg
renvoie true si et seulement si u est reconnu par 'automate a : on utilisera pour cela I'algorithme suggéré par
la question 12 «

6 DETERMINISATION

Pour déterminiser un automate, on construit I'automate des parties : €étant donné un automate non-
déterministe A = (Q = {0,...,n —1},0,6, F), son déterminisé est A = (29,{0},¢', F’), ot

'(S,a) ={q' € Q[ 3q € S, (q,a,q) € 6}

et
F'={SCQ|SNF#0}.
Pour représenter les états de A, on code les sous-ensembles S C {0,...,n — 1} par des entiers. Par exem-
ple, {0,2,3} est représenté par le tableau de booléens [| true ; false ; true ; true |], et de maniére

équivalente par I'entier 20 + 22 4 23 = 13.



> Question 28. Ecrire les fonctions de conversion tab2int et int2tab. La fonction int2tab prend en
argument l'entier k a convertir et la taille n du tableau attendu. «
> @Question 29. Ecrire une fonction determinise qui calcule I'automate déterminisé. <

Le nombre d'états de A est exponentiel en le nombre d'états de A; ceci rend impraticable la déterminisation
dés que A est gros. En pratique, on préfére calculer seulement la partie accessible de A. En effet, souvent, le
déterminisé a (beaucoup) moins que 2" états. Cependant, dans certains cas cette borne est atteinte :

> Question 30. Construire un automate non-déterministe reconnaisant L,, = A*-a- A"~ . Montrer que tout
automate déterministe reconnaissant L, posséde au moins 2" états. «

7 MINIMISATION

Pour minimiser un automate (déterministe et complet), on calcule I'équivalence de Nérode. Etant donné
A=(Q=10,...,n—1},0,6,F), c’est la relation d’équivalence sur ) définie par

pr~q<—=VYwe A" 0"(p,w) € L(A) & 0" (q,w) € L(A) .
On la calcule par approximations successives : on définit les relations ~j pour k € N par
P~k g = Yw € ASF §*(p,w) € L(A) & 6*(q,w) € L(A) .
A=k est I'ensemble des mots de longueur au plus k.

> Question 31. Expliquer comment calculer ~;; connaissant ~y. <

> Question 32. Montrer que ~ = ~,_5. <

Pour maintenir ces relations successives, on utilise une structure union-find pour représenter les classes
d’équivalence associées.

> Question 33. Ecrire une fonction qui calcule la partition dont les ensembles correspondent aux états de
lautomate minimal : pour cela on initialise une partition a deux ensembles (les états terminaux et les états non
terminaux) puis on calcule successivement les partitions correspondant a la relation d’équivalence ~; pour k
variant entre O et n — 2. A chaque tour, on pourra créer un nouvelle partition triviale afin de construire a 'aide
de la précédente la nouvelle partition. <«

> Question 34. Ecrire une fonction minimise qui calcule 'automate minimal. «

Exemple sur lequel on doit trouver un automate a trois états.

let autl = {taillea = 6; initial = 0;
transitions = [[[(*a’,1); (*bY,2)];[(*a’,0); (‘b 3)];[(*a’,4); (*bY,5)];[(*a',4); (*‘bY,5)];
[(*aY,4); (‘bY,5)]1; [(‘a‘ 5 ;(0Y,5)11]1 ; final = [|false;false;true;true;true; falsel|] };;

Automate 1 Automate 2



