
Feuille d’exercices n°15 - Exercices de l’X session 2023

Exercice 1 : Tri fusion et galop (?) oral 50’, X, 2023

Alice choisit un entier x, et Bob doit essayer de le trouver, pour cela il peut proposer un entier y et
demander à Alice si y 6 x, et peut recommencer cette opération autant de fois qu’il veut.
Q. 1 Proposer une méthode pour trouver x en utilisant au plus x opérations.

Q. 2 Proposer une méthode pour trouver x en O(log(x + 1) opérations.

On veut trier un tableau T à n éléments, on peut seulement comparer deux à deux des éléments x1
et x2 de T . On s’intéresse uniquement au nombre de comparaisons effectuées.

Q. 3 Donner deux algorithmes de tri qui ont une complexité dans le pire cas en O(n log(n)).

Q. 4 Existe-t-il un algorithme de tri ayant une complexité dans le pire cas en o(n log(n))?

On suppose maintenant que T contient n éléments mais avec seulement σ valeurs distinctes que
l’on note v1, v2, . . . , vσ. On note r1, r2, . . . rσ les multiplicités de ces valeurs, ce qui veut dire que ri

représente le nombre d’occurences de la valeur vi dans le tableau T . De plus on définit l’entropie
de T par H(T ) = −

σ∑
i=1

ri

n
log 2( ri

n
)

Q. 5 Proposer une méthode pour trier T en O(n log(σ) + n) opérations.

Q. 6 Montrer que H 6 log2(σ).

Remarque : il y avait trois questions supplémentaires à cet exercice.
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Question subsidiaires

- Le tri rapide est-t-il un tri de complexité pire cas O(n log(n))?
- Sur quel paradigme repose le tri fusion?
- Dans quelle partie du programme a-t-on déjà rencontré l’entropie?
- Comment montrer qu’une fonction est concave? ou convexe?

Révisions dans le thème

- Écrire le pseudo code de la recherche dichotomique d’un entier caché dans un intervalle Ja, bK.
Proposer un invariant pour cet algorithme.

- Quelles sont les opérations du type abstrait Ensemble?
Proposer une implémentation concrète efficace de ce type.
Quelles sont les complexités associées ?

- Quelles sont les opérations du type abstrait Dictionnaire?
Proposer une implémentation concrète efficace de ce type.
Quelles sont les complexités associées ?

- Quelles sont les opérations du type abstrait File de priorité?
Proposer une implémentation concrète efficace de ce type.
Quelles sont les complexités associées ?

- Donner un équivalent des sommes classiques suivantes.
n∑

i=1
2i

n∑
i=1

1
2i

n∑
i=1

log(i)

Autres développements

- Démontrer la complexité pire cas du tri fusion.
- Redémontrer l’inégalité de Jensen.
- Création d’un tas binaire en temps linéaire
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Exercice 2 : Automates d’arbres oral 50’, X, 2023

On fixe Σ un alphabet. On considère des arbres binaires dont les nœuds internes sont étiquetés par
Σ et les feuilles par ⊥ un symbole qui n’est pas dans Σ. On notrera rac(T ) la racine d’un tel arbre T .
De plus, si n est un nœud interne, on notera n.a son étiquette, n.g son fils gauche et n.d son fils droit.

Définition 0.1
Un automate montant sur Σ est un quintuplet (Σ, Q, I, F, δ) où Q est un ensemble fini d’états, I
un sous-ensemble de Q, F un sous-ensemble de Q, et δ une fonction de Σ × Q × Q dans 2Q.

Un tel automate est dit déterministe si I et les ensembles δ(a, q) pour (a, q, q′)∈Σ × Q × Q sont
de cardinal au plus 1.

Une exécution d’un tel automate A sur un arbre T est une fonction e de l’ensemble des nœuds
de T dans Q telle que pour toute feuille l de T e(l) ∈ I, et pour tout nœud interne n de T on a
e(n)∈δ(n.a, e(n.g), e(n.d)).
Une telle exécution est dite acceptante si e(rac(T ))∈F , et dans ce cas T est dit accepté par A.

Q. 1 Sur Σ = {0, 1} donner un automate montant qui reconnaît les arbres ayant au moins un
nœud étiqueté par 1.

Q. 2 Montrer que tout automate montant est équivalent à un automate montant déterministe.
Définition 0.2
Un automate descendant sur Σ est un quintuplet (Σ, Q, I, F, δ) où Q est un ensemble fini d’états,
I un sous-ensemble de Q, F un sous-ensemble de Q, et δ une fonction de Σ × Q dans 2Q×Q.

Un tel automate est dit déterministe si I et les ensembles δ(a, q) pour (a, q, q′) ∈ Σ × Q sont de
cardinal au plus 1.

Une exécution d’un tel automate A sur un arbre T est une fonction e de l’ensemble des nœuds
de T dans Q , telle que e(rac(T )) ∈ I et pour tout nœud interne n de T on a (e(n.g), e(n.d)) ∈
δ(n.a, e(n)).
Une telle exécution est dite acceptante si pour toute feuille l de T e(l)∈F , et dans ce cas T est
dit accepté par A.

Q. 3 Montrer que tout automate montant est équivalent à un automate descendant.

Q. 4 Un automate descendant est-il nécessairement équivalent à un automate montant ?
Un automate descendant est-il nécessairement équivalent à un automate montant détermi-
niste ?

Définition 0.3
Un ensemble d’arbres rationnel est l’ensemble des arbres reconnus par un automate montant.

Q. 5 Montrer que la classe des ensembles arbres rationnels est stable par union, intersection et
complémentaire.

Remarque : il y des questions supplémentaires à cet exercice.
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Question subsidiaires

- A-t-on un résultat analogue de la question ?? pour les automates sur les mots ? Est-ce qu’im-
poser le caractère déterministe est ”couteux”?

- Sur Σ = {0, 1}, peut-on donner un automate montant qui reconnaît les arbres ayant au plus
un nœud étiqueté par 1? Un automate montant déterministe ?

- Même question avec descendant ?

Révisions dans le thème

- Définition d’un automate produit.

- Exemple d’automate dont le déterminisé est de taille exponentielle.
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