Feuille d’exercices n°8 - Arbres de preuves en logique propositionelle

Notions abordées
- déduction naturelle
- logique classique
- logique intuitioniste

Exercice 1 : Premiers arbres de preuves

Donner une preuve utilisant les regles de la déduction naturelle pour chacun des séquents suivants.

Q.1
Q.2
Q.3
Q.4
Q.5
Q.6

Fp—p
p,—pk L
p,abEpAg
pAgEqAp
pVgkqVp
= =(p A —p)

Exercice 2 : Divers arbres de preuves

Donner une preuve utilisant les regles de la déduction naturelle pour chacun des séquents suivants.

Q.1
Q.2
Q.3
Q.4
Q.5

pV(pAgFp
pAqg,TrANsHEpAs
p,qA AT PpAq
pk==p
———p k= —p

Exercice 3 : Lois de de Morgan

Donner une preuve utilisant les régles de la déduction naturelle pour chacun des séquents suivants.

Q.1
Q.2
Q.3
Q.4

~(pVag)F—pA—g
—pA gk =(pVa)
“(pAg)F—pV g
—pV gk =(pAg)

Informatique - MPI Lycée Fermat - 2024/2025 1/4



Exercice 4 : Distributivités entre \V et A

Donner une preuve utilisant les regles de la déduction naturelle pour chacun des séquents suivants.

Q.1
Q.2
Q.3
Q.4

pA(@Vr)E(pAgV(pAT)
(PAQ)V(pAT)EPA(GVT)
pVAr)E(pVaA(pVr)
(V@) A(pVr)EpVigAr)

Exercice 5 : Implications

Donner une preuve utilisant les regles de la déduction naturelle pour chacun des séquents suivants.

Q.1
Q.2
Q.3
Q.4
Q.5
Q.6
Q.7

Exercice 6 : Implications (partie 1 : simplifications)

Donner une preuve utilisant les regles de la déduction naturelle pour chacun des séquents suivants.

Q.1
Q.2
Q.3
Q.4
Q.5
Q.6
Q.7
Q.8
Q.9

gbp—yq
AN
p—qkp—(pAq)
p—>qk—qg—-p
p—rkE(pAg —r
Fp—(¢—p)
pFP—aq) —q

p——pk-p
p—q, gk -p
p—>q,pVatq
p—q¢p——qk-p
p—(qVr),—g-rk-p
q—r),p, Tk g
q—r)p—oqphbr

— ( ),
— ( )
—(@—r)g—pkqg—r
= (p—q)

—q),pkq
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Exercice 7 : Implications (partie 2 : transformations)

Donner une preuve utilisant les regles de la déduction naturelle pour chacun des séquents suivants.

Q.1 p—qF—q—-p

Q.2 p—=qk(pAr)—(gAT)
Q.3 (pAT) = (gNAT),rEp—q
Q.4 p—qk(pvr)—(qgVr)
Q.5 (pAg)—r,—rkp——q

Q.6 p—qr—st(pAr)—(qAs)
Q.7 p—qr—skE{pVvVr)—(qVs)
Q.8 p—(qVr),q—os,r—>skp—s
Q.9 p—>(@—>r)Fqg—>(p—r)

Exercice 8 : Distributivités d’implications

Donner une preuve utilisant les regles de la déduction naturelle pour chacun des séquents suivants.

Q.1 p—(gAT)F(p—q) A (p—r) etréciproquement.
Q.2 (pVgq) >rtE(p—r)A(qg—r) etréciproquement.
Q.3 (p—q)V(p—r)Fp—(¢Vr) etréciproquement.

Q.4 g—rEp—q —(p—r)

Exercice 9 : Trois autres équivalences classiques

Donner une preuve utilisant les regles de la déduction naturelle pour chacun des séquents suivants.

Q.1 (pANq) > rtEp—(qg—r) etréciproquement.
Q.2 (pANq) >rEF(p—>r)V(g—r) etréciproquement.
Q.3 p—(q@—>r)F(p—r)V(¢g—r) etréciproquement.

Exercice 10 : Utilisation de I’absurdité intuitionniste

Donner une preuve utilisant les regles de la déduction naturelle pour chacun des séquents suivants.
Q.1 - p,pV pkp

Q.2 pEp—yq

Q.3 pVaqg,~qbp

Q4 (pVr)—(qVr),-rtp—q

Q.5 =@t qg—p
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Exercice 11 : Dérivations et absurdité intuitionniste

On dit qu’on dérive une regle R lorsqu’on donne une preuve qui aboutit au séquent conclusion de
la regle R en construisant un arbre dont les feuilles sont des regles sans prémisses, ou des séquents
prémisses de la regle R.

Q.1

Q.2

Q.3
Q.4

On considere la regle de création d’'implication

'E—p
I'Ep—gq

C

Dériver (L) en utilisant cette régle.

Dériver (L.) en utilisant (——.). i.e. donner une preuve qui aboutit au séquent conclusion
de la regle (L.) a partir des séquents prémisses de cette regle. Autrement dit, on donne
un bout d’arbre de preuve utilisant la regle (——.) qui pourrait remplacer I'utilisation de la
regle (L.) dans un arbre de preuve.

Dériver (L.) en utilisant (abs).

Au vu de de la conséquence prouvée a la question 2, on se donne la nouvelle regle suivante
de création d’implication.

'—-p
I'-p—gq

c

Dériver (L.) en utilisant cette nouvelle regle —.. On pourra noter ¢, la formule 1 — 1.

Exercice 12 : Implication et disjonctions en logique classique

Donner une preuve utilisant les regles de la déduction naturelle pour chacun des séquents suivants.

Q.1
Q.2
Q.3
Q.4
Q.5
Q.6
Q.7
Q.8
Q.9
Q.10

p—pkp

p—>qgbk-pVyg

pVagkp—yq
—q—> - pkp—yq
q—r,mq—>pkp—or
pVq,-qVrtEpvVvr
~(pAg)FpV g
(pAg)—>rE(p—->r)Vig—r)
p—(@—-r)k{mE—->r)Vig—r)
p—(qvr)E(p—q)V—r)
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