Feuille d’exercices n°6.1 - Classes de complexité P et NP

— Notions abordées
- modélisation, problemes de décision
- probléemes NP
- réduction polynomiale d’'un probleme a un autre
- plusieurs problemes NP-difficiles classiques

Exercice 1 : Problemes de partitions

On décrit en francgais 4 problemes de décisions NP-complets classiques.

SuBseTSuM Etant donnés n entiers wy, ws, ..., w,, et un entier W, on se demande si on peut
sélectionner une partie des w; dont la somme est exactement V.

ParTITION Etantdonnésn entiers wy,ws,. .. ,w,, on se demande s’il est possible de les partitionner
en deux ensembles de méme somme *.

Knapsack Etant donnés n objets de poids p1, ps, . . ., p, et de valeurs vy, vs, . .., v, ainsi qu'un poids
maximal P et une valeur objectif K, on se demande s’il est possible de trouver un sous-
ensemble d’objets dont la somme des valeurs est au moins K, sans dépasser le poids P.

BiNPackiNG Etant donnés n objets de taille t1, ts, . . . , t,,, C'la capacité des boites, et K un nombre
maximum de boites, on se demande s’il est possible de ranger les n objets dans au plus K
boites en respectant la contrainte de capacité.

Q. 1 Proposer une définition formelle des quatre problémes de décision décrits ci-avant.

Solution
Entrée : Un entier n € N, une suite finie (w;);cp1,,j €N", un entier W
SUBSETSUM : . . . :

Sortie : Existe-t-il I C [1,n] tel que > ;c;w; = W?

Entrée : Un entier n €N, une suite finie (w;);cp1,,) €N"
PARTITION : . . . :

Sortie : Existe-t-il I C [[1,n] tel que X, wi = 3¢ w; ?

Entrée : Un entier n €N, deux suites finies (p;)icp1,,) EN" €t (v;)icqi,n) €N,
KNAPSACK : un entier PN et un seuil K €N

Sortie : Existe-t-il / C [1,n] telque Y ;c;pi < Pet Yy e v = K?

Entrée : Un entier n€N, (¢;)icp1,n) €N™, C €N* et un seuil K €N
BINPACKING : . . . : .
Sortie : Existe-t-il ¢ : [1,n] — [1, K] telle que Vie[1, K], >

JEP~

&. On note que cette somme est alors nécessairement la moitié de la somme totale des w;.
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Q. 2 On dit de maniere informelle qu'un probléme Q est un cas particulier d’un autre probleme
R, ou que R est une généralisation de Q, lorsque Q se réduit “trés simplement” * au probléme
R. C’est par exemple le cas lorsque la fonction de réduction est I'identité. Montrer que :
a. le probléeme SUBSETSUM est un cas particulier du probleme KNAPSACK,
b. le probleme PARTITION est un cas particulier du probleme KNAPSACK,
c. le probleme PARTITION est un cas particulier du probléme BINPACKING.

Solution
a. Soit w = (w;)ieq1,»] € Nn une instance du probléme SUBSETSUM.
Une entrée du probleme KNAPsAcKk est constituée de deux suites finies de méme taille et
deux entiers. On définit a partir de w '’entrée de KNAPSACK suivante.

déf
P1,D2,--.,Pn = Wi, W2, ...,Wy
déf
V1,V2,...,Up = W1, W2, ...,Wn,
K%w
P¥hw

On remarque alors que :

(p,v, K, P) € KNaPsack' < 31 C [1,n],) z; < Pet > v; 2 K

el i€l

el i€l
&3 C1,n],) w=W

el

& w € SUBSETSUM ™

Le probléeme SUBSETSUM est donc un cas particulier du probleme KNAPsAcK.
De plus cette réduction est clairement calculable en temps polynomial.

b. Soit w = (w;)icp1,n) € Nn une instance du probleme PARTITION. On pose S = Y7, w;.
Une entrée du probléme KNAPSACK est constituée de deux suites finies de méme taille et
deux entiers. On définit a partir de w 'entrée de KNAPSACK suivante.

déf
P1,DP2y- -, Pp = W1, W2, ...,Wy
déf
V1,V2y...,Up = W1,W2,...,Wn,
pdéf[ 35 si S est paire
—1 sinon
K%

On remarque alors que :

- Si § est impaire, nécessairement w est une instance négative de PARTITION, et
(p,v, K, P) est une instance négative de KNAPsack car la contrainte de poids avec
P = —1 est insatisfiable vu que les p; sont positifs.

&. et donc en particulier en temps polynomial
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- Sinon, i.e. si S est paire,ona K = P = %S, d’ou les équivalences suivantes.

(p,v, K, P) € KNapsack™ < 31 C [1,n],> z; < Pet > v; > K

iel il
1 1
& d1 C ﬂl,n]],Zwi < =Set Zwi > -8
iel 2 i€l 2
1
&3 C,n],d w==S
il 2
S 3AC[Ln],) w=> w
iel il

& w € PARTITION™

Dans tous les cas on a (p,v, K, P) € KNAPSACK" < w € PARTITIONT, donc le probléme
PARTITION est un cas particulier du probleme KNaPSACK.
De plus cette réduction est clairement calculable en temps polynomial.

c. Soit w = (w;)ieq,n) € Nn une instance du probleme PARTITION. On pose S = Y7L w;.
Une entrée du probleme BINPACKING est constituée de deux entiers C et K et d’une suite
finie (¢;) d’entiers. On définit a partir de w I'entrée de BINPACKING suivante.

li,ta, ... utnd:efwlaw% <oy Wn
défl
C==-8
2

K4
On remarque alors que S = 3 ;cp oyt

(t,C, k) € BINPackiNG T & Jp € [1, K[ vi e [1, K], Y t;<C

J€p~1(4)
1
e Jpe {1,210 vie[1,2), Y ¢ < 59
JjEP1(4)
1 1
&I CL,n],) t;<=Set ) t; <=8
: 2 : 2
Jjel j¢r
1 1
& 3IIC[L,n],) t;j==Set ) t;==5
: 2 : 2
jel j¢I
S 3IATC[1,n],d t;=> "t
jel J¢l

< w € PARTITION™

Le probléme PARTITION est donc un cas particulier du probléme KNAPSACK.
De plus cette réduction est clairement calculable en temps polynomial.

Q. 3 Montrer que SUBSETSUM < p PARTITION.

Solution

Soit ((wi)ie[[l,n]]a W) une entrée de SUBSETSUM. On pose S = }_7' | w;.
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Un entrée du probleme PARTITION est une suite finie d’entiers. On définit a partir de w I'entrée
de PARTITION suivante.
roo / , déf
w17w27... w wn+2:w1’w2,...,wn

Y ni?
w;Hld:efQS -W

(T g 1w

n+2
On remarque alors que > w; = 45, ainsi I C [1,n + 2] est une solution de cette instance de

i=1
PARTITION si >, = Y. = 25. En particulier on a :

i€l i¢l
-sin+1¢ Tetn+2¢ I alors >, w; > 35 > 25, donc I n’est pas solution.
/
>

- sin+1 e letn+2 e [alors ) ,.;w: >35S > 2S5, donc I n’est pas solution.

(2

Finalement :

((0:)ieping, W) € SUuBSETSUM < 3I' C [1,n + 2], > wl = !

el igl’
&3 Cl,n+2],) w =28
el’

Al Cn+2,Y w,=25et(n+1ecletn+2¢T)

iel’

ou  w;=25et(n+1lel'etn+2¢1I)

il
&3 CL,n],) w=25-2S+W=W
il
ou» w; =25-S-W=85-W
il
s3I CL,n],d w=W
iel

Finalement le probleme SUBSETSUM se réduit au probleme PARTITION et la réduction est clai-
rement polynomiale.
On peut aussi définir I'instance suivante :
oo / ; déf
w1,w27...,wn7,wn+2 — wl’wQ,...,wn
, déf
wn+l =5

(T Aoy

n+2
Danscecas Y w,=S+S+2W =2(S+W), pour I C [1,n+ 2] une solution de cette instance
i=1

on a nécessairement (n+1,n+2) € I x I¢ ou (n+1,n+2) € I¢ x I. Cette affirmation permet
de mener les mémes équivalences que plus haut et de conclure de méme.

Q. 4 On souhaite démontrer que les 4 probléemes SUBSETSUM, PARTITION, KNAPSACK et BINPa-

ckING sont NP-difficiles. Quelle réduction polynomiale permettrait d’obtenir ce résultat?
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On ne demande pas de construire cette réduction car c’est Uobjet de la question suivante.

Solution

Il suffit d’exhiber une réduction polynomiale d’'un probleme qu’on sait étre NP-difficile a Sus-

SETSUM par exemple de 3-SAT a SUBSETSUM, la NP-difficulté de PARTITION, KNAPSACK et BIN-

PackING s’en déduiront vue les réductions préalablement démontrées (et résumées ci-dessous).
KNAPSACK BINPACKING

1l.a 1.b 1.c

SUBSETSUM PARTITION

Réduction polynomiale de 3-SAT a SuBseTSum. On fixe une entrée du probleme 3-SAT re-
présentée par une famille de m 3-clauses (c;);co,m[ sur I'ensemble des variables propositionnelles
Q ={zy,2s,...,2,}. Pouri € [1,n] et j € [0, m[, on note z; € ¢, le fait que le littéral z; apparaisse
dans la clause c;, et on note —x; € c¢; le fait que le littéral —z; apparaisse dans la clause c;. On
considere les entiers (a;)ic1,n] €t (b;)icp,n) définis comme suit.

m—1

a; = 10" 4 > 1 e, 107
j=0

b =10 4 > 1 e, 107
j=0

Q. 5 Pour l'instance de 3-SAT suivante : (z1 V -z V) A (-x1 VsV oxy) A (e VgV —xy), donner
les valeurs de :
*n, ¢ m; ° (ai)ie[[l,n] > * (bi)ie[[l,n]}-

Afin de rendre apparent le role joué par les chiffres des nombres (a;)icpi,n] €t (bi)icfi,n], ON
s’efforcera de représenter les nombres comme des tableaux de chiffres et bien séparer les
chiffres m chiffres de poids faibles, des n chiffres de poids forts.

Solution
n=4,m=3,

 a; =10]0]0[1]0]0[1]: 4, est dans la clause ¢, pas dans les autres.

e q,=0/0]1]0]1]0]0]: 4, est dans la clause c;, pas dans les autres.

e q3=10[110]0]1]1]0]: 4, est dans les clauses ¢, et c;, pas dans c;.

e q, =11]0]0]0]0]0]0]: 2, est dans la clause c;.

o b, = 0/0[0[1]0[1]0]: —z est dans la clause cs, pas dans les autres.

e by =10]0[1]0]0[0[1]: —z, est dans la clause ¢;, pas dans les autres.

e by =10[1]0][0]0]0]0]: —2; nest dans aucune clause.

e b, =[110]0[0]1][1]0]: —z, est dans les clauses c, et c;, pas dans c;.

Dans la suite de cet exercice, pour (k, j) € N? nous noterons la notation [k]; le j-éme chiffre de #,
de sorte que pour tout k € N, k = > FF[k];107.

Q. 6 Démontrer que le calcul de > | a; + >, b; ne conduit pas a une retenue.
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Solution

* Soit j € [0, m—1], par définition des (a;) et (b;) : [a;]; = ls,ec, €L [bi]; = 1-¢,ec;- OF, pour tout
j € [0,m — 1] la clause ¢; contient exactement 3 littéraux, ainsi Y7, [a;]; + > [bi]; = 3.
Finalement les m chiffres de poids faibles de la somme > | a; + > ; b; ne conduisent pas
a une retenue.

e Soit j € [m,m + n — 1], par définition des (a;) et (b;) : [ai]; = Om—1+i; = [bi];, ainsi
Yo qlag); + X7 [b;]; = 2. Finalement les n chiffres de poids forts de la somme Y ; a; +

*_, b; ne conduisent pas a une retenue.

Q.7 Montrer que s’il existe p € B? qui est un modeéle de toutes les clauses (¢j)jefo,m—1» alors
il existe deux sous-ensembles A et B partitionnant [1,n] tels que > ,c4a; + > ;cp b; €st un
entier dont ’écriture en base 10 est de la forme w,, n_1Wmin_2... WyWy_1...wWwWH avec
Vi e [0,m],w; € {1,2,3} et Vi € [1,n], wy,_14; = 1.

Solution
Soit p € B™ un modele de toutes les clauses (c;) cfom—1]. On pose A = {i € [1,n] | p(z;) = V}
et B={i € [1,n] | p(x;) = F}. Montrons que de tels ensembles conviennent.

« AUB=1[1,n]

e Soitj € [0,m—1], Xl 4 ai+X i bil; = Xicalailj+>iep[bi]; < 3 dela question précédente.
Par ailleurs p est un modele des clauses (c;) c[o,m—1] ainsi il existe une variable proposition-
nelle z; de ¢; telle que z; € ¢; et p(x;) = V ou —z; € ¢; et p(x;) = F. Dans le premier cas
[a;]; =1 eti e A, dans le second [b;]; = 1 eti € B, Aot Y ;calai]; + >ienlbi]; = 1.

e Soit j € [m,m+n —1], [Xicaai + Xicpbil; = Yicalail; + Xieplbil; = Yica Om—14ij +
>ieBOm—1+ij = Lica + Licp = 1.

Q. 8 Proposer deux familles d’entiers (d; );cfo,m[ €t (€;)icfo,m[ telles quil existe un modele de toutes

les clauses (c;);cfo,m—1] Si et seulement s'il existe une suite extraite de (ay,as, ..., an, by, bo,
ooy by, doydyy . dp_1, €0, €1, ..., €,—1) dont 1a somme des termes vaut 'entier dont I'écriture
décimale est 11...133...3.
—_——— ——
n m
Solution

D’apres la question précédente, les sommes “bien choisies” de a; et b; conduisent a des chiffres
de poids faibles de valeurs dans {1, 2,3}. Ainsi afin de permettre “d’atteindre” des chiffres 3
on fournit des entiers d; = 107 pour j € [0,m — 1] et e; = d;. Dans notre exemple :

o d, =[0]0]0f0f0]0]1]
e ¢, =|0[0]0]0]0[0]1]
e d,=|0]0]0]0f0]1]0]
¢ ¢, =|0[0]0[0]0[1]0]
e d; =0[0]0]0]1]0[0]
o ¢y =[0[0]0[0]1]0]0]

Remarquons tout d’abord que le résultat de la question 6 est toujours vérifié malgré I'ajout
des (d;) et (e;).
Montrons alors les deux sens de I'’équivalence demandée.

= Soit p un modele de chacune des clauses (c;);cpo,m—-1]- Soit A et B tels que définis dans la
question précédente. Notons alors S = > ;. 4 a; + > ;g b;. D’apres la question précédente :
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pour tout j € [0,m — 1], [S]; € [1, 3] et pour tout j € [m, m +n — 1],[S]; = 1. Soit alors
D={je[0,m—-1]|[S]; € {1,2}} et E = {j € [0,m — 1] | [S]; = 1}. Finalement en
notant 7' = ZieA a; + ZiEB b,L + ZiGD dl + ZiEE € -
- pour tout j € [0,m — 1], [T]; = [S]; + L cq12) + Ls,m1 = 35
- pour tout j € [m,m+n —1], [T]; = [5]; = 1.
D’ou le résultat avancé.

< Soient A, B, D, E des sous-ensembles de [1,n] (pour A et B) et [1,m] (pour D et E) tels

déf .

que T = Sica @i+ icpbitYiepdi+ Y cpei =11...133...3. Soit j € [m,m+n—1], par
construction des (¢;) et (d;) : [T]; = Yicalai); + Xicplbil; = Lica+ Licg = 1. Ainsi AUB =
[1,n]. Soit alors 'environnement propositionnel p défini pour tout ¢ € [1,n] par p(z;) =V

sietseulement sii € A. Soitalors j € [0, m—1], par construction Y ;cp[d;]; +>icrleil; < 2,
ainsi Y ;c4lai]; + X ieplbil; = 1, par disjonction de cas :

- Siil existe i € A tel que [a;]; = 1 alors z; € ¢, et par définition de p, p(z;) = V, ainsi

[e;]7 = V.
- Siil existe i € B tel que [q;]; = 1 alors —z; € ¢;, et par définition de p, p(z;) = F, ainsi
[e;]7 = V.

Finalement [¢;]* =V, et ceci étant vrai pour tout j € [0, — 1] on en déduit que p est un
modele de toutes les clauses (¢;);cpo,m—1]-

Q. 9 Conclure quant a la NP-difficulté des problemes.

Solution
La fonction f associant, a une instance (¢;)icpi,m; de 3-SAT, la famille d’entiers
((ai)ienng, (di)ieqings (Ci)ieqi,m], (di)icqi,m)) €st calculable en temps polynomial. Par ailleurs la
question précédente nous assure que pour toute instance (c¢;)ic[i,m»] de 3-SAT : (¢;)icp1,m] €
3-SAT" & f((¢i)iepm)) € SUBSETSUM™. Ainsi SUBSETSUM est np-difficile car 3-SAT lest.
D’apres les réductions résumée a la Q. 4, les problémes PARTITION, KNAPSACK et BINPACKING
le sont aussi.

Q. 10 Montrer que ces problemes sont NP-complets.

Solution
Il nous reste a justifier que ces problémes sont bien dans la classe NP. On le justifie en
donnant pour chaque probleme I’ensemble des certificats et un probleme de vérification qui
conviennent.

* SuseTSuM. On choisit 'ensemble des certificats C = JC,, ou C,, = P([1,n]). Les éléments
de C,, admettent une représentation de taille polynomiale en n. On choisit alors le probleme
de vérification :

Entrée : ] € C, un entier n € N, une suite finie (w;);cp1,») € N", un entier W/

VERIF : .
{Sortle D erw =W?

VERIF € P.

* ParTITION. On choisit 'ensemble des certificats C = JC,, ou C, = P([1,n]). Les éléments
de C, admettent une représentation de taille polynomiale en n. On choisit alors le probleme
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de vérification :

Entrée : ] € C, un entier n € N, une suite finie (w;);cp,n) € N”

VERIF : .
{Sortle P ier Wi = D wi ?

VERIF € P.

de vérification :

Entrée : ] € C, un entier n € N, deux suites finies (p;)ici,,jy € N" et
VERIF : (vi)ieq,n) € N™, un entier P € N et un seuil K € N
Sortie : Y ,c;pi < Petd) v, > K?

VERIF € P.

de vérification :
Entrée : ¢ € C, un entier n € N, (¢;)icpi,,y € N*, C € N* et un seuil
VERIF : K eN
Sortie :Vi e [[1, K]], Z]Ego_l({i}) tj <C?

VERIF € P.

* Knapsack. On choisit 'ensemble des certificats C = JC,, ou C,, = P([1,n]). Les éléments
de C,, admettent une représentation de taille polynomiale en n. On choisit alors le probleme

 BiNPAackiNG. On choisit 'ensemble des certificats © = |J C,, ot C,, = [1,n]I'"]. Les éléments
de C,, admettent une représentation de taille polynomiale en n. On choisit alors le probleme

Exercice 2 : Optimisation linéaire en nombres entiers

Avant d’introduire les problemes qui vont nous intéresser dans cet exercice on précise quelques
notations. Pour (z,y) € R™ x R™, on note x < y pour Vi € [1,m], x; < y;. Side plus e {<, >, =},

on note x < y pour Vi€ [1,m], z; < y;.
On peut alors définir les trois problemes de décision suivants.

Entrée : Deux entiers n et m, A € M,,,,,(Z), b € Z™

SYS.LIN. : {Sortie : Le systeme AX = b admet-il une solution dans Z"?

Entrée : Deux entiers n et m, A € M, ,(Z), b € Z™

Svs.LIN.INEG : {Sortie : Le systeme AX < b admet-il une solution dans Z"?

Sys.LIN.GENERALISE : . \ . .
{Sortle : Le systeme AX > b admet-il une solution dans Z"?

Q.1 Montrer que Sys.LIN. <p Sys.LIN.INEG.

Solution

Entrée : Deux entiers n et m, A€M, ,(Z), beZ", e {<, >, =}"

Ar=b& AX<DAAX 2b & AX<OA-AX<—b & (A)X < (b)),

Q.2 Montrer que Sys.LIN.INEG =p Sys.LIN.GENERALISE.
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Solution
- Sys.LIN.INEG <p Sys.LIN.GENERALISE : en effet il suffit de prendre >a= (<)1)

- Sys.LIN.GENERALISE <p SYS.LIN.INEG :
o >0 AX; Z b =3 A X < b
o iy Aig Xy =biv =35 A Xy < —biet 2, A X < bi

Q. 3 Justifier que Sys.LIN. € NP, Sys.LIN.INEG € NP, Sys.LIN.GENERALISE € NP.

Solution
Pour n €N, on note C,, 'ensemble des sérialisations de n-uplets d’entiers, et on note C | |,,cn Ch-
L'idée est qu'on peut vérifier qu'un systéme a n colonnes est une instance positive de Sys.LIN.
a 'aide d’un certificat dans C,, qui donne une solution du systéme, de taille polynomiale en la
taille du systeme“.

Le probléme de vérification associé, consiste a partir d'une instance (n,m, A,b) et d’'un certi-
ficat c € C a tester si ¢ encode bien un n-uplet, le déserialiser pour obtenir ses composantes
()ic,n), Puis a évaluer la valeur 27—y Aijz; pour la comparer a b; pour chaque i € [1,m].
Cela s’effectue en temps polynomial, ainsi Sys.LIN. € NP.

On justifie de méme que les deux autres problémes sont dans NP.

a. Il faudrait justifier que les entiers qui composent une telle solution ne sont pas trop grand pour que la taille
de chacun d’entre eux (qui on le rapelle est logarithmique en leur valeur) soit bien polynomiale en la taille du
systeme. On I'admet ici.

Q. 4 Montrer que Sys.LIN.INEG est NP difficile par réduction depuis CNF-SAT.

Solution
L'idée est qu’on peut encoder les environnements propositionnels comme des n-uplets d’en-
tiers entre O et 1. Dés lors on peut imposer qu'un tel environnement satisfasse une clause en
imposant au n-uplet correspondant de staisfaire une inégalité. Par exemple la satisfaction de
la clause z; V x5 V —x3 se traduit par celle de I'inégalité zy + xo + (1 — x3) > 1.

Aux inégalités qui traduisent les clauses on ajoute les inégalités 0 < x; et z; < 1, afin qu’une so-
lution du systeme obtenu soit bien un vecteur de {0, 1} que I'on va facilement pouvoir convertir
en environnement propositionnel (satisfaisant la CNF qui plus est).
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Exercice 3 : CLIQUE, STABLE et COUV.SOMMETS

Dans cet exercice on s’intéresse a des problemes de décision sur des graphes non orientés. Afin de
définir ces problemes, on donne d’abord quelques définitions.

Définition 0.1

Soit G = (S, A) un graphe non orienté. Soit S’ C S un sous ensemble de sommets.

- 5" est une clique de G ssiV(x,y) €S’ x S, x#y = {x,y} €A,
autrement dit S est une clique ssi les sommets de S’ sont deux a deux reliés dans G.

- S" est un stable de G ssiV(z,y) €S’ x S, {z,y} & A,
autrement dit S’ est un stable ssi les sommets de S’ sont deux a deux non reliés dans G.

- S’ est une couverture par des sommets de G ssiV{x,y} €A, z€S' Vyes,
autrement dit S' est une couverture ssi chaque aréte de G' a au moins une extrémité dans 5’.

La taille d’une clique, d’un stable ou d’une couverture est son nombre de sommets.

G=(S,A) Une clique de taille 4  Un stable de taille 5 Une couverture par
sommets de taille 12

On remarque que, peu importe le graphe non orienté G = (5, A), I'ensemble vide est toujours un
stable et une clique de G, tandis que S est toujours une couverture par les sommets de GG. On
considere alors les trois probléemes de décision(non triviaux) suivants.

Entrée : Un graphe non orienté G = (.5, A), un seuil K €N.

CLIQUE : {Sortie : G admet-il une clique de taille > K?

Entrée : Un graphe non orienté G = (.5, A), un seuil K €N.

STABLE : {Sortie : G admet-il un stable de taille > K ?

Entrée : Un graphe non orienté G = (.5, A), un seuil K €N.

COUV.SOMMETS : . . .
{Sortle : G admet-il une couverture par des sommets de taille < K ?

Q.1 Montrer que CLIQUE =<p STABLE et que STABLE < p CLIQUE.

Solution
1 suffit de considérer le graphe complémentaire de G = (S, A4) : G = (S, {{z,y} C S| = #
yet{z,y} ¢ A}), on a alors que C est une clique de G si et seulement si C est un stable de G.

Q. 2 Montrer que COuv.SOMMETS =< p CLIQUE et que CLIQUE <p COUV.SOMMETS

Solution
C' est une clique de G = (5, A) si et seulement si S\ C' est une couverture par sommets de G
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Réduction polynomiale de 3-SAT a CLIQUE. On fixe une entrée du probléeme 3-SAT représentée
par un ensemble {c;,c,..., ¢} de clauses disjonctives sur I'ensemble des variables proposition-
nelles Q = {p1,p2,...,pn}. Pour i € [1,m], la clause ¢; est constituée de 3 littéraux, que 'on note
(lij)jefo,1,2}- On considere alors le graphe non orienté G = (.5, A) ou S et A sont définis comme suit.

déf . . . .

S={(i,5) i€ [1,m],j € {0,1,2}} (1)
déf .. . . .

A = {{<217]1)7 (z%]?)} ’ lil,jl 7£ _'li27j2 et _'li1,j1 7£ li2,j2 et 7£ 22} (2)

Q. 3 Représenter le graphe G pour l'instance {z Vz Vy,—~zV -y V —y,—x VyVy}.

Q. 4 Montrer que CLIQUE est NP-difficile. On pourra utiliser la réduction suggérée ci-avant.

Solution
On prend exactement le graphe ci-dessus et on prend la valeur K = m le nombre de cliques.

Q.5 Montrer que CLIQUE, STABLE et Couv.SOMMETS sont NP-complets.
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