Exercice 1 : Correction du tri rapide

Le but de cet exercice est de démontrer la correction de I'algorithme de tri rapide tel qu’il est rappelé
ci-dessous.
Algorithme 1 : Partitionner(7', d, f, p)

Entrée : Un tableau 7" indicé par [0, n], trois entiers d, f etptelsque 0 < d<p< f<n

Sortie : Un indice ¢ € [d, f] tel que T'[g| vaut finalement la valeur qu’avait 7'[p] avant 'appel

Vked,q], T[k] < Tq]
>T

Effet : Le sous-tableau 7'[d, f] est permuté de sorte que {

vk€lq, fI, T[k] > Tlq]
1 pivot < T[p];
2 échanger T'[p| et T'[d]; // on place le pivot au début
3a+d+1;
4 b+ f;
5 tant que a < b faire
6 si T'[a] < pivot alors
7 ‘ a‘—a+1
8 sinon
9 échanger T'[a] et T'[b];
10 L b+ b—1;

11 échanger T'[d] et T'[a — 1];
12 retourner a — 1

Algorithme 2 : Procédure tri_rapide(7’, d, f)
Entrée : Un tableau 7 indicé par [0, n[, deux entiersd < Oet f <n—1
Sortie : Aucune sortie, mais 7T[d, f] est triée par ordre croissant

sid < f alors
p < choix_pivot(T, d, f) // choix d’un entier entre d et f ;
q < Partitionner(T',d, f,p) ;
tri_rapide(7,d,q — 1) ;
tri_rapide(T,q + 1, f)

ga b W N =

<1 Q.1 Exécuter l'algorithme Partitionner sur le tableau 7" : [0;1;5;3;4;2] pour d = 2 et f = 5.
Représenter I'état du tableau 7" a chaque étape ainsi que les valeurs des variables a et b.

Solution

Q. 2 Proposer un invariant* de boucle pour Partitionner qui précise les valeurs possibles et surtout
le role des variables a et b.

Solution
d+1<a<b< fVYke[d+1,af, Tk| < pivot Yk €]b, f], T[k] > pivot

Q. 3 Démontrer que l'invariant proposé est bien un invariant de boucle.

Solution
d+1<a<b< fVke[d+1,a], T[k] < pivot Vk €]b, f], T[k] > pivot

&. celui-ci peut étre composé de plusieurs propriétés
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Q. 4 Onadmet que tout au long de I'algorithme le tableau 7" est une permutation du tableau initial,
et que cette éventuelle transformation ne concerne que des indices compris dans I'intervalle
[d, f] (doncla partie de T extérieure & cet intervalle n’est pas modifiée). A 'aide de I'invariant
proposé a la question précédente démontrer que I'algorithme Partitionner est correct.

Solution

Q.5 Enadmettantla correction de I'algorithme Partitionner, démontrer que ’algorithme Tri_rapide
est correct.

Solution

Solution
0.1 Etude de correction du tri rapide

0.1.1 Correction de partitionner

Démontrons dans un premier temps que la fonction partitionner est correcte. Pour une entrée
valide de I'algorithme (7', p, d, f), on appelle valeur pivot la valeur de 7'[p] (avant I'appel donc).

Remarque 0.1

On remarque qu’a chaque étape on applique a 7' une transposition ou aucune transformation, donc
tout au long de I'algorithme le tableau T est une permutation du tableau initial. De plus cette éven-
tuelle transposition ne concerne que des indices compris dans l'intervalle [d, f] (ce fait est assuré par
le premier point le I'invariant proposé ci-aprés), donc la partie de T extérieure a cet intervalle n’est
pas modifiée.

Lemme 0.2

La fonction partitionner admet I'invariant de boucle suivant.

d<J<I<f

T'[f]= la valeur du pivot

Vk e [d,J—1],Tk] < T[f]
Vk e [J,1—1],T[k] > T[f]

J:

Démonstration : e On commence I'exécution en plagant la valeur pivot dans la case d’indice f, donc
on a bien T'[f]= la valeur du pivot. De plus on a initialement/ = det J =d,doncd < J < I < f
et les deux autres propriétés sont trivialement vraies (car quantifiées universellement sur I'ensemble
vide).

e Notons I, J, T les valeurs de I, J et du contenu du tableau 7" au début d’une itération de boucle.
Notons I, J, T les valeurs de I, J et du contenu du tableau 7" au début de l'itération de boucle
suivante (ou a défaut a la fin de l'itération de la boucle considérée). Supposons que I'invariant J est
vrai sur les valeurs avant l'itération de boucle. On a alors :

d<J<I<f

T'[f]= la valeur du pivot

vk € [d, — 1], T[k] < T[]
Vk € [J,1-1], T[k] > T[f]

Onal< f,onal=1+1,

Informatique - MPI Lycée Fermat - 2025/2026 2/??



[ ]

n
—
1 ‘H
—
I~
~

Vk ¢ {L,J},T[k] = T[]
- T =T.(J)

- T[J] = T.(I)
-J=J+1

Soit alors k € [d, I — 1],
- Sik < J—1lalorsd < k < J—1etdonc, par invarianton a que T'[k] = T'[k] <
- Sik=J — 1 alors k = J et donc, par invariant : T'[k] = T[I] < [f] =T
- Sinonsik <I—1(J <k <1T-1)etdonc, par invariant on a que

T[f]-

- Sinon (k = I — 1) donc par invariant : T[k] = T[I] = T.(J) > T[f] = T[f]
Deplusd<J<J,J= J+1<I+1—I et T:1+1<f.
e SiT.(I) >T][f] alors:
-k, TIk] = TIk]
-J=J
Soit alors k € [d, I — 1],
- Sik<J—1lalorsd < k< J -1 etdonc, par invariant on a T'[k] = T[k] < T[f] = T[f].
- Sinonsik < I—1 (J < k < I—1) etdong, par invarianton a T'|k] = T[k] > T[f] = T[f].
- Sinon (k = I — 1) donc par invariant : T[k] = T[I] > T[f] = T|f].
Deplusd<J=J,J=J<I+1=1TetI=1+1<{.
O

Proposition 0.3

Soit (T, d, f,p) une entrée valide de partitionner. Notons n la taille de T'.
L’appel partitionner(T, d, f, p) produit un indice q € [d, f], et en notant T (resp.T) la valeur
de T avant (resp. apres) I'appel on a :

- T est une permutation de T ;

- T =Tlpl; B
- Vkeld,J-1], T[k] < T[J];
- Vke[J+1, f], T[k] > T[J];

vke[0,n—1]\ [d, f], T[k] = T[k].

Démonstration : Se démontre en s’appuyant sur le lemme précédent. o

0.1.2 Correction de tri_rapide

Théoréme 0.4

Soit (T, d, f,p) une entrée valide de partitionner. Notons n la taille de T'.
L’appel tri_rapide(T, d, f) est tel qu’en notant T (resp.T) la valeur de T avant (resp. apres)
I'appel on a :

- T est une permutation de T ;

- T'a,g) €St trié;

_ vk e [0,n—1]\ [d, f], T[k] = T[k.

Remarque 0.5
Cela implique que T'[d, f] est une permutation de T[d, f].

Démonstration : On prouve ce résultat par récurrence sur la valeur de f — d.
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e Sid = falorsT =T et les propriétés sont trivialement vraies.

e Si f —d >0, soit alors p € [f,d]. Notons T} la valeur de T" apres I'appel partitionner(T', d, f,p), on
a alors 7 la valeur retournée par cet appel. Nous avons par la proposition précédente :

- Ty est une permutation de T’

- Thli] = T'p]

- Vk € [d,i — 1], T1[k] < Th[9]

- Vk e i+ 1, f], Th[k] > T1[i]

- Vk € [0,n = 1]\ [d, f], Ta[k] = T[k]
Notons alors 75 la valeur de T apres I'appel récursif tri_rapide(T, d,i — 1), par induction nous avons
que :

- T, est une permutation de 77 ;

- Ty[d..1 — 1] est trié;

- Vk € [[O,n — 1]] \ [[d,’i — lﬂ,Tg[k] = Tl[k}
Ainsi nous avons :

- T5 est une permutation de 7' (par composée de permutations)

- T5[d..i] est trié (car T5[d..i — 1] est une permutation de 7)[d..i — 1] qui sont tous inférieurs a

Th[i])
-k e [0,n— 1]\ [d.i — 1], To[k] = T1[K]
On conclut de méme apres I'appel tri_rapide(t, i + 1, f). o
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