Chapitre 10 : Grammaires non contextuelles

1 Introduction

A ce stade de I'année scolaire nous connaissons six grandes familles de langages (aussi appelées
classes de langages) représentables en machine : les langages finis, les langages locaux, les lan-
gages réguliers, les langages de la classe P, ceux de la classe NP, et enfin les langages décidables. Les
inclusions entre ces classes de langages sont résumées sur le diagramme de la figure 1, entre autre
on sait que tout langage local est régulier mais pas réciproquement, que tout langage régulier est
dans P, mais pas réciproquement, que tout langage de la P est décidable mais pas réciproquement.

finis

/i

C

- & &
réguliers — P NP — décidables

\?O

locaux

FIGURE 1 - Hiérarchie des classes de langages déja vues en cours

On I'a dit, ces familles de langages sont représentables en machine, on peut alors écrire des algo-

rithmes manipulant des langages (par exemple pour décider si un mot leur appartient, pour décider

s’ils sont vides, pour énumérer les mots de taille bornée leur appartenant, ....)

* Un langage fini peut étre représenté par 'ensemble fini de ses mots.

* Un langage local peut étre représenté par un automate local (ou par la donnée de ses quatre
ensembles caractéristiques A, P, S et F' qui sont tous finis).

* Un langage régulier peut étre représenté par un automate ou par une expression réguliere.

* Un langage de P peut étre représenté par une fonction indicatrice OCamL de complexité polyno-
miale.

* Un langage de NP peut étre représenté par la donnée de son ensemble de certificats (lui-méme
dans P) et une fonction OCAML résolvant le probleme de vérification associé.

* Un langage décidable peut étre représenté par une fonction indicatrice OCAML.

Tandis qu'on gagne en expressivité, on perd en “efficacité” algorithmique. Par exemple pour tester

la vacuité d’'un langage, I'algorithme mis en place® dépend de la classe de langages a traiter :

* pour un langage fini représenté par I'ensemble de ses mots, il suffit d'une comparaison a 'en-
semble vide;

* pour un langage régulier représenté par un automate, on procede a un parcours de graphe;

e pour un langage décidable représenté par sa fonction indicatrice OCAML tester la vacuité est
indécidable.

P Exercice de cours 1.1

Afin de justifier de certaines relations de non-inclusion entre les classes de langages susmentionnées, donner :
= un langage local infini; = un langage régulier infini; = un langage de P non régulier.
= un langage fini non local; = un langage régulier non local;

&. s’il en existe un
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Les langages de programmation. Etant donné un langage de programmation, 'ensemble des
chalnes de caracteres qui sont des programmes valides de ce langage de programmation forme un
langage (au sens ensemble de mots). Par exemple le mot "let x = 3 in (2 + (3 * x))" est un
mot du langage des programmes OCAML valides. Le mot "let x = 3 in (2 + (3 * x)" n’en est
pas un. Afin de pouvoir détecter les erreurs de syntaxe comme l'oubli d’'une parenthese fermante
ci-avant, il faut étre en mesure de répondre algorithmiquement a la question "w € OCAML ?” ou
OCaML. est ’ensemble des mots composants le langage OCAML.

Il est clair que le langage des expressions OCAML valides est un langage décidable : c’est le langage
des codes qu'un compilateur OCAML accepte de compiler. Cependant, le langage des expressions
OCawm1. (Exercice de cours 1.3) n’est pas un langage régulier, aussi dans ce chapitre on s’intéresse a
décrire une nouvelle famille de langages, strictement intermédiaire entre les langages réguliers et
les langages décidables*® qui permet, entre autres, la description des langages de programmation.

M Exercice de cours 1.2

‘ Démontrer que le langage des mots bien parenthésés n'est pas un langage régulier.

P Exercice de cours 1.3

‘ Déduire de I'exercice de cours précédent que le langage des expressions OCAML valides n'est pas régulier.

On peut remarquer que le langage des mots bien parenthésés, bien que non régulier, admet une
définition inductive tres simple. En effet en notant B cet ensemble, B est alors le plus petit langage
vérifiant :

* c€B;

e siucBetveBalorsu-veB;

* siu € Balors (u) € B.

Cette remarque nous pousse a définir la classe des langages “admettant une définition inductive
trés simple”. L'étude de cette classe de langages est I'objet de ce chapitre.

finis  ~
T~ ¢ c c . c
c réguliers — non context. - P > NP — décidables
= ’
locaux

FIGURE 2 — Hiérarchie des classes de langages au programme

2 Définitions, vocabulaire, propriétés
2.1 Grammaires non contextuelles

Exemple 2.1

Pour I'exemple du langage des mots bien parenthésés, les mots sont définis sur I'alphabet ¥ = {), (}, mais afin
de décrire ce langage nous avons besoin d'un symbole supplémentaire, disons B. Un tel symbole utilisé pour
la description du langage mais pas dans les mots du langage est parfois appelé une variable, c’est pourquoi
on note ¢/ = { B} dans cet exemple.

&. On pourra montrer en exercice que cette classe est méme strictement incluse dans la classe P.
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Définition 2.2

Soit 3 et V deux alphabets disjoints. On appelle regle de production sur (3,{) la donnée de
deux éléments :

* un symbole non terminal de V €V ;

* un mot constitué de symboles terminaux ou non terminaux wiws . .. w, € (¥ U X)*.

On typographie une telle régle de production V' — wyws . . . w,.

Les régles de production sont utilisées pour décrire les différents cas de la définition inductive du
langage. La regle V' — wjws ... w, signifie que la variable V' peut étre remplacée par wyws . .. w,.
On remarque qu’une telle regle autorise le remplacement de la variable V indépendamment de ce
qui 'entoure*®, c’est pourquoi on parle de grammaire non contextuelle dans la suite.

Exemple 2.3
Les trois regles de production permettant de décrire le langage des mots bien parenthésés sont les suivantes.
* B—«¢ * B—> BB * B— (B)

Le membre droit de la premiére régle est le mot vide. Celui de la seconde est le mot constitué de deux
occurrences la variable B. Finalement celui de la derniére regle est constitué de deux symboles terminaux (
et ) et de la variable B.

Définition 2.4

Une grammaire non contextuelle est un quadruplet (X,V, P, S) oti :
Y. est un alphabet;

* {) est un alphabet disjoint de ¥ ;

* P un ensemble fini de régles de production sur . et {/ ;
* S €V appelé le symbole initial.

Vocabulaire 2.5

Les éléments de ¥ sont appelés symboles terminaux et ceux de Y symboles non terminaux ou

variables.
Exemple 2.6
Afin de décrire le langage des mots bien parenthésés, on définit la grammaire non contextuelle Ggp =
(V,%,P,S)ou:
. V¥ (B}; « PY{B—¢,B— BB,B— (B)};
s 220G + S¥B.

M Exercice de cours 2.7

Proposer une définition de type OCAML permettant la représentation des grammaires non contextuelles.

Notation 2.8

Lorsqu’on donne les regles d’une grammaire, on peut mettre en commun plusieurs régles de
production ayant le méme membre gauche, on regroupe alors les membres droits en les séparant
d’un |". Ainsi ici on écrirait B — ¢ | BB | (B) a la place des trois régles.

Utilisation de la grammaire. Informellement le langage décrit par une grammaire, telle que
présentée dans I'exemple précédant, est celui des mots obtenus en partant du mot contenant uni-
quement le symbole initial, puis en lui appliquant des remplacements autorisés par les regles de
production jusqu’a obtenir un mot uniquement constitué de symboles terminaux.

&. On aurait pu imaginer ne pouvoir remplacer V' par wjws ... w, que lorsque V est précédé d’'un a par exemple
©. On supposera donc que le symbole | n’est ni terminal ni non terminal.
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Exemple 2.9

Pour Ggp = (V, X, P, S) :

* B = ¢ (en utilisant la premiere des 3 regles de production) donc ¢ est dans le langage décrit par la
grammaire non contextuelle ;

* B= BB= (B)B= (B)(B) = (O(B) = (0 donc () () est dans la langage décrit par la grammaire
non contextuelle.

On s’attache dans la section suivante a définir la relation notée = ci-dessous, qui permet de passer
d'un mot de (X U ¢/)* a un autre par “remplacement”.

2.2 Relations de dérivation

Dans la suite, on suppose fixée une grammaire ¢ = (¢, %, P, S).
Définition 2.10
Soient deux motsu € (VU X)* etv € (VUX)*".

On dit que v dérive immédiatement de u, ce que I'on note u = v, des lors qu’il existe x € (VUX)*,
y € (VUX)* et V — w une régle de production de P tels que u = x-V -y etv = z-w-y.

Exemple 2.11

Pour la grammaire proposée pour les mots bien parenthésés, (B)B = (B)(B). En effet, on retrouve la
définition avec

e = (B); * y=¢; * larégle B — (B).

P Exercice de cours 2.12

Pour la grammaire exemple, donner I'ensemble des mots w tels que (B)B = w.

P Exercice de cours 2.13

Pour la grammaire exemple, = est-elle une relation réflexive sur (¢ U X)*?
Est-il possible d'ajouter une régle de production a la grammaire pour rendre = réflexive sur (¢ U X)*7?

Lemme 2.14

Soient u, v, w trois mots de (¥ U X)*.
Siu = v, alors u-w = v-w, et w-u = w-v.

Démonstration : Si u = v, par définition de la relation = il existe (z,y) € ((V U £)*)? et une régle V — =
telsqueu=z-V-yetv=1x-2-y.
En posant 2’ = x ety = y-w (resp.x’ = w-x ety = y), on a par associativité v-w = z'-V-y et v-w = 2’2y
(resp.w-u =2'-V-y etw-v=2"-V-y),donc u-w = v-w (resp.w-u = w-v). O
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Définition 2.15
Pour p € N, on définit la relation =? comme l'itérée de p fois la relation =, formellement :

V(u,v) € (VUS)) u =P v & I(ug,ur, ug, - . ., up) € (VU D))
u=ug etu, =vetVie [0,n],u; = ui

Autrement dit =P représente la dérivation en p étapes de dérivation immédiates, en particulier si
p = 0, =P est la relation d’égalité. On définit la relation =* comme la cl6ture réflexive transitive

de la relation —, formellement :
Y(u,v) € (VUD) ) uSvE IpeNu=Po

Autrement dit =* représente la dérivation en un nombre quelconque (y compris nul) d’étapes de
dérivation immédiates.

Remarque 2.16

La relation de dérivation immédiate peut donc étre notée =1.

Vocabulaire 2.17

Siu =P v, on dit que v dérive de u en p étapes.
Siu =* v, on dit que v dérive de u.

Exemple 2.18
Pour Ggp, B= BB = (B)B=(B)(B)=0MB) =00, finalement B = O0O.
M Exercice de cours 2.19

Donner I'ensemble des mots sur (X U ©/)* de taille au plus 4 tels que B = w.

Lemme 2.20 (Lemme de composition)

Soient u, u’, v et v quatre mots de (V U X)*. Soient p et q deux entiers naturels.
Siu="u etv=17v alorsu-u =9P v-v'.

Démonstration : Par définition de = (resp. de =-%), ondispose de uy, us, . .., u,—1 (resp. de vy, ve, ..., vg—1)
desmotsde (XU V)  telsque u = u; = up ... = up_1 = v (xesp. v =v; = va2... = vg_1 = V).
D’apres le lemme 2.14 w-v = u1-v = ug-v... = up_1-v = v v =>uv > U vy = U v =W g

Corollaire 2.21

Soient u, v/, v et v quatre mots de (¥ U X)*.
Siu = etv3 0 alorsu-u' = v-v'.

P Exercice de cours 2.22

Démontrer la propriété précédente.

Lemme 2.23 (Lemme de décomposition)

Soient u et v deux mots de (V U X)*. Notons n = |u| et uy, us, ..., u, les lettres de u.
Siu =P v, alors il existe (01, Vq,...,0,) € (VUX)*)" et (p1,p2,...,pn) € N" tels que :

Autrement dit il est possible de découper v de sorte que chaque facteur dérive d’une lettre de u
en un certain nombre d’étapes (et que la somme de ces nombres d’étapes soit p).
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Démonstration : Montrons ce résultat par récurrence sur p € N.
Plus précisément montrons par récurrence sur p la propriété suivante.

Hy, - Y(u,v)e(VUD)) 2 u=Po = (@) (VU 3(p) eNlvl 4) i) et iid)

* Pourp = 0 et (u,v) € ((VUX)*)?, siu =" v alors u = v. Ainsi, en choisissant pour tout i € [1,n], 9; = u;,
on obtient le résultat souhaité.

* Soit p € N. Supposons la propriété vraie pour au rang p. Soient de plus deux mots u et v. Notons n = |ul.
Supposons que u =P+ v,
Puisque =P*! est la composée de = et =7, il existe un mot w tel que u = w et w =P v.
D’une part puisque u = w, il existe deux mots z € (VU X)* et y € (¥ U X)* ainsi qu'une regle de
production V. — z125...2. € Ptelsque u = z-V-yetw = x-2122...2.-y. On remarque alors que
|lw| = |z| +r+ |yl =n — 1+ r. Notons alors n’ =n — 1 + 7.

D’autre part puisque w =P v, I’hypothése de récurrence assure qu'’il existe des mots o1, U9, . .., 0, et des
entiers s, sg,. .., S, tels que :

. A A A .. . . A ... /

i) v="01-0g...-Ops; it) Vi€ [1,n],w; =% 0;; 1) Y i Si =D-

Notons ¢ = |z|. On pose alors :
. o déf déf
- pouri€[l,q], v; = 0; et p; = s;;
~ déf . A~ A~ déf
- Vg1 = Ugy1 Vg2 - Vgr €0 Pgr1 = 14 811+ 4 8¢40;
. ~ déf . déf
- pour: € [[q + 2,n]], Vi = Vjgr—1 €U D; = Sjqpr—1.
De tels (;)ie[1,n] €t (Pi)ie[1,,) conviennent car ils assurent i) 4i) et iii). Ainsi la propriété est vraie au
rang p + 1.

On conclut par principe de récurrence. O

P Exercice de cours 2.24

Justifier que (;)ie1,n) €t (Pi)ie[1,n] définis dans la preuve précédente conviennent, i.e. qu'ils vérifient bien les
trois conditions attendues ) ii) et 7i7).

P Exercice de cours 2.25

Justifier que BB =8 () () (()) pour la grammaire Cep.
Donner alors la décomposition de cette dérivation correspondant au lemme de décomposition.

Définition 2.26

Soit ¢ = (V, %, P, S) une grammaire non contextuelle.
Le langage engendré par la grammaire ¢, noté L' (), est 'ensemble des mots de ¥* qui dé-
rivent du symbole initial.

L) E{uer | SSu)

M Exercice de cours 2.27

Donner I'ensemble des mots de longueur au plus 4 dans le langage de la grammaire Ggp.

B Exercice de cours 2.28

Donner le langage engendré par la grammaire (¢, %, P, S) ou
« V(S A B,C D};
= £ {a};

déf

« P¥{S— AB|C|D,A— BB,B— CC,C — DD,D — a}.
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Définition 2.29

LOH dit qu’un langage est non contextuel dés lors qu’il est le langage d’une grammaire non contex-

tuelle.

M Exercice de cours 2.30

Montrer qu’un langage fini est non contextuel.
Définition 2.31

Deux grammaires sont dites faiblement équivalentes deés lors qu’elles engendrent le méme lan-
gage.

2.3 Preuves par induction

La propriété suivante 2.32 énonce un principe d’induction. Ce principe permet de démontrer que
les mots dérivants d’un symbole non terminal® vérifient tous une certaine propriété.

Pour la grammaire (gp on pourrait par exemple démontrer que 'ensemble des mots dérivants du
symbole B contiennent autant de ) que de (.

Proposition 2.32 (Principe d’induction sur les grammaires)

Pour chaque symbole V € V, on note” V| 'ensemble des mots de ¥* dérivant de V.
V,E{uex |V S u}

Soit (Py)vey une famille de propriétés sur >*.

On dit que u € ¥* est une extension de wyws . .. w,, € (V UX)™ valide pour (Py)ycy dés lors que
u peut S’écrire w;-sy-. . .-, ou chaque mot w; dérive du symbole w;, et si de plus celui-ci est non
terminal, le mot ; vérifie la propriété P,,,.

On dit que les propriétés (Py )y ey sont propagées par une regle (X — w) des lors que toute
extension de w valide pour (Py)vey Vérifie la propriété Px.

Le principe d’induction est alors le suivant : si les propriétés (Py)yey sont propagées par toutes
les regles de la grammaire, alors VV €V, Vu € V|, u vérifie la propriété Py .

Démonstration : On suppose que les propriétés sont propagées par toutes les regles. On veut montrer que
VYV eV, Yu € V|, Py (u). Pour p € N, on définit VP = {u e X* | V =P u}. On montre alors par récurrence
forte sur p € N la propriété suivante.

Hy, :VV eV Ywe VP, w vérifie Py

* La propriété Hy est trivialement vraie. En effet, pour tout V€ ¢, Vf = (). Par 'absurde, s’il existait
we Vf, on aurait d’une part w € * et d’autre part V =" w donc w = V €1 : ABSURDE.

* Soit p € N*. Supposons V¢ <p, H,. Montrons alors que H,, est vraie.
Soit V e ¥, soitw € VI ={w e T* |V =P w}.
Puisque p > 0, il existe u € (¥ U X)* tel que V = u et u =P~ w. Notons n = |ul.
D’apres le lemme de décomposition appliqué a la dérivation v =P~! w, il existe des mots w0y, . .., W, et
des entiers py, . .., p, tels que :

&. et donc en particulier tous les mots du langage engendré par une grammaire
Q. Cette notation est locale. Il en est de méme pour le vocabulaire d’extension valide et de propriété propagée.
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. ~ ~ ~ .. . . ~ n
i) W=y Wy ... Wy 1) Vie[l,n],u; =P w; W) Y. pi=p

De plus la dérivation immédiate V' = u assure que V' — ujus . .. u, est une rézglie de P, ainsi elle propage

Py par hypothese.

Afin d'utiliser cette propagation, montrons que w est une extension valide de ujus ... u,. Soiti € [1,n],

- Siw; € 3, alors w; = u;.

- Sinon, u; € ¥V et d’apres i) w; Euifi. Comme p; < p — 1 < p, on peut appliquer H), a la variable u; et
au mot 4, ainsi u; vérifie Py, .

Ainsi w est une extension valide de ujus . . . u,, et puisque laregle V. — wujus . . . u,, propage les propriétés,

w vérifie Py .

Ceci étant vrai pour tout V €V et tout w € VP, on a bien démontré que H, est vraie.

Exemple 2.33

Considérons la grammaire ¢ = (X, {, P,S) ou :

« VE(P I X}; e PY{I >a|ala, P—aPal|e, X — IPI};

« ¥ = {a}; - SEX.

On souhaite montrer que le langage engendré par une telle grammaire ne contient que des mots de longueur
paire. On considére a cet effet les propriétés suivants, associés a chacune des trois variables de (.

* ®Pp(w) : |w| est paire. * Pr(w) : |w| est impaire. * Px(w) : |w]| est paire.
Montrons que ces propriétés sont propagées par chaque réegle de production.
P — ¢ Une extension de ¢ ne peut étre que &, qui est bien de longueur paire, donc vérifie bien #p.

P — aPa Une extension valide de aPa s’écrit a-w-a ou w est de longueur paire (car il vérifie #p), un tel mot
est bien de longueur paire, donc vérifie bien #p.

I — a Une extension de a ne peut étre que a , qui est bien de longueur impaire, donc vérifie bien #;.

I — ala Une extension valide de ala s’écrit a-w-a ol w est de longueur impaire (car il vérifie #p), cette
extension est de longueur |w| 4+ 2 donc de longueur impaire, ainsi elle vérifie bien ;.

X — IPI Une extension valide de I PI s’écrit w1 -ws-w3 ol wy, we et w3 sont resp. de longueurs impaire,

paire, impaire, cette extension est de longueur |w; | + |wa| + |ws| qui est paire, ainsi elle vérifie Px.
Par principe d’induction sur les grammaires, on en déduit que X| ne contient que des mots de longueur
paire, /| ne contient que des mots de longueur impaire, P ne contient que des mots de longueur paire. En
particulier .£(¢) = X ne contient que des mots de longueur paire.

Exemple 2.34
Le langage engendré par la grammaire Ggp est le langage des mots bien parenthésés que 'on note BP. On
peut démontrer ce résultat par double inclusion.
JL(¢) C BP. Soit la propriété #p(w) : w € BP. Montrons que B vérifie #p, par induction :
* B—e.eceBP.
* B — BB. Soitu € BP et v € BP alors u-v € BP.
e B — (B). Soit u € BP alors (u) € BP.

Finalement, par principe d’induction, que B| vérifie #p et donc L(G) C BP.
BP C .£(@). Par induction sur la définition de BP.

* B—cdonc B3 edonce € L(G)

* Soitu € BPetv € BP tels que u € L(§) etv € L(G). B> uet B3 v,donc BB 2 u-v, or B — BB
donc B 2 w-v donc u-v € L(§)

* Soit u € BP tel que u € L(G). B = w donc (B) = (u), or B — (B) donc B = (u) donc (u) € L(GQ)
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P Exercice de cours 2.35

Montrer, en utilisant le principe d'induction que les mots du langage de la grammaire (2,1, P, S) ci-dessous
ne contiennent pas plus de 2 occurrences de la lettre a. ,
= V¥ {4 B}; » PE{A—>a|Ab,B— A|AA| Bb};

déf

« ¥ ¥ {a,b}; » SEB.

2.4 Définitions équivalentes

Dans cette section on s’intéresse a d’autres notions de dérivation, que I'on montrera comme étant
toutes équivalentes.

2.4.1 Dérivations gauche et droite

Définition 2.36

Soient deux motsu € (VU X)* etv € (VU X)*.

On dit que v dérive immédiatement a gauche (resp. a droite) de u, ce que I'on note v =, v
(resp. u =4 v), dés lors qu’il existe deux motsx € ¥* ety € (VUX)* (resp. x€ (VUX)* etyeX*) et
une regle de production V- — w € P tels que v = z-V-y et v = z-w-y. Autrement dit u =, v (resp.
u =4 v) lorsque I'on a appliqué une régle de production sur le premier (resp. dernier) symbole
non terminal de u pour obtenir v.

On définit alors $g (resp. =,) comme étant la cléture réflexive transitive de =, (resp. =4).

P Exercice de cours 2.37

En utilisant la grammaire Ggp, justifier que B :*>g (O)O. A-t-on pour cette méme grammaire B 2,007

P Exercice de cours 2.38

Soient u, v, w trois mots de (¥ U X)*.
Montrer que si u =4 v, alors u-w =4 v-w.
Montrer que si de plus w€¥* on a aussi w-u =4 w-v.

P Exercice de cours 2.39

Proposer une grammaire pour laquelle il n'y a pas unicité de la dérivation gauche. Plus précisément on attend
une grammaire ¢ = (3, ¥, P, S), une variable V' et un mot w € X* tels qu'il existe plusieurs suites de dérivations
gauches immédiates transformant V' en w.

2.4.2 Arbre de dérivation

Définition 2.40
On appelle arbre d’analyse (ou arbre de dérivation) un arbre non vide dont les nceuds sont
étiquetés par ¥V U X U {c} et tel que :
* la racine est étiquetée par S ;
* tout neceud interne (i.e. ayant des fils) est étiqueté par un symbole non terminal V € { et
- ses fils sont étiquetés de gauche a droite par si, sa, ..., s,*etV — s155...5,€P,
- ou bien il a un seul fils étiqueté parc etV — ¢ € P.

On dit d’un arbre de dérivation qu’il est clos lorsque ses feuilles sont toutes étiquetées par des
symboles terminaux ou par .
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Exemple 2.41
Les arbres suivants sont des arbres de dérivation de la grammaire Ggp.

B
AN
B B B ( B )
/\ VRN /1N
€ B B ( B ) ( €)

Le premier et le dernier sont des arbres de dérivation clos.

P Exercice de cours 2.42

Pour la grammaire Ggp, donner |'ensemble des arbres de dérivation ayant exactement 4 nceuds.

Définition 2.43
La production (ou le produit) d’un arbre dérivation T, notée prod(T), est définie par la fonction
inductive suivante.

rod(T) = { siT = Leaf(w)
P ~ prod(Th)-prod(Ty) . . .-prod(T,) siT = Node(_,T1,Ts,...,Tp)

On dit qu’un mot w admet un arbre de dérivation s’il est le produit d’un arbre de dérivation.

Exemple 2.44
Les arbres de I'exemple précédent ont respectivement pour production €, BB, (B) et (()).

P Exercice de cours 2.45

Pour la grammaire Ggp, donner deux arbres de dérivation différents ayant la méme production (()) () (Q)).

P Exercice de cours 2.46

Donner une condition nécessaire et suffisante sur la production d'un arbre de dérivation pour que celui-ci soit
clos.

2.4.3 Equivalence

Proposition 2.47

Pour tout mot w € ¥*, les 4 propriétés suivantes sont équivalentes :
1. we L(Q);
2. wE Ly(G) ot L(G) ={we x| S, w};
3 weLyQ) ot Ly(Q) ={we x| SS,w};
4. w admet un arbre de dérivation dans la grammaire .

Démonstration : On démontre 4 = 3,4 = 2,2 = 1,3 = 1, 1 = 4, ce qui suffira pour conclure. On
généralise la notion d’arbre de dérivation : on l'autorise a étre enraciné en n’importe quel symbole V' € ¢
et pas seulement en S. On appelle de tels arbres des arbres de dérivation généralisés. On remarque qu'un
sous-arbre d’un arbre de dérivation généralisé est, ou bien réduit a une feuille, ou bien encore un arbre de
dérivation généralisé. De plus si 7" est un tel arbre, on note racine(7") le symbole étiquetant sa racine.

4 = 3 On montre par induction sur les arbres non vides étiquetés par ¢/ U X U {¢} la propriété suivante.

®(T) : Si T est un arbre de dérivation généralisé clos, alors racine(T') =, prod(T)

&. On sous-entend ainsi que les s; sont des symboles de ¢ U .
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