Feuille d’exercices n°15 - Révisions de MPI

— Notions abordées
- programmation dynamique
- automates : déterminisation, algorithme de Berry-Sethi, lemme de I'étoile
- grammaires non contextuelles : arbre de dérivation, ambiguité
- arbres couvrants, algorithmes glouton et argument d’échange
- probleme indécidables, réduction
- classes de complexité P et NP, réduction
- algorithme de branch-and-bound
- algorithmes d’TIA

Exercice 1 : L’étoile d’un langage dans P est aussi dans P

Le but de cet exercice est de montrer que pour L un langage de P, L* est aussi dans P.
Q. 1 Rappeler ce que signifie L €P et ce que signifie L* € P.

Q. 2 Combien y a-t-il de découpages en facteurs non-vides d'un mot de taille n > 0? En déduire
la complexité de I'algorithme naif qui teste ’appartenance d’'un mot a L* a partir d’un test
d’appartenance a L en envisageant un a un tous les découpages possibles ?

Q. 3 Combien y a-t-il de facteurs non-vides d'un mot de taille n? En déduire quel schéma algo-
rithmique il pourrait étre judicieux de mettre en place pour tester 'appartenance a L*?

Q.4 A quelle condidtion un mot de taille O est-il dans L*?
A quelle condidtion un mot de taille 1 est-il dans L*?

\ Siwi...ijL*

Q.5 SoitweX* detaille neN*. Pour {(i, j) € [1,n]? | i < j}, ondéfinit 4; ; = { F sinon

Donner une caractérisation récursive de A.

Q. 6 Déduire des questions précédentes un algorithme qui teste en temps polynomial I'apparte-
nance a L*, en supposant que le test d’appartenance a L est en temps polynomial.

Q. 7 Conclure.
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Exercice 2 : Enumération des mots reconnus par un automate

Dans cet exercice on se propose d’énumérer les mots reconnus par un automate (non nécessairement
déterministe). Un tel ensemble pouvant bien siir étre infini, on cherche a fournir un algorithme qui,
étant donné un automate A sur un alphabet ¥ et un entier n € N produit 'ensemble des mots de
" reconnus par A, ensemble qu’on notera .[;,(A) dans la suite de cet exercice :

Lo(A)ELA)NE"

Etant donné un automate A = (¥, Q, I, F, §) et un état ¢ € Q, on note A, 'automate (3, Q, {¢}, F, 9).
La seule différence entre 7, et A se situe au niveau des états initiaux : ceux de 4 sont remplacés
par le seul état ¢ dans A,.

Q.1 FEtant donné un automate A = (X,Q,1, F.,§), exprimer £Ly(A,) en fonction de g€ Q) ?

Q.2 FEtant donné un automate A = (3,Q,1,F,§), donner et prouver, pour tout (n,q) € N*xQ,
une relation entre .[;,(A,) et les .L,,(A,) pour p<netq €qQ.

Q. 3 Donner, pour tout n €N, une relation entre £, (A) et les .£},(A,) pour g€ Q.

Les questions précédentes devraient donner une idée d’algorithme récursif permettant d’énumérer
les mots d’'une longueur donnée reconnus par un automate donné. Toutefois, avant de se jeter dans
I'implémentation, on s’interroge sur la complexité de I'algorithme envisagé.

Q. 4 Donner, pour chaque n € N un automate .4,, a n états et O(n) transitions® tel que I'arbre
des appels récursifs pour le calcul de .£,(A,,) est de taille exponentielle en n, tandis que le
cardinal de .[},(A,,) est en O(n).

Q. 5 Donner, en fonction du nombre d’états M de 'automate A et de I'entier n une majoration du
nombre d’ensembles £,,(.A,) qui entrent en jeu dans le calcul récursif de .[;,(A).

Q. 6 Proposer un schéma algorithmique permettant la réconciliation des observations des deux
derniéres questions.

Q. 7 Proposer une implémentation en OCaml de cet algorithme. On pourra supposer que I'en-
semble () des états de 'automate est de la forme [0,n — 1], avec n € N. On accordera une
attention particuliere au fait que :

- il n’est pas nécessaire d’avoir un espace mémoire en ©(Mn), un ©(n) suffit.

- si 'on itere sur chaque état, et que pendant chacune de ces itérations, on itere sur
ses prédécesseurs, il est peut étre envisageable de ne parcourir qu'une fois la liste des
transitions.

&. on entend par la que pour tout n€N, A, a exactement ¢,, transitions, et que (¢, )nen €O ().
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Exercice 3 : Automates (révisions)

Q.1 Donner un automate complet non déterministe a 5 états qui reconnait les mots de {a,b}*
ayant baba pour facteur.

Q. 2 Donner un automate déterministe qui reconnait les mots de {a,b}* ayant un nombre de b
multiple de 3 et n’ayant pas deux a consécutifs.

Q. 3 En appliquant exactement I’algorithme de déterminisation du cours, donner un auto-
mate déterministe et complet équivalent a 'automate ci-dessous, défini sur ¥ = {a, b, c}.

On attend uniquement la table de U'automate, on pensera a y faire figurer les éventuels états
initiaux et finaux.

a a
(o (1 (2
NI
a

Q. 4 Donner 'automate obtenu, en appliquant exactement I’algorithme de suppression des
e-transitions du cours, sur 'automate suivant, en traitant les états dans 'ordre 0, 1, 2.

On attend une représentation de l'automate obtenu apreés le traitement de chaque état.
€
£

Cg@/
b
b

Q. 5 Donner 'automate obtenu en appliquant ’algorithme de Berry-Sethi a I'expression régu-
liere e = a(a|(b-(a*-b)))*-b-a*.

Q. 6 En appliquant l'algorithme reposant sur des automates généralisés vu en cours, donner une
expression réguliere décrivant le langage reconnu par 'automate ci-dessous. On pourra sim-
plifier légérement les expressions réguliéres au fur et a mesure. On prendra soin de supprimer les
états par numeéros croissants, et on demande de représenter 'automate aprés chaque suppression.

Q. 7 Le langage {a"b™c?|(n, m,p) € N3} est-il régulier ? Justifier.

Q. 8 Le langage {a"b™c"|(n, m) € N3} est-il régulier ? Justifier.
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Exercice 4 : Grammaires non contextuelles (révisions)

Soit ¥ = {a,b,c}. Soit ¥ = {S, X'}. Considérons alors la grammaire S —aXc
G = (%,V,S, P)ou P est 'ensemble de regles de production ci-contre. X -S| XX|ble

Q. 1 Justifier a 'aide d’une suite de dérivations immédiates que aabcc € L(Q§).

Q. 2 Montrer que ¢ est ambigiie.

Q. 3 Décrire explicitement le langage .L'(Q).

Q. 4 Donner une grammaire ¢’ non ambigiie faiblement équivalente a .

Q.5 Donner en OCAML une fonction qui réalise I'analyse syntaxique d’'un mot pour ¢”.
Q. 6 Donner une grammaire qui engendre le langage {we¥* | |w|. > 2}.

Q. 7 Donner une grammaire qui engendre le langage {we¥* | |w|. = 2 et |w|, = 1}.

Exercice 5 : Arguments d’échange et ACPM

On considére dans cet exercice la variante du probleme Acpwm suivante.

Entrée : Un graphe connexe non orienté pondéré positivement G = (S, A, ¢)
ECPM : ) ) A , .
Sortie : Un ensemble d’arétes A’ C A tel que ~ =~ 4 minimisant }_,c 4 ¢(a)

Soit G = (S, A, ¢) un graphe connexe non orienté pondéré positivement.

Q.1 a) Montrer qu’il existe une solution optimale de EcpMm pour G qui est acyclique.
b) Montrer que si Va € A, c(a) > 0 alors toute solution optimale de EcPM pour G est acy-
clique.

Q. 2 On suppose que GG admet un cycle ~. Soit a™ une aréte v de poids maximal.

a) Montrer qu'il existe une solution optimale de EcPM pour GG ne contenant pas a™.
b) Montrer que si Va € 7y, c¢(a) < c¢(a™) alors aucune solution optimale de Ecpm pour G ne
contient a™.

Q. 3 Soit a” une aréte v de poids minimal dans G.

a) Montrer qu'il existe une solution optimale de EcPM pour G contenant pas a ™.
b) Montrer que si Va € A,c(a”) < c(a) alors toute solution optimale de Ecpm pour G
contient a~.
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Exercice 6 : Réductions entre problemes indécidables (révisions)

Q.1 Montrer que le probleme suivant est indécidable.

0, : Entrée : La sérialisation d’'une machine 771, deux mots w; € ¥* et w, € 3*
'"] Sortie : Lamachine 171 s'arréte-t-elle w; mais pas sur ws ?

Q.2 Ondit qu'un langage L est stable par extraction si et seulement si tout sous-mot d’'un mot de
L est lui-méme dans L. Montrer que le probleme suivant est indécidable.

Qs - Entrée : La sérialisation d’'une machine /.
" | Sortie : .L(M) est-il stable par extraction ?

Exercice 7 : Partition Bis

On rappelle que le probleme SuBseTSuM ci dessous est NP complet.

Entrée : Un entier n € N, une suite finie (w;);cp1,»; € N", un entier W
Sortie : Existe-t-il I C [1,n] tel que Y ;c;w; = W?

On définit le probleme PARTITIONBIS comme prenant en entrées : un entier n, une famille de n
nombres entiers, deux entiers W et W, et demandant s’il est possible de partitionner cette famille
d’entiers de sorte que la somme des éléments de la premiere partition soit inférieur a W, et la
somme des éléments de la seconde partition soit inférieur a 5.

Q.1 Formaliser le probleme PARTITIONBIS.
Q. 2 Montrer que PARTITIONBIS € NP.

Q. 3 Montrer que ParTITIONBIS est NP-difficile.

Exercice 8 : Coloration et couverture de graphe

Dans cet exercice on considere deux problémes de décision associés a des problemes de minimisation
sur les graphes non orientés. Le probleme de coloration consiste a colorier les sommets d’un graphe
avec le moins de couleur possible de sorte que deux sommets reliés par une aréte ne soient pas de
la méme couleur. Le probléeme de couverture par des cliques consiste a répartir les sommets d’'un
graphe en le moins de groupe possible de sorte que chacun de ces groupes forme une clique *.

Q.1 Formaliser les problemes de décision CoLORATIONMIN et Couv.CLIQUE respectivement asso-
ciés au probleme de coloration et au probleme de couverture par des cliques.

Q. 2 Montrer que Couv.CLIQUE =< p COLORATIONMIN et COLORATIONMIN =< p COuV.CLIQUE.

&. On rappelle qu'une clique est un ensemble de sommets qui induit un sous-graphe complet.

Informatique - MPI Lycée Fermat - 2025/2026 5/9



Exercice 9 : Problemes NP-difficiles de dominants

Dans cet exercice on s’intéresse a deux problemes de décision sur des graphes non orientés. Afin de
définir ces problemes, on donne d’abord quelques définitions.

Définition 0.1
Soit G = (S, A) un graphe non orienté.

- Deux sommets u et v sont voisins dans G ssi {u,v} € A.
- Deux arétes e et [ sont adjacentes dans G ssieN f # ().

- Soit R C S un sous-ensemble de sommets.
R est un ensemble de sommets dominant de G ssiVue S\ R,Jve R, {u,v} €A, eN R # (),
autrement dit ssi chaque sommet de G qui n’est pas dans R est voisin d’'un sommet de R.

- Soit D C A un sous-ensemble d’arétes.
D est un ensemble d’arétes dominant de G ssiVec A\ D, 3de€ D,eNd # (), autrement dit ssi
chaque aréte de G qui n’est pas dans D est adjacente a une aréte de D.

Définition 0.2

Soit G = (S, A) un graphe non orienté. Le graphe adjoint de G, noté L(G)*, est le graphe non
orienté qui représente la relation d’adjacence des arétes de G.

LG) ¥ (A,B)ou B={{e,f}|e€ A, fEA en f O}

Q.1 Représenter L(G) pour le graphe G ci-dessous.

On remarque que, peu importe le graphe non orienté G = (5, A), S est toujours un ensemble de
sommets dominant, et A est toujours un ensemble d’arétes dominant. On consideére alors les deux
problémes de décision suivants.

Entrée : Un graphe non orienté G = (.5, A), un seuil K €N.

DoM.SOMMETS . . .
OM.50 {Sortle : G admet-il un ensemble de sommets dominant R tel que |R| < K ?

Entrée : Un graphe non orienté G = (.5, A), un seuil K €N.

DoM.ARETE . . A .
OM-ARETES {Sortle : G admet-il un ensemble d’arétes dominant D tel que |D| < K?

Q. 2 Justifier que le probléme Dom.SOMMETS est dans la classe NP.
Q. 3 Proposer une relation de réduction polynomiale entre ces deux problemes et la démontrer.

Q. 4 Que peut-on en déduire quant a la difficulté de ces problemes de décision ?

&. Ce graphe est appelé line graph de G en anglais.
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Exercice 10 : Problemes DoMm.SoMmMETSs et Couv.ENs

1. Introduction des probléemes

Etant donné une famille & de sous-ensembles d'un ensemble X, on appelle couverture de X une
sous-famille de F dont I'union est X . Le probléme de la couverture par ensembles minimum consiste
a trouver une couverture de cardinal minimum. Le probleme de décision associé est le suivant.

Entrée : Un ensemble fini X # 0, neN*, (X;);ep,n) €P(X)", unseuil K €N.
COUV.ENS § gortie : Existe-t-il J Cl,n)telque X = U X;et|J| < K?
jeJ

Q.1 Soit (X,n, (Xi)icp ), K) une instance de Couv.Ens. Donner une condition suffisante pour
que X admette une couverture (de cardinal quelconque) et justifier que I'on peut tester cette
condition en temps polynomial.

Etant donné un graphe non orienté G = (S, A), on appelle ensemble de sommets dominant de G
un sous-ensemble R C S tel que chaque sommet de GG qui n’est pas dans R est voisin d’'un sommet de
R,ie.telque Vue S\ R,Fve R, {u,v} €A, eN R # (). On remarque que S est toujours un ensemble
de sommets dominant. Le probleme du dominant minimum consiste alors a trouver 'ensemble de
sommets de plus petit cardinal qui est un dominant. Le probleme de décision associé est le suivant.

Entrée : Un graphe non orienté G = (S, A) avec S # (), un seuil K €N.

DOM.SOMMETS . . .
{Sortle : G admet-il un ensemble de sommets dominant R tel que |R| < K ?

Q. 2 Donner une instance négative et une instance positive de DoM.SOMMETS.

2. Réduction de Dom.SoMMETs a Couv.ENs

Q. 3 Montrer que DoM.SOMMETS se réduit en temps polynomial a Couv.ENs.

3. Réduction de Couv.ENs a DoM.SOMMETS

Soit (X, n, (X;)icpi ), &) une instance de Couv.Ens. On suppose que X admet au moins une cou-
verture. De plus, quitte a renommer les éléments de X, on suppose que X N [1,n] = (). On pose
alors I = [1,n], S=XUI, A=A, UA;ou

Ay ={{i, 5} | (G,5)€T?i# j} et Ay = {{i,x} | i€, z€ X, 2 € X;}.

On considere enfin le graphe G = (S, A), ainsi (G, K) est une instance de DOM.SOMMETS.

Q. 4 Dessiner le graphe G pour I'instance représentée ci-dessous ol X = {1, xo, T3, T4, x5}, n = 4,
Xy ={m1}, Xo = {72, 13}, X3 = {73, 74,75} €t Xy = {74, 75}.

Ly
xQ
Ts
X4
Xy —
Xy

Q. 5 Supposons qu'’il existe J C [1,n] une couverture de X. Montrer qu’il existe un dominant de
G de méme cardinal.
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Q. 6 Supposons que R C S est un dominant de cardinal minimum pour G. Posons J = RN I.

a) Montrer que J n’est pas nécessairement une couverture pour X.
On pourra s’appuyer sur U'exemple ci-dessus.

b) Montrer que si R C I, alors J (et donc R) est une couverture pour X.

¢) Montrer que si |[R N X| > 0, alors il existe R’ C S un autre dominant minimum pour G
tel que |R' N X| < |[RN X].

Q. 7 Montrer que si R est un dominant de G cardinal minimum, alors il existe une couverture de
X de cardinal |R).

Q. 8 Montrer finalement que Couv.ENs se réduit en temps polynomial a DoM.SOMMETS.

Exercice 11 : Séparation et évaluation

On s’intéresse dans cet exercice a I'utilisation du schéma algorithmique de séparation et évaluation

dans le cadre la résolution d’'un probleme de minimisation.

Afin de rester générique, on note instance le type des instances du probléme de minimisation, so-

lution le type des solutions et sol_partielle le type des solutions partielles. On entend par la qu'une

solution partielle contient 'ensemble des décisions déja prises a un nceud, ainsi que les éventuelles

informations complémetaires utiles pour générer les solutions partielles correspondant aux enfants

d’un tel nceud selon le schéma de branchement choisi.

On suppose qu’on dispose des fonctions suivantes :

- heuristique_init qui prend en entrée une instance et qui renvoie un couple de solution x R donnant
une solution et sa valeur;

- heuristique_compatible qui prend en entrée une instance ainsi qu'une sol_ partielle et qui renvoie un
couple de solution x R donnant une solution compatible avec la solution partielle et sa valeur;

- calcule_minorant qui prend en entrée une instance ainsi qu'une sol_partielle et qui renvoie un mi-
norant de la valeur des solutions compatibles avec la solution partielle;

- genere_enfants qui prend en entrée une instance ainsi qu’une sol_partielle et qui renvoie la liste des
solutions partielles enfant de cette solution partielle selon la statégie de branchement choisie ®.
On suppose que lorsqu’une solution partielle est en fait une solution complete, les valeurs obtenues
par les fonctions heuristique_compatible et calcule_minorant coincident, et méme coincident toutes

deux avec la valeur de ladite solution.

Q.1 Ecrire le pseudo-code de I'algorithme de séparation et évaluation dont la stratégie d’explo-
ration est un parcours en profondeur.

Identifier dans le pseudo-code les trois cas d’arréts de ’exploration locale :

- le nceud est "résolu”;
- le nceud est stérile;
- le noeud n’est pas intéressant (c’est ’élagage).

Q.2 Méme question lorsque la stratégie d’exploration est un parcours en largeur.

Q. 3 Méme question lorsque la stratégie d’exploration est de développer prioritairement les nceuds
les plus prometteurs (c’est-a-dire ayant le plus petit minorant).

&. La signature de genere_enfants est un peu restrictive et ne couvre pas le cas ou 'on souhaite brancher sur la
variable la plus fractionnaire du reldché continu par exemple. Pour cela, il aurait fallut que calcule_minorant renvoie un
couple solution relachée/valeur et que la fonction genere_enfants prenne en argument cette solution relachée.
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Exercice 12 : Algorithmes d’intelligence artificielle (révisions)

Q. 1 Construire un arbre 3-dimmensionnel permettant de représenter le jeu de données suivant.

On rangera a droite d’un nceud des valeurs strictement inférieures, et a gauche des valeurs supé-
rieures ou égales. Dans le cas d’'un nombre paire de valeurs, on choisira comme médiane la plus
grande des deux valeurs possibles.

- (0,1,4) - (1,5,9) - (3,3,5) - (5,0,2) - (7,10,1)
- (07273) - (27 107 10) - (37476) - (57371) - (77 10a3)
- (1,3,10) - (2,10,11) - (5,0,8) - (5,9,10)

Q. 2 Rappeler quel est I'intérét d’'un arbre k-dimensionnel et dans le cadre de quel algorithme
d’intelligence artificielle il est notamment utilisé.

Q. 3 Appliquer l'algorithme de classification hiérarchique ascendante (HAC) sur le jeu de don-
nées réprésenté ci-dessous, en utilisant le diametre comme mesure de dissimilarité, et en
rassemblant les classes tant que le diametre ne dépasse pas 2.

On traitera les points de gauche a droite.

A
8
7
hi j
6
5&0 e
4
b d
3
f k
2 5
1
1
g {
0 >

Q. 4 Appliquer l'algorithme ID3 sur le jeu de données suivant.

1| x|y | 2z || classe i | x|y | 2z || classe
O|F|F|F F 4|V |F|F V
1| F|F |V F 5/VI|F|V V
2/ F|VI|F \% 6| V|V|F V
3| F |V ]V V TIV|IV |V V

Q. 5 Parmi les algorithmes appliqués dans cet exercice, dire lesquels relevent de I'apprentissage
supervisé et lesquels releévent de 'apprentissage non supervisé. Justifier brievement.
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