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Première partie

Thème structures de données

Exercice 1 : Tas binaire Mines-Télécom, 2024

Q. 1 Donner la définition d’un tas binaire.

Q. 2 Proposer deux implémentations.

Q. 3 Trier le tableau suivant grâce à l’algorithme de tri par tas : [4, 12, 5, 7, 3, 8, 1, 9]

Q. 4 Quelle est la complexité de l’algorithme? On attend une justification.

Exercice 2 : File Mines-Télécom, 2024

Q. 1 Rappeler le principe d’une pile et d’une file.

Q. 2 Rappeler les opérations associées aux piles et aux files.

Q. 3 Expliquer comment faire une file en utilisant deux piles.

Q. 4 Prouver la correction de la réponse proposée à la question 3.

Q. 5 Donner la complexité des opérations dans le cadre de ce modèle.

Exercice 3 : Arbres et tri Mines-Télécom, 2023

Soit An un arbre enraciné à n nœuds et de hauteur h.
Q. 1 Donner le nombre minimal et maximal de nœuds en fonction de la hauteur h et le prouver.
Soit T un tableau de taille n. On suppose qu’on ait un algorithme de tri qui puisse seulement
comparer deux à deux les valeurs de ce tableau. On note an l’arbre de décisions associé à l’exécution
de algorithme sur T . Les feuilles représentant le résultat de l’algorithme et les nœuds le choix de
l’échange.

Q. 2 Prouver que an a n! feuilles.

Q. 3 Prouver que la hauteur de an est un Ω(n log2(n)) c’est-à-dire qu’il existe C une constante telle
que la hauteur de an est supérieure ou égale à Cnlog2(n).

Q. 4 Que peut-on en déduire sur la complexité pire cas d’un algorithme de tri par comparaisons?

Q. 5 Si on suppose que T ne contient que des entiers de J0, KK, donner un algorithme de tri de T
en Θ(n+K).
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Exercice 4 : Arbres binaires de recherche CCINP type A, sujet 0

Dans cet exercice, on autorise les doublons dans un arbre binaire de recherche et pour le cas d’égalité
on choisira le sous-arbre gauche. On ne cherchera pas à équilibrer les arbres.

Q. 1 Rappeler la définition d’un arbre binaire de recherche.

Q. 2 Insérer successivement et une à une dans un arbre binaire de recherche initialement vide
toutes les lettres du mot bacddabdbae en utilisant l’ordre alphabétique sur les lettres. Quelle
est la hauteur de l’arbre ainsi obtenu?

Q. 3 Montrer que le parcours en profondeur infixe d’un arbre binaire de recherche de lettres est
un mot dont les lettres sont rangées dans l’ordre croissant. On pourra procéder par induction
structurelle.

Q. 4 Proposer un algorithme qui permet de compter le nombre d’occurrences d’une lettre dans un
arbre binaire de recherche de lettres. Quelle est sa complexité ?

Q. 5 On souhaite supprimer une occurrence d’une lettre donnée dans un arbre binaire de re-
cherche de lettres. Expliquer le principe de l’algorithme permettant de résoudre ce problème
et le mettre en oeuvre sur l’arbre obtenu à la question Q. 2 en supprimant successivement
une occurrence des lettres e, b, b, c et d. Quelle est sa complexité en fonction de la hauteur
de l’arbre?

Exercice 5 : Minima locaux dans des arbres CCINP type A, sujet 0

Dans cet exercice, on considère des arbres binaires étiquetés par des entiers relatifs deux à deux
distincts. Un nœud est un minimum local d’un arbre si son étiquette est plus petite que celle de
son éventuel père et celles de ses éventuels fils. Considérons par exemple l’étiquetage 1b de l’arbre
binaire non étiqueté 1a.

(a) Sans étiquette

0

3 2

-2 8 1

-4 6 4

(b) Avec étiquettes

Figure 1 – Arbres considérés dans l’exercice

Q. 1 Déterminer le ou les minima locaux de l’arbre 1b.

Q. 2 Donner une définition inductive permettant de définir les arbres binaires ainsi que la défini-
tion de la hauteur d’un arbre. Quelle est la hauteur de l’arbre 1b?

Q. 3 Montrer que tout arbre non vide possède un minimum local.

Q. 4 Proposer un algorithme permettant de trouver un minimum local d’un arbre non vide et
déterminer sa complexité.

On considère un arbre binaire non étiqueté que l’on souhaite étiqueter par des entiers relatifs dis-
tincts deux à deux de manière à maximiser le nombre de minima locaux de cet arbre.
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Q. 5 Proposer sans justifier un étiquetage de l’arbre 1a qui maximise le nombre de minima locaux.
Q. 6 Proposer un algorithme qui, étant donné un arbre binaire non étiqueté en entrée, permet

de calculer le nombre maximal de minima locaux qu’il est possible d’obtenir pour cet arbre.
Déterminer la complexité de cet algorithme.

Q. 7 Montrer que, pour un arbre de taille n ∈ N, le nombre maximal de minima locaux est majoré
par

⌊2n+ 1
3

⌋
.On pourra remarquer que les nœuds non minimaux couvrent l’ensemble des arêtes

de l’arbre.

Exercice 6 : B-arbre CCINP type A, 2024

Q. 1 Donner la définition d’un arbre binaire de recherche. Quelle condition doit respecter un tel
arbre pour réaliser les opérations en temps logarithmique? Donner une classe d’arbres qui
vérifient cette condition. On notera F cette classe.

On définit un B-arbre d’ordre t comme étant un arbre dont les nœuds stockent des clés (au moins
une) et vérifiant les conditions suivantes.
• Toutes les feuilles ont la même profondeur.
• Chaque nœud a au plus 2t− 1 clés.
• Chaque nœud qui n’est ni racine ni feuille a au moins t− 1 clés.
• Si un nœud interne a n clés alors il a exactement n+ 1 enfants.
• Dans chaque nœud les clés sont classées par ordre croissant.
• Pour tout nœud, les clés de son i-ème sous-arbre sont toutes inférieures ou égales à sa i-ème clé

(si elle existe) et toutes strictement supérieures ) sa i− 1-ème clé (si elle existe).
Q. 2 Lequel de ces trois arbres est un B-arbre d’ordre 2.

10

2, 5, 7

1 3 6 8

15, 21, 23

14 20 22

10

2, 5, 7

0, 1 3 6 8

15, 21, 23

14 20 22 27

10

2, 5, 7

1 3 6 8

15, 21, 23

14 27 22 29

Q. 3 Soit a unB-arbre d’ordre t et de hauteur h > 1 qui contient n clés. Montrer que n > 2th−1−1.
Indication : On pourra commencer par établir combien de nœuds internes a un arbre dont tous
le nœuds internes ont t enfants et dont les feuilles sont toutes de profondeur h′.

Q. 4 Donner, en français ou en pseudo-code, un algorithme pour rechercher une clé dans un B-
arbre.

Q. 5 Quelle est la complexité pire cas de cet algorithme?
La comparer à la complexité pour la classe F de la Q. 1.

Q. 6 Soit a un B-arbre d’ordre t dont la racine a exactement 2t − 1 clés. Proposer un B-arbre
d’ordre t contenant les mêmes clés mais dont la racine a exactement 1 clé.

c1 6 c2 6 · · · 6 ct 6 · · · 6 c2t−2 6 c2t−1

A0 A1 A2 . . . At−1 At+1 . . . A2t−2A2t−1

Figure 2 – Un B-arbre d’ordre t dont la racine a exactement 2t− 1 clés.

NB : La dernière question n’est pas nécessairement celle du sujet original et l’indication de la Q. 3 a été
ajoutée.
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Exercice 7 : Liste chainée de mots CCINP type B, 2025

Cet énoncé est accompagné d’un code compagnon liste_chainee.c fournissant les définitions de type
de cet énoncé ainsi que des valeurs pour tester les fonctions demandées. En dehors des appels déjà
présents dans ce fichier pour la création d’instance, on ne fera aucun appel à la librairie string.h.
Dans cet exercice on manipule des listes chainées de mots implémentées en C à l’aide des types
suivants.

1 struct maillon{
2 int n; // donne la capacité de mot
3 char *mot;
4 struct maillon *suivant;
5 };
6 typedef struct maillon *liste;

Q. 1 Écrire une fonction void affiche_simple (liste l) qui affiche les mots de la liste l avec
un retour à la ligne après chaque mot.

Q. 2 Écrire une fonction void affiche_reverse (liste l) qui affiche les mots de la liste l dans
l’ordre inverse de la liste avec un retour à la ligne après chaque mot.

Q. 3 Écrire une fonction void ajoute_char (liste l, char c) qui ajoute le caractère c à la fin
de chacun des mots de la liste l. On considère que l’espace alloué pour chaque mot est
suffisant pour l’ajout de ce caractère.

Q. 4 Quelle est la complexité pire cas de la fonction ajoute_char. Quelle serait la complexité si
on décidait d’ajouter le caractère en début de chaque mot plutôt qu’à la fin.

La question suivante peut différer du sujet original, elle a été reconstituée du peu d’éléments rapportés.
De plus l’exercice contenait une question supplémentaire.

Q. 5 Écrire une fonction bool est_sous_mot(char* u, int nu, char* v, int nv) qui prend en
paramètres un mot u de taille nu et un mot v de taille nv et qui teste si u est un sous-mot de v.

Exercice 8 : Arbres de Braun CCINP type B

Le sujet fournit un fichier compagnon nommé ccinp_arbre_braun.ml fournissant le type décrit par
l’énoncé ainsi qu’une partie des fonctions décrites ci-après. Il est à compléter avec les fonctions deman-
dées.

Si t est un arbre, on note |t| sa taille. Un arbre de Braun est un arbre binaire qui est :
• soit l’arbre vide ;
• soit de la forme N(r, g, d) avec r une étiquette et g et d deux arbres de Braun vérifiant

|d| 6 |g| 6 |d|+ 1

On se limite dans ce sujet sujet au cas où les étiquettes des arbres de Braun sont des entiers et on
représente de tels arbres à l’aide du type suivant en OCaml.

1 type braun = E | N of int * braun * braun

Q. 1 Pour tout n ∈ J1, 6K, dessiner les squelettes des arbres de Braun de taille n. Que remarque-t-
on?
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On admet que la hauteur h et la taille n d’un arbre de Braun vérifient la relation h = Θ(log n).

Q. 2 Écrire une fonction hauteur : braun -> int calculant la hauteur d’un arbre de Braun. On
demande une complexité logarithmique en la taille de l’arbre en entrée, qu’on justifiera briè-
vement.

Un tas de Braun est un arbre de Braun vérifiant de surcroît que l’étiquette d’un nœud est toujours
inférieure ou égale à celles de ses fils éventuels. Dans la suite, on implémente des fonctions sur les
tas de Braun de façon à les utiliser pour implémenter une file de priorité. Le code compagnon met
par ailleurs à disposition deux tas de Braun t1 et t2 pour les tests.

Q. 3 Écrire une fonction minimum : braun -> int renvoyant l’élément minimal d’un tas de Braun.
Dans le cas où l’arbre est vide, on renverra max_int.

Q. 4 Le code compagnon fournit une fonction inserer : braun -> int -> braun. Justifier que
inserer a x est un tas de Braun et qu’il contient l’élément x en plus de ceux présents dans a.

On suppose que l’on dispose d’une fonction fusionner : braun -> braun -> braun prenant en
entrée deux tas de Braun t et t′ tels que |t′| 6 |t| 6 |t′|+ 1 et qui renvoie un tas de Braun contenant
les éléments de t et de t′.

Q. 5 Écrire alors une fonction extraire_min : braun -> int * braun prenant en entrée un tas
de Braun t et qui renvoie un couple (m, t′) avec m le minimum de t et t′ un tas de Braun
contenant les étiquettes de t moins une occurrence de m. On lèvera une exception en cas
d’arbre vide.

On cherche à présent à implémenter les fonctions nécessaires au bon fonctionnement de la fonction
fusionner fournie dans le code compagnon.

Q. 6 Écrire une fonction extraire_element : braun -> int * braun prenant en entrée un tas de
Braun t et renvoyant (x, t′) tels que x est un élément quelconque de t et t′ est un tas de Braun
contenant les éléments de t sauf une occurrence de x. On pourra s’inspirer du fonctionnement
de la fonction inserer et on lèvera une exception si l’arbre est vide.

Q. 7 Écrire une fonction remplacer_min : braun -> int -> braun prenant en entrée un tas de
Braun t et un entier x et renvoyant un tas de Braun contenant les éléments de t, moins une
occurrence du minimum de t, plus une occurrence de x.

Q. 8 Expliquer brièvement la correction de la fonction fusionner fournie par l’énoncé.

Q. 9 Quelles sont les complexités de minimum, inserer et extraire_min, c’est-à-dire des opérations
de base sur une file de priorité implémentée avec un tas de Braun?
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Exercice 9 : File cyclique en OCaml CCINP type B, 2023

Consignes : Ce sujet est à traiter en OCaml en complétant le fichier compagnon qui vous est fourni,
nommé ccinp_2023_file_cyclique.ml. Outre des définitions de types et de valeurs, ce fichier contient
une fonction d’affichage.

Le but de cet exercice est d’implémenter en OCaml une structure de file cyclique. Pour se représenter
le fonctionnement d’une telle file on peut imaginer une pioche de cartes face cachée : celle sur le
dessus du paquet est la tête. L’opération de défilement consiste à retourner cette carte, ainsi on
découvre sa valeur, puis à la remettre sous le paquet. Si la pioche contient 5 cartes, en répétant cette
opération 5 fois on est revenu à la situation de départ. Idem pour une file contenant 5 éléments :
en effectuant 5 défilements la file est revenue à son état initial.

Les opérations. Les opérations de la file cyclique sont les mêmes que celles de la file, à ceci près
que l’opération de défilement ne supprime pas l’élément en tête de la structure : elle le laisse en
place pour le retrouver ”au prochain tour”. On dispose d’une opération spécifique pour supprimer
l’élément en tête. L’opération d’ajout consiste à ajouter un élément après la queue (et donc juste
avant la tête).
Les figures ci-dessous illustrent ces trois opérations, l’élément pointé étant la queue de la file.

1 2 3
−−−−−−−−→
ajout de 4

1 2 3 4

Figure 3 – Transformation d’une file cyclique par ajout

1 2 3 4

−−−−−−−−→
défilement

2 3 4 1

Figure 4 – Transformation d’une file cyclique par défilement

2 3 4 1

−−−−−−−−−→
suppression

3 4 1

Figure 5 – Transformation d’une file cyclique par suppression de sa tête

Implémentation par maillon. On implémente ici la structure de file cyclique à l’aide de maillons.
Chaque maillon correspond à un élément de la file, il contient non seulement cet élément mais
aussi le maillon qui le suit dans la file. Ce maillon suivant est mutable pour permettre l’ajout et la
suppression. On introduit donc le type suivant, où 'a désigne le type des éléments.
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1 type 'a maillon = {
2 elem : 'a ;
3 mutable suiv : 'a maillon
4 }

On peut alors décrire une file cyclique en indiquant le maillon correspondant à l’élément en queue,
à moins que la file ne soit vide. On utilise un type option pour gérer cette disjonction de cas. De
plus, afin de pouvoir modifier une file, on utilise une référence.

1 type 'a file = (('a maillon) option) ref

Q. 1 À lamanière des figures ci-dessus dessiner les files f1 et f2 définies dans le fichier compagnon.

Q. 2 Compléter la fonction cree_file_vide : unit -> 'a file qui crée une file vide.

Q. 3 Compléter la fonction est_file_vide : 'a file -> bool qui teste si une file est vide.

Q. 4 Compléter la fonction tete : 'a file -> 'a qui calcule l’élément en tête d’une file non vide.

Q. 5 Compléter la fonction defile : 'a file -> 'a qui réalise le défilement pour une file cy-
clique.

Q. 6 Compléter la fonction cree_singleton : 'a -> 'a file qui crée une file réduite à unmaillon
contenant la valeur passée en argument et qui point vers lui même.

Q. 7 Compléter la fonction ajoute : 'a file -> 'a -> unit qui ajoute un élément dans une
file. Préciser sa complexité.

Q. 8 Expliquer ce qui se passe lors du test d’égalité f3 = (cree_singleton 1).

Q. 9 Compléter la fonction est_singleton : 'a -> 'a file qui teste si une file contient exacte-
ment un élément à l’aide du test d’égalité physique que permet l’opérateur ==.

Q. 10 Compléter la fonction supprime : 'a file -> 'a qui supprime l’élément en tête d’une file
non vide. On peut commencer par traiter le cas d’une file qui n’est pas un singleton.
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Deuxième partie

Thème graphes
Exercice 10 : Degré et connexité Mines-Télécom, 2025

Q. 1 Quel est le nombre minimal d’arêtes que peut contenir un graphe connexe à n sommets ?
Justifier.

Q. 2 Soit G un graphe dont le degré minimal est δ > n−1
2 . Montrer que G est connexe.

Q. 3 Trouver un graphe de degré minimal
⌊

n
2

⌋
− 1 qui n’est pas connexe.

Exercice 11 : Relation d’équivalence CCINP type A, 2024

On fixe n ∈ N?. Soient ϕ : J1, nK→ J1, nK et ψ : J1, nK→ J1, nK. Soient u et v deux éléments de J1, nK.
On dit que u et v sont (ϕ, ψ)-équivalents s’il existe k ∈ N, un tuple (w0, w1, · · · , wk+1) ∈ J1, nKk+2

avec w0 = u,wk+1 = v et vérifiant :

∀i ∈ J0, kK, ϕ(wi) = ϕ(wi+1) ou ψ(wi) = ψ(wi+1).

L’objectif est d’écrire un algorithme en pseudo-code permettant de calculer les différentes classes
d’équivalence engendrées par cette relation.

Q. 1 Justifier rapidement que ”être (ϕ, ψ)-équivalent” est une relation d’équivalence sur l’ensemble
J1, nK.

Q. 2 Pour cette question, on considère les applications ϕ et ψ définies par :

i = 1 2 3 4 5 6 7 8 9
ϕ(i) = 3 2 2 9 6 4 9 5 7
ψ(i) = 5 1 3 4 5 1 7 7 4

Calculer les différentes classes d’équivalence.

Q. 3 On revient au cas au général. On définit le graphe G = (S,A) par :

S = J1, nK, A = {{x, y} ∈ S2|x 6= y et (ϕ(x) = ϕ(y) ou ψ(x) = ψ(y))}.

On fixe x et y deux sommets différents de S. Traduire sur le graphe G le fait que les sommets
x et y sont (ϕ, ψ)-équivalents et en déduire que le calcul des classes d’équivalence de G se
traduit en un problème classique sur les graphes que l’on précisera.

Q. 4 Donner en pseudo-code un algorithme permettant de résoudre le problème correspondant
sur les graphes.

On fixe n un nombre pair. On considère deux applications ϕ et ψ de J1, nK où tout élément de
l’image de ϕ admet exactement deux antécédents par ϕ et où tout élément de l’image de ψ admet
exactement deux antécédents par ψ.
Pour f ∈ {ϕ, ψ}, on note Gf le graphe (S, {(x, y) ∈ S2|x 6= y et f(x) = f(y)}).

Q. 5 Préciser la forme du graphe Gf pour f ∈ {ϕ, ψ}.

Q. 6 Expliciter la forme des différentes classes d’équivalence dans le graphe G correspondant.
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Exercice 12 : Maximum des degrés CCINP type B, sujet 0

Consignes : L’exercice suivant est à traiter dans le langage C. Cet énoncé est accompagné d’un code
compagnon ccinp_2022_max_degre.c fournissant le type décrit par l’énoncé et quelques fonctions auxi-
liaires : il est à compléter en y implémentant les fonctions demandées.

Dans cet exercice, tous les graphes seront orientés. On représente un graphe orienté G = (S,A)
avec S = {0, ..., n− 1} en C par la structure suivante :

1 struct graph_s {
2 int n;
3 int degre[100];
4 int voisins[100][10];
5 }

L’entier n correspond au nombre de sommets |S| du graphe. On suppose que n 6 100. Pour 0 6 s <
n, la case degre[s] contient le degré sortant d+(s), c’est-à-dire le nombre de successeurs, appelés ici
voisins, de s. On suppose que ce degré est toujours inférieur à 10. Pour 0 6 s < n, la case voisins[s]
est un tableau contenant, aux indices 0 6 i 6 d+(s), les voisins du sommet s. Il s’agit donc d’une
représentation par listes d’adjacence où les listes sont représentées par des tableaux en C.

La variable g_exemple définie dans la fonction main du fichier compagnon
représente le graphe ci-contre. Pour s ∈ S on note A(S) l’ensemble des
sommets accessibles à partir de s. Pour s ∈ S, le maximum des degrés d’un
sommet accessible à partir de s est noté d∗(s) = max{d+(s′) | s′ ∈A(S)}.
Par exemple, pour le graphe ci-dessus, A(2) = {2, 4, 6, 7, 8} et d∗(2) = 2
car d+(4) = 2. Dans cet exercice, on cherche à calculer d∗(s) pour chaque
sommet s ∈ S.
On représente un sous-ensemble S ′ ⊂ S par un tableau de booléens de
taille n contentant true à la case d’indice s′ si s′ ∈A(S) et false sinon.

0 1 2

3 4 5

6 7 8

Q. 1 Écrire une fonction int degre_max(graph* g, bool* partie) qui calcule le degré maximal
d’un sommet s′ ∈ S ′ dans un graphe G = (S,A) pour une partie S ′ ⊂ S représentée par S,
c’est-à-dire qui calcule max{d+(s) | s′ ∈ S ′}.

Q. 2 Écrire une fonction bool* accessibles(graph* g, int s) qui prend en paramètre un graphe
et un sommet s et qui renvoie un (pointeur sur) un tableau de booléens de taille n représen-
tant A(s). Une fonction nb_accessibles qui utilise la fonction accessible et un test pour
l’exemple ci-dessus sont donnés dans le fichier compagnon.

Q. 3 Écrire une fonction int degre_etoile(graph*g, int s) qui calcule d∗(s) pour un graphe et
un sommet passés en paramètres. Quelle est la complexité de l’approche proposée?

Q. 4 Linéariser le graphe donné en exemple ci-dessus, c’est-à-dire représenter ses sommets sur
une même ligne dans l’ordre donné par un tri topologique, tous les arcs allant de gauche à
droite.

Q. 5 Dans cette question, on suppose que le grapheG = (S,A) est acyclique. Décrire un algorithme
permettant de calculer tous les d∗(s) pour s ∈ S en O(|S|+ |A|).

Q. 6 On ne suppose plus le graphe acyclique. Décrire un algorithme permettant de calculer tous
les d∗(s) pour s ∈ S en O(|S|+ |A|).
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Exercice 13 : Chemins simples sans issue CCINP type B, 2023

Consignes : Cet exercice est à traiter en OCaml. Le fichier chemins_simples.ml est fourni avec ce sujet. Il
est à compléter en y implémentant les fonctions demandées.

L’objectif de cet exercice est de programmer une fonction générant la liste des chemins simples
sans issue d’un graphe. On rappelle les définitions d’un graphe, d’un chemin, et on donne leur
représentation en OCaml.
Un graphe orienté est un couple (V,E) où V est un ensemble fini (ensemble des sommets), E est
un sous-ensemble de V × V où tout élément (v1, v2) ∈ E vérifie v1 6= v2 (ensemble des arcs). Étant
donné un graphe G = (V,E) un chemin non vide de G est une suite finie s0, · · · , sn de sommets
de V avec n ≥ 0 et vérifiant ∀i ∈ {0, · · · , n− 1}, (si, si+1) ∈ E. On dit que ce chemin est simple si
s0, · · · , sn sont distincts deux à deux. On dit qu’il est sans issue si pour tout sn+1 sommet tel que
(sn, sn+1) ∈ E, sn+1 appartient à {s0, · · · , sn}. Dans la suite, les graphes considérés sont définis sur
un ensemble de sommets de la forme {0, 1, · · · , n − 1}. Pour représenter un graphe en OCaml, on
utilise le type suivant :

1 type graphe = int list array

qui correspond à un encodage par un tableau de listes d’adjacence. Par exemple, le graphe

G1 = ({0, 1, 2, 3}, {(0, 1), (0, 3), (2, 0), (2, 1), (2, 3), (3, 1)})

est représenté par le tableau [|[1;3];[];[0;1;3];[1]|]. L’ordre dans lequel sont écrits les éléments
dans les listes importe peu. Par contre, l’emplacement des listes dans le tableau est important. Par
exemple, [|[];[0];[0;3;1];[1]|] représente le graphe

G2 = ({0, 1, 2, 3}, {(1, 0), (2, 0), (2, 1), (2, 3), (3, 1)}})

On rappelle différentes fonctions pouvant être utiles :
• List.filter : ('a -> bool) -> 'a list -> 'a list où l’expression List.filter f l est la

liste obtenue en gardant uniquement les éléments x de l vérifiant f.
• List.iter :('a -> unit) -> 'a list -> unit où List.iter f l correspond à (f a0);(f a1);

...;(f an) dans le cas où on a l = a0::a1::...::an::[].
• List.rev : 'a list -> 'a list est une fonction qui renvoie le retourné d’une liste. Par exemple,

List.rev [3;1;2;2;4] est égal à [4;2;2;1;3].
• Array.length : 'a array -> int est une fonction qui renvoie la longueur d’un tableau.
Les questions de programmation sont à traiter dans le fichier chemins_simples.ml. L’utilisation d’autres
fonctions de la bibliothèque que celles mentionnées sont à reprogrammer.

Q. 1 Écrire une fonction est_sommet : graphe -> int -> bool où est_sommet g a est égal à
true si a est un sommet du graphe g et false sinon.

Q. 2 Écrire une fonction appartient : 'a list -> 'a -> bool où appartient l x est égal à
true si x est un élément de l et false sinon.

Q. 3 Écrire une fonction est_chemin : graphe -> int list -> bool, où est_chemin g l est égal
à true si l est un chemin de g et false sinon. On suppose que la liste vide représente le che-
min vide, qui est bien un chemin et que les éléments de l sont bien des sommets du graphe g.

Q. 4 Compléter la fonction est_chemin_simple_sans_issue : graphe -> int list -> bool, où
est_chemin g l est égal à true si l est un chemin simple sans issue de g et false sinon. On
supposera que les éléments de l sont des sommets du graphe g et que le chemin vide n’est
pas simple sans issue.
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Q. 5 On cherche à écrire une fonction qui construit la liste des chemins simples sans issue d’un
graphe. Pour cela, on procède à l’aide de parcours en profondeur et d’un algorithme de retour
sur trace. Compléter le code de la fonction genere_chemins_simples_sans_issue présent
dans le fichier chemins_simples.ml et qui permet de générer la liste des chemins simples sans
issue d’un graphe.

Q. 6 Écrire des expressions donnant les listes des chemins simples pour les graphes G1 et G2.

Q. 7 Expliciter la complexité des fonctions appartient et est_chemin_simple_sans_issue.
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Exercice 14 : Clôture transitive CCINP type B, 2024

À toutes fins utiles, on rappelle que le module Array fournit une fonction Array.make_matrix de
signature int -> int -> 'a -> 'a array array.

On considère des graphes orientés booléens, on représente ces graphes en OCaml par le type sui-
vant. type graphe = bool array array. Si g est un tel graphe, l’arc (u, v) est présent dans ce
graphe si et seulement si g.(u).(v) vaut true.
On définit la clôture réflexive transitive d’un graphe orienté G = (S,A) comme étant le graphe
orienté G′ = (S,A′) où A′ est l’ensemble des arcs (u, v) tels qu’il existe un chemin entre u et v
dans G.

0 1

2

3

Figure 6 – Graphe Gex

Q. 1 Représenter la clôture réflexive transitive de Gex.

Q. 2 Définir en OCaml deux valeurs g_ex et g_ex_ct représentant respectivement le graphe Gex

et sa clôture réflexive transitive.

Q. 3 Coder en OCaml une fonction somme de signature graphe -> graphe -> graphe qui calcule
la somme de deux matrices booléennes carrées de même taille. La somme de matrices boo-
léennes attendue est semblable à la somme de matrices réelles, il suffit d’utiliser la loi + sur
B (les booléens) au lieu de l’addition réelle.

Q. 4 Coder en OCaml une fonction produit de signature graphe -> graphe -> graphe qui cal-
cule le produit deux matrices booléennes carrées de même taille. Le produit de matrices
booléennes attendu est semblable au produit de matrices réelles, il suffit d’utiliser les lois +
et ·sur B au lieu de l’addition et de la multiplication réelles.

Q. 5 Coder en OCaml une fonction puissance de signature graphe -> int -> graphe calculant
An pour n > 1.

Q. 6 Compléter le code de la fonction puissance pour traiter le cas n > 0. Justifier le résultat
proposé.

Q. 7 On suppose que le graphe G représente une relation réflexive, c’est-à-dire que G contient
tous les arcs de la forme (u, u). Montrer qu’alors il existe un chemin de u à v dans G si et
seulement s’il existe un chemin de taille exactement n− 1 de u à v dans G.

Q. 8 À l’aide des fonctions et remarques précédentes, coder une fonction cloture de signature
graphe -> graphe qui calcule la cloture réflexive transitive d’un graphe.

Q. 9 Quelle est la complexité temporelle de la fonction cloture?
Quelle est sa complexité spatiale ?

Q. 10 Proposer un algorithme plus efficace permettant de calculer plus efficacement la clôture
réflexive transitive et préciser sa complexité spatiale et sa complexité temporelle.
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Troisième partie

Thème programmation dynamique
Exercice 15 : Sac à dos CCINP type B, sujet 0

L’exercice suivant est à traiter dans le langage C.
On dispose de n > 1 objets {o0, ..., on−1} de valeurs respectives (v0, ..., vn−1) ∈ Nn et de poids
respectifs (p0, ..., pn−1) ∈ Nn. On souhaite transporter dans un sac de poids maximum pmax un sous-
ensemble d’objets ayant la plus grande valeur possible. Formellement, on souhaite donc maximiser

n−1∑
i=0

xivi

sous les contraintes

(x0, ..., xn−1) ∈ {0, 1}n et
n−1∑
i=0

xipi 6 pmax

Intuitivement, la variable xi vaut 1 si l’objet oi est mis dans le sac et 0 sinon.
On propose d’utiliser un algorithme glouton dont le principe est de considérer les objets o0, o1, ...on−1
dans l’ordre et de choisir à l’étape i l’objet i (donc poser xi = 1) si celui-ci rentre dans le sac avec la
contrainte de poids maximal respectée et ne pas le choisir (donc poser xi = 0) sinon. On remarque
que les valeurs v0, v1, ..., vn−1 ne sont pas directement utilisées par cet algorithme, elle le seront lors du
tri éventuel des objets.

Q. 1 Proposer un type de données pour implémenter, pour n objets, leurs valeurs, leurs poids et
les indicateurs x0, x1, ...xn−1.

Q. 2 Écrire une fonction qui implémente la méthode gloutonne décrite ci-dessus à partir de n,
pmax et p0, p1, ..., pn−1 et qui permet de renvoyer les indicateurs x0, x1, .., xn−1 pour le choix
glouton.

Q. 3 Écrire un programme complet qui permet de lire sur l’entrée standard (au clavier par défaut)
un entier n > 1, puis un entier naturel pmax, puis n entiers naturels correspondant aux valeurs
v0, v1, ..., vn−1, puis n entiers naturels correspondant aux poids p0, p1, ..., pn−1 et qui affiche
sur la sortie standard (l’écran par défaut) sous une forme de votre choix les indicateurs
x0, x1, ..., xn−1, la valeur de la solution

n−1∑
i=0

xivi et le poids utilisé
n−1∑
i=0

xipi. On rappelle que le
spécificateur de format pour lire ou écrire un entier est %d.

Q. 4 L’algorithme glouton ci-dessus donne-t-il toujours une solution optimale,
a) si on ne suppose rien sur l’ordre des objets a priori ?
b) si les objets sont triés par ordre de valeur décroissante?
c) si les objets sont triés par ordre de poids croissant ?
d) si les objets sont triés par ordre décroissant des quotients vi/pi ?
Justifier chaque réponse à l’aide d’un contre-exemple ou d’une démonstration.

Q. 5 Le problème du sac à dos étudié dans cet exercice est un problème d’optimisation. Donner
le problème de décision associé en utilisant une valeur vseuil. Montrer que ce problème de
décision est dans la classe NP.

Q. 6 Quelle serait la complexité d’une méthode qui examinerait tous les choix possibles pour re-
tenir le meilleur? Quelles stratégies d’élagage pourrait-on mettre en œuvre pour réduire
l’espace de recherche?
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Exercice 16 : Récolte dynamique de fleurs CCINP type B, 2023

Consignes : Cet énoncé est accompagné d’un code compagnon en C ccinp_2023_prog_dyn_fleurs.c four-
nissant certaines des fonctions mentionnées dans l’énoncé : il est à compléter en y implémentant les
fonctions demandées. La ligne de compilation gcc -o main.exe *.c -lm vous permet de créer un exé-
cutable main.exe à partir du ou des fichiers C fournis.
Une petite fille se trouve en haut à gauche (case A) d’un champmodélisé par un tableau rectangulaire
de taille m × n et doit se rendre dans la case B en bas à droite du champ où réside sa grand-mère
(figure ci-dessous).

A ` ` ` ` ` `

` ` ` ` ` ` `

` ` ` ` ` ` `

` ` ` ` ` ` B

Chaque case du tableau, y compris les cases A et B, contient un certain nombre de fleurs. La petite
fille, qui connaît depuis sa position initiale le nombre de fleurs de chaque case, doit se déplacer
vers B de case en case, les seuls mouvements autorisés étant vers le bas ou vers la droite. À chaque
déplacement, elle récolte les fleurs de la case atteinte. L’objectif pour elle est alors de faire le bouquet
avec le plus de fleurs possible lors de son déplacement pour l’offrir à sa grand-mère.

Q. 1 On considère le champ suivant :

0 (A) 1 2 3
1 2 3 4
2 3 4 0
3 4 0 1 (B)

Donner le nombre maximal de fleurs cueillies par la petite fille.

Q. 2 On note n(i, j) le nombre maximum de fleurs que la petite fille peut récolter en se déplaçant
de A à la case (i, j). Exprimer n(i, j) en fonction de n(i− 1, j) et n(i, j − 1). En déduire une
fonction récursive de prototype int recolte(int champ[m][n], int i, int j) qui, étant
données les coordonnées i, j d’une case, calcule le nombre maximum de fleurs cueillies par
la petite fille de A à la case (i, j).

Q. 3 On suppose m = n = 4 et on effectue donc un appel à recolte(champ,3,3) pour résoudre
le problème posé. Donner le nombre de fois où votre fonction calcule le nombre de fleurs
maximum cueillies dans la case (1, 1) (deuxième case de la diagonale).

D’une manière générale, le nombre d’appels à la fonction récursive est important. On a donc intérêt
à transformer l’algorithme récursif en algorithme dynamique. On propose de déclarer dans le pro-
gramme principal un tableau fleurs dont la case (i, j) est destinée à contenir la récolte maximale
que la petite fille peut obtenir en cheminant de A vers la case (i, j).

Q. 4 Dans quel ordre remplir le tableau fleurs de sorte à éviter de recalculer une valeur?

Q. 5 Écrire une fonction de prototype int recolte_iterative(int champ[m][n], int i, int
j, int fleurs[m][n]) qui calcule, stocke dans fleurs[i][j] et retourne la cueillette maxi-
male obtenue en parcourant le champ de A à la case (i, j).

La fonction recolte_iterative permet de déterminer la cueillette maximale en (i, j) mais ne
précise pas le chemin parcouru pour l’obtenir.
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Q. 6 Écrire la fonction de prototype void deplacements(int fleurs[m][n], int i, int j) qui
affiche la suite des déplacements effectués par la petite fille sur un chemin permettant de
récolter le nombre maximum de fleurs entre (0,0) et (i, j).

Q. 7 Insérer un appel de deplacements dans la fonction recolte_iterative pour afficher le che-
min parcouru.

Exercice 17 : Justification de texte en OCaml CCINP type B, 2023

Consignes : Ce sujet est à traiter en OCaml en complétant le fichier compagnon qui vous est fourni,
nommé ccinp_2023_justification.ml. Outre des définitions de types et de valeurs, ce fichier contient
un jeu de tests pour chaque fonction à coder.

On s’intéresse à l’affichage d’un texte justifié sur plusieurs lignes. La longueur des lignes, donnée en
nombre de caractères, est la même pour toutes les lignes. Sur chaque ligne, on cherche à occuper
toute la longueur en ajoutant des espaces entre les mots de manière équilibrée, sachant qu’il y a
toujours au moins un espace entre deux mots.

Ceci est un exemple
simple de texte
a afficher

Ceci est un exemple
simple de texte
a afficher

Figure 7 – Exemple de texte justifié sur 24 ou 31 caractères

On représente le texte à afficher en OCaml sous la forme d’un tableau de mots, d’où le type suivant.

type texte = string array

Le fichier compagnon contient plusieurs exemples de tels textes, notamment le texte affiché ci-
dessus est représenté par t1.

let t1 = [|"Ceci"; "est"; "un"; "exemple"; "simple"; "de"; "texte"; "a";
"afficher"|]↪→

On a volontairement omis les accents pour des raisons de simplicité (les lettres accentuées sont
codées sur deux caractères, mais s’affichent sur un seul).

Q. 1 Écrire en OCaml une fonction largeur_suffisante : texte -> int -> bool qui teste si
chacun des mots du texte passé en premier paramètre tient sur le nombre de caractères
passé en second paramètre.

La répartition des mots du texte sur les différentes lignes est représentée en OCaml par une liste de
couples (i, j) indiquant l’intervalle d’indice des mots de chaque ligne, d’où le type suivant.

type disposition = (int * int) list

Par exemple le texte t1 tel qu’il est affiché ci-dessus (que ce soit sur 24 ou 31 caractères) correspond
à la disposition d1_1. La fonction affichage_justifie fournie dans le fichier compagnon réalise de
tels affichages pour un texte, un nombre de caractères et une disposition donnés. Cette fonction
nécessite d’avoir traité la question Q. 2.

let d1_1 = [(0, 3); (4, 6); (7, 8)]
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Le but de cet exercice est de calculer, pour un texte t et une largeur l fixés, la meilleure disposition.
On cherche une disposition de coût minimal où le coût d’une disposition valide D est défini comme
suit.

c(D) =
∑

(i,j)∈D

e(i, j)2

où e(i, j) désigne le nombre d’espaces à ajouter aux mots de t de l’intervalle Ji, jK pour remplir une
ligne de longueur l. Par exemple, e0,3 = 8 pour le texte t1 et une largeur l = 24, comme on peut le
voir sur la première ligne de la figure de gauche de la figure 7.

Q. 2 Compléter la fonction nb_espaces (t: texte) (lg: int) (i: int) (j: int) : int qui cal-
cule le nombre d’espaces à ajouter auxmots de t d’indices compris dans l’intervalle Ji, jK pour
remplir une ligne de longueur lg si cela est possible♣. Dans le cas contraire cette fonction
renvoie -1.

Afin de trouver une disposition de coût minimal, on utilise une approche de programmation dyna-
mique. On cherche à calculer, pour chaque i ∈ J0, nK où n est le nombre de mots du texte, le coût
minimal d’une disposition pour les mots de l’intervalle Ji, nJ. On note C(i) cette quantité.

Q. 3 Justifier que la quantité C vérifie la relation de récurrence suivante.

C(n) = 0

∀i∈J0, nJ, C(i) = min
{
e(i, j)2 + C(j + 1)

∣∣∣∣∣ j∈Ji, nJ tel que les mots du texte de
l’intervalle Ji, jK tiennent sur une ligne

}

Q. 4 Compléter le code de la fonction calcule_c qui calcule le tableau des valeurs de C pour
chaque i∈J0, nK.

Q. 5 Compléter le code de la fonction calcule_best_j qui calcule, pour chaque i∈J0, nK un indice
j réalisant le minimum dans la relation de récurrence de la question Q. 3.

Q. 6 Compléter enfin la fonction dispo_min une disposition de coût minimal pour le texte passé
en premier paramètre sur la longueur passée en second paramètre.

Q. 7 Quelle est la complexité de la fonction dispo_min en fonction de la taille du texte?

♣. On rappelle qu’il faut au moins un espace entre deux mots.

Informatique - MPI Lycée Fermat - 2025/2026 19/50



Quatrième partie

Thème logique

Exercice 18 : Logique : énigme Mines-Télécom, 2024

Dans une usine trois robots A, B et C parlent. Chacun d’eux a un comportement manichéen. On
cherche à savoir ceux qui mentent. Voici ce qu’ils affirment :

- A affirme ”Si B dit la vérité, alors C aussi” ;
- B affirme ”Un robot parmi A et C dit la vérité” ;
- C affirme ”Je fais comme A”.

Q. 1 Modéliser le problème.

Q. 2 Résoudre ce problème grâce à l’algorithme de Quine.

Q. 3 De quelle autre manière peut-on le résoudre?

Q. 4 Vérifier que les solutions trouvées sont vraies à l’aide de la déduction naturelle.

Exercice 19 : Déduction naturelle Mines-Télécom, sujet0

Cet exercice était accompagné d’une annexe rappelant les règles de la déduction naturelle : axiome,
affaiblissement, absurde (Γ,¬A ` ⊥ donne Γ ` A), élimination et introdcution de l’implication, la
conjonction, la disjonction, la négation.

Q. 1 Prouver le séquent A ∧B ` B ∧ A.

Q. 2 Prouver le séquent A ∧ (B ∨ C) ` (A ∧B) ∨ (A ∧ C).

Soit Γ ` C un séquent prouvable à l’aide d’un arbre de preuve Π.
Q. 3 Montrer qu’il existe un arbre de preuve de Γ ` C qui ne possède pas la succession de la règle

d’élimination de la conjonction puis introduction de la conjonction.

Q. 4 Que peut-on dire pour les successions de règles de disjonction?

Q. 5 Prouver le séquent A ∨ ¬A.
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Exercice 20 : Déduction naturelle CCINP type A, sujet 0

On rappelle ci-dessous quelques règles de la déduction naturelle suivantes. A etB sont des formules
logiques et Γ un ensemble de formules logiques quelconques.

ax
Γ, A ` A

Γ ` ⊥ ⊥eΓ ` A
Γ, A ` B

ÑiΓ ` A Ñ B

Γ ` A Γ ` A Ñ B
ÑeΓ ` B

Γ, A ` ⊥
¬iΓ ` ¬A

Γ ` A Γ ` ¬A ¬eΓ ` ⊥

Q. 1 Montrer que le séquent ` ¬A Ñ (A Ñ ⊥) est dérivable, en explicitant un arbre de preuve.

Q. 2 Montrer que le séquent ` (A Ñ ⊥) Ñ ¬A est dérivable, en explicitant un arbre de preuve.

Q. 3 Donner une règle correspondant à l’introduction du symbole ∧ ainsi que deux règles corres-
pondant à l’élimination du symbole ∧. Montrer que le séquent ` (¬A Ñ (A Ñ ⊥)) ∧ ((A Ñ

⊥) Ñ ¬A) est dérivable.

Q. 4 On considère la formule P = ((A Ñ B) Ñ A) Ñ A appelée loi de Peirce. Montrer que |= P ,
c’est-à-dire que P est une tautologie.

Q. 5 Pour montrer que le séquent ` P est dérivable, il est nécessaire d’utiliser la règle d’absurdité
classique ⊥c (ou une règle équivalente), ce que l’on fait ci-dessous (il n’y aura pas besoin de
réutiliser cette règle). Terminer la preuve du séquent ` P , dans laquelle on pose Γ = {(A Ñ

B) Ñ A,¬A} :

? ?
Γ ` A

ax
Γ ` ¬A ¬iΓ ` ⊥ ⊥c

(A Ñ B) Ñ A ` A
Ñi

` ((A Ñ B) Ñ A) Ñ A
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Exercice 21 : Systèmes de connecteurs logiques CCINP type A, 2025

On considère V un ensemble fini de n > 1 variables. On noteF l’ensemble des formules de la logique
propositionnelle sur V.
Pour un ensemble E de connecteurs logique, on note FE l’ensemble définit comme suit :

- >∈FE et ⊥∈FE ;
- ∀v∈V, v∈FE ;
- toute formule construite à partir d’un connecteur de E et des formules de FE est dans FE.

On dit qu’un ensemble E est complet lorsque ∀ϕ ∈ F,∃ϕE ∈ FE, ϕ ≡ ϕE.
On note ↓ l’opérateur nor dont la table de vérité est décrite ci-dessous.

a b a ↓ b
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 0

Q. 1 Donner la table de vérité de a ↓ a. En déduire une formule simple deF qui lui est équivalente.

Q. 2 Montrer que a ∧ b ≡ (a ↓ a) ↓ (b ↓ b).

Q. 3 Montrer par induction que {↓} est complet.

On note � l’opérateur xnor dont la table de vérité est décrite ci-dessous.

a b a� b
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Q. 4 Justifier que >, ⊥ et les formules réduites à une variables sont chacune satisfaites par un
nombre pair de valuations.

Q. 5 Montrer que si deux formules G et H de F sont chacune satisfaites par un nombre pair de
valuations, alors la formule G�H aussi.

Q. 6 L’ensemble {�} est-il complet ?
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Exercice 22 : Déduction naturelle et typage CCINP type A

On trouvera en annexe un rappel des règles de la déduction naturelle intuitioniste.

Q. 1 Pour chacun des séquents suivants, exhiber une preuve en déduction naturelle ou justifier
qu’il n’en existe pas.
a) ¬p ` ¬(p ∧ q) b) ¬p ` ¬(p ∨ q) c) ¬p, p→ q ` ¬q

On s’intéresse à présent au typage du code OCaml suivant.

1 let g = fun x -> 1 + x
2 let f = fun x -> (x 0) + 1
3 let h = fun x -> (f g) + (g x)

On rappelle que cette syntaxe lie chacun des identifiants à gauche d’un égal avec l’expression à sa
droite. Par exemple, toute occurrence de g peut-être remplacée par fun x -> 1 + x. Les règles de
typage de la syntaxe OCaml dont on dispose sont celles données ci-dessous. On utilise le même
formalisme que pour la présentation des règles dans un système de déduction logique.

ax
Γ, t ` t

0iΓ ` 0 : int
1iΓ ` 1 : int

Γ ` u : int Γ ` v : int +iΓ ` u + v : int

Γ, u : σ ` e : τ
->iΓ ` fun u -> e : σ -> τ

Γ ` f : σ -> τ Γ ` e : σ
->eΓ ` (f e) : τ

Par exemple, la règle ->e signifie en français que si on peut montrer que f est une fonction de type
σ -> τ et que sous les mêmes hypothèses on peut montrer que e est de type σ alors on peut montrer
que l’expression (f e) est de type τ .

Q. 2 Montrer que le séquent suivant est déductible : ` g : (int -> int).

Q. 3 Montrer que le séquent suivant est déductible : ` f : ((int -> int) -> int).

Q. 4 Quel est le type de la fonction h? Le montrer en prouvant la déductibilité d’un séquent dont
les hypothèses sont Γ = {f : ((int -> int) -> int), g : (int -> int)}.

Annexe : règles de la déduction naturelle intuitioniste
• axiome : ax

Γ, ϕ ` ϕ • élimination de ⊥ :
Γ ` ⊥ ⊥eΓ ` ϕ

• introduction et élimination de ∧ :
Γ ` ϕ Γ ` ψ

∧iΓ ` ϕ ∧ ψ
,

Γ ` ϕ ∧ ψ
∧g

eΓ ` ϕ
et

Γ ` ϕ ∧ ψ
∧d

eΓ ` ψ
• introduction et élimination de ∨ :

Γ ` ϕ
∨g

iΓ ` ϕ ∨ ψ
,

Γ ` ψ
∨d

iΓ ` ϕ ∨ ψ
et

Γ ` ϕ ∨ ψ Γ, ϕ ` σ Γ, ψ ` σ
∨eΓ ` σ

• introduction et élimination de→ :
Γ, ϕ ` ψ

→iΓ ` ϕ→ ψ
et

Γ ` ϕ→ ψ Γ ` ϕ
→eΓ ` ψ

• introduction et élimination de ¬ :
Γ, ϕ ` ⊥

¬iΓ ` ¬ϕ
et

Γ ` ϕ Γ ` ¬ϕ
¬eΓ ` ⊥
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Exercice 23 : FNC-SAT et n-Color CCINP type A, 2023

On appelle littéral une variable propositionnelle ou sa négation. On appelle clause une disjonction
de plusieurs littéraux. On appelle FNC une conjonction de plusieurs clauses. Pour n ∈ N, on dit
qu’une formule logique est une n-FNC si c’est une FNC et que chacune de ses clauses contient au
plus n littéraux. La clause vide est ⊥, la FNC vide est >. Ainsi, une 0-FNC est toujours ⊥, sauf s’il
s’agit de la FNC vide >.

Q. 1 Pour chacune des formules logiques suivantes, dire s’il s’agit d’une FNC, donner le cas échéant
le n∈N minimum tel que la formule est une n-FNC, et dire dans tous les cas si la formule est
satisfiable.
a) (x0 ∨ x1) ∧ ¬x0 ∧ (x0 ∨ x2)
b) ⊥
c) (x0∨⊥) ∧ (x0 ∨ x1)

d) x1 ∨ x0 ∨ ¬x0 ∨ x2
e) x1 ∧ x0 ∧ ¬x0 ∧ x2
f) (x0 Ñ (x1 ∨ x2)) ∧ (x0 Ñ x0)

Q. 2 Donner une FNC équivalente à (x0 Ñ (x1 ∨ x2)) ∧ ¬(x1 ∨ x2).

Pour n ∈ N, on appelle n-SAT le problème prenant en entrée une n-FNC et renvoyant si elle est
satisfiable. On appelle FNC-SAT le problème prenant en entrée n’importe quelle FNC et renvoyant
si elle est satisfiable.

Q. 3 À partir de quelle valeur de n∈N n-SAT est-il NP-complet ? (Il n’est pas demandé une démons-
tration formelle mais plutôt des arguments permettant de justifier cette appartenance).

On s’intéresse maintenant au coloriage d’un graphe.
À un graphe G = (V,E) non orienté, on associe une fonction γ : V → N?. V étant fini, on peut
trouver n∈N tel que γ(V ) ⊆ J1, nK. Si de plus, pour tout {a, b} ∈E, γ(a) 6= γ(b), on dit que G est
n-coloriable. On note n-Color le problème consistant à dire si un graphe est n-coloriable.

Q. 4 Déterminer l’entier n ∈ N minimum pour que le graphe ci-
contre soit n-coloriable.

Pour n ∈ N?, pour un graphe G = (V,E) colorié par γ (avec γ(V ) = J1, nK), pour i ∈ V , c ∈ J1, nK,
on pose pi,c la variable propositionnelle qui indique si γ(i) = c. Soit Q l’ensemble des telles variables
propositionnelles.

Q. 5 Pour {i, j} ∈ E, donner une formule propositionnelle sur Q indiquant que i et j ont des
couleurs différentes. Donner alors une condition indiquant qu’aucun sommet de V n’a la
même couleur qu’un de ses voisins. Donner enfin une condition indiquant que le graphe
G est n-coloriable (la condition précédente ne suffit pas, puisque chaque sommet doit être
colorié, en effet, il suffirait sinon de mettre toutes les pi,c à F). En déduire que n-Color se
réduit en temps polynomial à FNC-SAT.

Q. 6 n-COLOR est-il de classe NP?
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Exercice 24 : Sat CCINP type B, 2023

L’exercice suivant est à traiter dans le langage OCaml. Un programme OCaml à compléter vous est
fourni : ccinp_2023_sat.ml.

On s’intéresse au problème Sat pour une formule en forme normale conjonctive. On fixe un ensemble
V = {v0, v1, . . . vn−1} de variables propositionnelles numérotées par les entiers de J0, n− 1K.

Définitions. Un littéral li est une variable propositionnelle vi ou la négation d’une variable proposi-
tionnelle ¬vi. On représente un littéral en OCaml par un type énuméré : le littéral vi est représenté
par V(i) et le littéral ¬vi par NV(i). Une clause c = l0 ∨ l1 ∨ . . . ∨ l|c|−1 est une disjonction de
littéraux, que l’on représente en OCaml par un tableau (de taille |c| donc) de littéraux. On ne consi-
dérera dans cet exercice que des formules sous forme normale conjonctive, c’est-à-dire sous forme
de conjonctions de clauses c0 ∧ c1 ∧ . . . ∧ cm−1. On représente une telle formule en OCaml par une
liste de clauses, soit une liste de tableaux de littéraux. On n’impose rien sur les clauses : une clause
peut être vide et un même littéral s’y trouver plusieurs fois. De même une formule peut n’être for-
mée d’aucune clause, elle est alors notée > et est considérée comme une tautologie. Une valuation
v : V → {V,F} est représentée en OCaml par un tableau de booléens.
La fonction initialise : int -> valuation permet d’initialiser une valuation aléatoire.

Q. 1 Implémenter la fonction evalue : clause -> valuation -> bool qui vérifie si une clause
est satisfaite par une valuation.

Étant donné une formule f constituée dem clauses c0∧c1∧ . . .∧cm−1 définies sur un ensemble de n
variables, la fonction random_sat (du fichier OCaml fourni) a pour objectif de trouver une valuation
qui satisfait la formule, s’il en existe une et qu’elle y arrive. Cette fonction doit effectuer au plus
k tentatives et renvoyer un résultat de type valuation option avec une valuation qui satisfait la
formule passée en paramètre si elle en trouve une et la valeur None sinon.
L’idée de ce programme est d’effectuer une assignation aléatoire des variables puis de vérifier que
chaque clause est satisfaite. Si une clause n’est pas satisfaite, on modifie aléatoirement la valeur
associée à un littéral de cette clause, qui devient ainsi satisfaite, puis on recommence.

Q. 2 Si ce programme renvoie None, peut-on conclure que f n’est pas satisfiable? De quel type
d’algorithme probabiliste s’agit-il ?

Q. 3 Proposer un jeu de 5 tests élémentaires permettant de tester la correction de ce programme.

Q. 4 Ce programme est-il correct par rapport à sa spécification? Si cela s’avère nécessaire, corriger
ce programme pour qu’il remplisse ses objectifs.

On s’intéresse maintenant au problème Max-Sat qui consiste, toujours pour une formule en forme
normale conjonctive comme ci-dessus, à trouver le plus grand nombre de clauses de cette formule
simultanément satisfiables. Un algorithme d’approximation probabiliste naïf pour obtenir une so-
lution approchée consiste à générer aléatoirement k valuations et à retenir celle qui maximise le
nombre de clauses satisfaites.

Q. 5 Implémenter cette approche en OCaml et vérifier sur quelques exemples. Quelle est sa com-
plexité dans le meilleur et le pire cas ?

Q. 6 Sous l’hypothèse P 6= NP, peut-il exister un algorithme de complexité polynomiale pour
résoudre Max-Sat? Justifier.
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Exercice 25 : Hornsat CCINP type B, 2024

Cet énoncé est accompagné d’un fichier nommé ccinp_2024_horn.ml et fournissant certaines des fonc-
tions mentionnées dans l’énoncé : il est à compléter en y implémentant les fonctions demandées.
On attend un style de programmation fonctionnel. L’utilisation des fonctions du module List est auto-
risée ; celle des fonctions du module Option est interdite.

Une formule du calcul propositionnel est une formule de Horn s’il s’agit d’une formule sous forme
normale conjonctive (FNC) dans laquelle chaque clause (éventuellement vide, auquel cas la clause
en question est la disjonction d’un ensemble vide de littéraux et est donc sémantiquement équiva-
lente à ⊥) contient au plus un littéral positif. Dans la suite, on considère qu’une clause d’une telle
formule contient au plus une occurrence de chaque variable (en particulier, les clauses sont sans
doublons).

Q. 1 Les formules suivantes sont-elles des formules de Horn?
a) F1 = (¬x0∨¬x1∨¬x3)∧(x0∨¬x1)∧(¬x2∨x0∨¬x3)∧(¬x0∨¬x3∨x2)∧x2∧(¬x3∨¬x2).
b) F2 = (x0 ∨ ¬x1) ∧ (¬x2 ∨ ¬x3 ∨ ¬x0) ∧ ¬x1 ∧ (x1 ∨ ¬x1 ∨ x0) ∧ (¬x0 ∨ x2).
c) F3 = (¬x1∨¬x4)∧x1∧(¬x0∨¬x3∨¬x4)∧(x0∨¬x1)∧(x2∨¬x3∨¬x4)∧(x4∨¬x0∨¬x1).

On utilise le type suivant pour manipuler les formules de Horn : une formule de Horn est une liste de
clauses de Horn ; une clause étant la donnée d’un int option valant None si la clause ne contient pas
de littéral positif et Some i si xi en est l’unique littéral positif et d’une liste d’entiers correspondants
aux numéros des variables intervenant dans les littéraux négatifs.

1 type clause_horn = int option * int list
2 type formule_horn = clause_horn list

Q. 2 Écrire une fonction avoir_clause_vide : formule_horn -> bool qui renvoie true si et seule-
ment si la formule en entrée contient une clause vide (donc ne contenant aucun littéral positif,
ni aucun littéral négatif).

On appelle clause unitaire une clause réduite à un littéral positif. Par ailleurs, propager une va-
riable xi dans une formule F sous FNC consiste à modifier F comme suit :
• Toute clause de F qui ne fait pas intervenir la variable xi est conservée telle quelle.
• Toute clause de F qui fait intervenir le littéral xi est supprimée entièrement.
• On supprime le littéral ¬xi de toutes les clauses de F qui font intervenir ce littéral.
On souligne que supprimer ¬x d’une clause C qui ne fait intervenir que ce littéral ne revient pas
à supprimer la clause C. On s’intéresse à l’algorithme A suivant dont on admet (pour le moment)
qu’il permet de déterminer si une formule de Horn F est satisfiable.

Algorithme 1 : Algorithme A

1 tant que il y a une clause unitaire xi dans F faire
2 F ← propager xi dans F ;
3 si F contient une clause vide alors
4 retourner faux ;
5 else
6 retourner vrai ;

Q. 3 À l’aide de cet algorithme déterminer si les formules de Horn de la question Q. 1 sont sa-
tisfiables. On utilisera ces formules pour tester les fonctions implémentées aux questions
suivantes.
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Q. 4 Écrire une fonction trouver_clause_unitaire : formule_horn -> int option renvoyant
None si la formule en entrée n’a pas de clause unitaire et Some i où xi est l’une des clauses
unitaires sinon.

Q. 5 Justifier que propager une variable dans une formule de Horn donne une formule de Horn.
Écrire une fonction propager : formule_horn -> int -> formule_horn qui prend en entrée
une formule de Horn F et un entier i et calcule la formule résultat de la propagation de xi

dans F .

Q. 6 Déduire des questions précédentes une fonction etre_satisfiable : formule_horn -> bool
renvoyant true si et seulement si la formule de Horn en entrée est satisfiable.

Q. 7 Quelle est la complexité de votre algorithme en fonction de la taille de la formule en entrée?
Que peut-on dire des problèmes de décision SAT et HORN-SAT (dont la définition est la même
que celle de SAT à ceci près que les formules considérées sont supposées être des formules de
Horn)?

Q. 8 On s’intéresse à présent à la correction de l’algorithme A.
a) Si F est une clause de Horn sans clause unitaire ni clause vide, donner une valuation

simple qui satisfait F .
b) On admet que si F est une formule de Horn faisant intervenir une clause unitaire xi

et F ′ est le résultat de la propagation de xi dans F , alors que F est satisfiable si et
seulement si F ′ est satisfiable. En déduire la correction de l’algorithme A.

Q. 9 Expliquer comment on pourrait modifier les fonctions précédentes afin de déterminer une
valuation satisfaisant une formule de Horn dans le cas où elle existe plutôt que de juste dire
si elle est satisfiable ou non. On ne demande pas d’implémentation.
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Cinquième partie

Thème langages

Exercice 26 : Grammaires Mines-Télécom, 2023

On fixe l’alphabet Σ = {a, b, c, d}. On considère alors L = {anbmcpdq|(n,m, p, q) ∈ N4, n+p = m+q},
L1 = {u ∈ L| |u|a 6 |u|b}, L2 = {u ∈ L| |u|a > |u|b}.

Q. 1 Montrer L1 = {anbnbmcmcpdp | (n,m, p) ∈ N3}.

Q. 2 Proposer une grammaire qui engendre L1.

Q. 3 Proposer une grammaire qui engendre L2.

Q. 4 Proposer une grammaire qui engendre L. Est-elle ambiguë?

Exercice 27 : Automates Mines-Télécom, 2023

Q. 1 Soit A un automate à n états et L(A) le langage reconnu par A. Montrer que L(A) = ∅ si et
seulement si L(A) ne contient aucun mot de longueur inférieure ou égale à n− 1.

Q. 2 Montrer que si L est un langage régulier sur Σ alors L (complémentaire de L dans Σ?) est
régulier.

Q. 3 Montrer que si L1 et L2 sont réguliers L1 ∩ L2 est régulier.

Q. 4 Soient A1 et A2 deux automates complets déterministes à n1 et n2 états. On suppose que
L(A1) 6= L(A2). On note l(A1, A2) la longueur discriminante de A1 et A2, c’est-à-dire la plus
petite longueur d’un mot appartenant à un des deux langages mais pas à l’autre. Montrer que
l(A1, A2) < n1 × n2.
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Exercice 28 : Programmation sur les booléens Mines-Télécom, 2024

Soit x un tableau de booléens de taille n. On note G la grammaire non contextuelle suivante,
d’axiome S.

S Ñ bool f(bool x[]) {I}

I Ñ return E; | B | C
B Ñ while (E) {I}

C Ñ if (E) {I} else {I}

E Ñ true | false | V | E==E
V Ñ x[i] i ∈ N

Note de l’enseignant : cette dernière règle paraît douteuse, car elle ne rentre pas dans le formalisme
des grammaires non contextuelles, on lui préférerait une règle de la forme V Ñ x[N] puis une règle
permettant de construire des entiers.
On note bool_c le langage de cette grammaire, et bool_bool_c l’ensemble des codes de bool_c qui
n’utilisent pas la règle de production B (autrement dit : sans boucle).
Considérons alors les 3 problèmes de décision suivants.

Pb1 :
{
Entrée : K un code de bool_c.
Sortie : K termine-t-il sur toutes les entrées ?

Pb2 :
{
Entrée : K un code de bool_c, x un tableau de booléens.
Sortie : K termine-t-il sur x?

Pb3 :
{
Entrée : K un code de bool_bool_c.
Sortie : K termine-t-il sur toutes ses entrées ?

Q. 1 Écrire un code en bool_c qui renvoie x[0] && (x[1] || !x[2]).

Q. 2 Le problème Pb3 est-il décidable?

Dans la suite, on suppose défini un ensemble P = {p0, p1, p2, . . . , pk, . . . } de variables proposition-
nelles, on note alors F(P) l’ensemble des formules de la logique propositionnelle sur cet ensemble
de variables. Étant donné un tableau de booléens x de longueur n on lui associe l’environnement
propositionnel νx défini par : ∀i ∈ J0, n− 1K, νx(pi) = x[i] et ∀i > n, νx(pi) = V.
Q. 3 Soit µ un code qui dérive de E, montrer qu’il existe une formule ϕµ ∈ F(P) telle que pour

tout tableau de booléens x l’interprétation de ϕµ dans νx vaut la valeur de l’évaluation de
l’expression µ.

Q. 4 Proposer une formule ϕ telle que, pour tout tableau de booléens x, l’interprétation de ϕ dans
νx coïncide avec la valeur retournée par le code C suivant.

1 if (x[0]) {
2 if (x[1] || x[2]) {return false;}
3 else {return true;}
4 } else {return false;}

Q. 5 Soit µ un code qui dérive de I, sans utiliser la règle de production B (autrement dit sans
boucle) montrer qu’il existe une formule ψµ ∈ F(P) telle que pour tout tableau de booléens
x l’interprétation de ψµ dans νx vaut la valeur retournée par l’exécution de µ.

Q. 6 Existe-t-il un code en en bool_c qui ne termine sur aucune de ses entrées ?

Q. 7 Existe-t-il un code qui termine sur certaines entrées, mais pas sur d’autres ?
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Note de l’enseignant : on invente une fin d’exercice.

Q. 8 Montrer que si le problème Pb2 est décidable, le problème Pb1 l’est aussi.

Q. 9 Que dire de la décidabilité des problèmes Pb1 et Pb2 ?

Exercice 29 : Langages réguliers CCINP type A, sujet 0

Q. 1 Rappeler la définition d’un langage régulier.

Q. 2 Les langages suivants sont-ils réguliers ? Justifier.
1. L1 = {anbam |n,m ∈ N}
2. L2 = {anbam |n,m ∈ N, n 6 m}

3. L3 = {anbam |n,m ∈ N, n > m}
4. L4 = {anbam |n,m ∈ N, n+m ≡ 0 mod 2}

On considère l’automate non déterministe suivant.

0 1

2 3

a

ε b

b

a
a

ε

Q. 3 Déterminiser cet automate.

Q. 4 Construire une expression régulière dénotant le langage reconnu par cet automate.

Q. 5 Décrire simplement avec des mots♣ le langage reconnu par cet automate.

Exercice 30 : Grammaires algébriques CCINP type A, 2023

On considère la grammaire algébrique G sur l’alphabet Σ = {a, b} et d’axiome S dont les règles
sont :

S → SaS | b.

Note de l’enseignant : le terme grammaire algébrique est synonyme de grammaire non contextuelle.

Q. 1 Cette grammaire est-elle ambiguë? Justifier.

Q. 2 Déterminer (sans preuve pour cette question) le langage L engendré parG. Quelle est la plus
petite classe de langages à laquelle L appartient ?

Q. 3 Prouver que L = L(G).

Q. 4 Décrire une grammaire qui engendre L de manière non ambiguë en justifiant de cette non
ambiguité.

Q. 5 Montrer que tout langage dans la même classe de langages que L peut être engendré par
une grammaire algébrique non ambiguë.

♣. comprendre ”à l’aide d’une phrase en français”
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Exercice 31 : Décidabilité CCINP type A, 2023

Q. 1 Montrer qu’un langage fini est décidable.

Q. 2 Montrer que le complémentaire d’un langage décidable est décidable.

Q. 3 Montrer que l’union, l’intersection et la concaténation de deux langages décidables sont dé-
cidables.

Q. 4 Montrer qu’un langage régulier est décidable.

On suppose disposer d’une machine dite machine universelle, sous forme de fonction OCaml de
type string -> string -> bool, qui prend en entrée u_p le code d’un décideur u en OCaml, ainsi
qu’une chaîne s, et qui renvoie la sortie de u s (son existence découle immédiatement de l’existence
d’un interpréteur OCaml). On l’appellera exec.
De plus, on suppose qu’il existe une fonction arret (u_p:string) (s:string) : bool, qui prend
en entrée le code u_p d’un décideur OCaml u : string -> bool, une chaîne de caractères s, et
renvoie true si l’appel u_s termine sans erreur (i.e si exec u_p s termine sans erreur).
On considère alors les fonctions suivantes :

1 let auto_arret (u:string) : bool =
2 arret u u
3

4 let paradoxe (u:string) : bool =
5 if auto_arret u then (while true; do (); done) ; false
6 else true

Q. 5 Décrire rapidement ce que font ces deux fonctions.

Q. 6 On note u_paradoxe le code de la fonction paradoxe. Étudier l’appel paradoxe u_paradoxe.
En déduire que la fonction arret ne peut pas exister.

Q. 7 Peut-on faire une fonction qui prend en entrée le code u_p d’un décideur u, une chaîne de
caractères s, et renvoie vrai si l’appel u s termine sur vrai, et faux si l’appel termine sur faux
ou ne termine pas correctement?

Q. 8 Montrer qu’il existe des langages non décidables.

Q. 9 Une union dénombrable de langages décidables est-elle toujours décidable?

Exercice 32 : Langage de Dyck CCINP type B, 2024

Cet énoncé est accompagné d’un ou code compagnon ccinp_2024_dyck.c fournissant certaines des
fonctions mentionnées dans l’énoncé : il est à compléter en y implémentant les fonctions demandées.
La ligne de compilation gcc -o ccinp_2024_dyck.exe -Wall *.c -lm vous permet de créer un exé-
cutable ccinp_2024_dyck.exe à partir du ou des fichiers C fournis. Vous pouvez également utiliser
l’utilitaire make. En ligne de commande, il suffit d’écrire make. Dans les deux cas, si la compilation
réussit, le programme peut être exécuté avec la commande ./ccinp\_2024\_dyck.exe.
Il est possible d’activer davantage d’avertissements et un outil d’analyse de la gestion de la mémoire
avec la ligne de compilation gcc -o main.exe -g -Wall -Wextra -fsanitize=address *.c -lm ou
en écrivant make safe. L’examinateur pourra vous demander de compiler avec ces options.
Si vous désirez forcer la compilation de tous les fichiers, vous pouvez au préalable nettoyer le répertoire
en faisant make clean et relancer une compilation.
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La compilation du code compagnon initial avec make safe provoque des warnings attendus qui seront
résolus lors de l’implémentation des fonctions demandées par le sujet.
On s’intéresse dans cet exercice aux mots de Dyck, c’est-à-dire aux mots bien parenthésés. Dans ce
type de mots, toute parenthèse ouverte ”(” est fermée ”)” et une parenthèse ne peut être fermée si
elle ne correspond pas à une parenthèse préalablement ouverte.
Par exemple pour deux couples de parenthèses, ”(())” et ”()()” sont des chaînes de parenthèses bien
formées. ”())(” et ”)()(” ne le sont pas.
On admet que le nombre de mots bien parenthésés à n couples de parenthèses est donné par le
nombre de Catalan Cn. Ceux-ci sont définis par la formule suivante.

Cn = (2n)!
(n+ 1)!n! pour n > 0

On rappelle que le type uint64_t est un type entier non signé codé sur 64 bits.
Q. 1 Complétez dans le code compagnon la fonction dont le prototype est uint64_t catalan(int

n). Vous pouvez utiliser une fonction auxiliaire si cela vous semble pertinent.
Q. 2 Que va-t-il se passer si on tente d’afficher catalan(n) pour n un peu grand? Le constatez-vous

ici ?
On cherche maintenant à afficher le nombre de mots (chaînes) bien parenthésés avec n fixé couples
de parenthèses, ainsi que les mots eux-mêmes.
Un algorithme de force brute pour déterminer toutes les chaînes à n couples de parenthèses bien
formées consiste à générer toutes les possibilités puis à ne garder que les chaînes bien formées.
Q. 3 Complétez dans le code compagnon la fonction dont le prototype est bool verification(char

* mot). Cette fonction renvoie true si le mot fourni en paramètre mot est bien parenthésé,
false sinon.

Q. 4 Quelle est la complexité de cette vérification?
Q. 5 Quelle est la complexité finale de l’algorithme de force brute?
On appelle n le nombre de couples de parenthèses voulu. Dans le fichier compagnon fourni, le
nombre de couples a été limité à 18.
On vous propose de coder l’énumération des chaînes de parenthèses bien formées en appliquant
l’algorithme de backtracking suivant, dont on admet qu’il est correct : on compte le nombre de pa-
renthèses ouvertes o et le nombre de parenthèses fermées f dans une chaîne de caractères courante
(vide au départ).
• Si o = f = n, on a trouvé une chaîne bien formée.
• Si o < n, on ajoute une parenthèse ouvrante et on relance.
• Si f < o, on ajoute une parenthèse fermante et on relance.
Cet algorithme est à implémenter dans la fonction dont le prototype est void dyck(char s[N],
int o, int f, int n) qui affiche sur la sortie standard les chaînes de parenthèses bien formées
avec n couples de parenthèses lorsque s est la chaîne de caractère courante, o est son nombre de
parenthèses ouvrantes et f est son nombre de parenthèses fermantes.
Q. 6 Compléter la fonction dyck pour afficher les chaînes bien parenthésées avec 5 couples de

parenthèses.
Q. 7 Adapter la fonction dyck pour calculer le nombre de mots obtenus. Combien de mots trouvez-

vous pour 16 couples de parenthèses ?
Q. 8 Adapter la fonction dyck pour stocker les mots bien parenthésés dans une liste chaînée et les

afficher après l’appel à la fonction. Vous trouverez dans le code compagnon une structure qui
peut vous aider.
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Exercice 33 : Langages locaux CCINP type B, 2023

Consignes : Cet énoncé est accompagné d’un code compagnon en OCaml ccinp_2023_locaux.ml four-
nissant le type décrit par l’énoncé et quelques fonctions auxiliaires : il est à compléter en y implémentant
les fonctions demandées. On privilégiera un style de programmation fonctionnel.
On considère un alphabet Σ. Si L est un langage sur Σ, on note :
• P (L) = {a ∈ Σ | aΣ? ∩ L 6= ∅} l’ensemble des premières lettres des mots de L.
• D(L) = {a ∈ Σ |Σ?a ∩ L 6= ∅} l’ensemble des dernières lettres des mots de L.
• F (L) = {m ∈ Σ2 |Σ?mΣ? ∩ L 6= ∅} l’ensemble des facteurs de longueur 2 des mots de L.
• N(L) = Σ2 \ F (L) l’ensemble des mots de taille 2 qui ne sont pas facteurs de mots de L.
On rappelle qu’un langageL est dit local si et seulement si l’égalité de langages suivantes est vérifiée :

L \ {ε} = (P (L)Σ? ∩ Σ?D(L)) \ (Σ?N(L)Σ?)

Q. 1 Calculer les ensembles P (L), D(L), F (L) et N(L) dans le cas où L est le langage dénoté par
l’expression régulière a?(ab)?|aa sur l’alphabet {a, b}. Ce langage est-il local ? On vérifiera la
cohérence entre les réponses à cette question et celles obtenues via les fonctions demandées
dans la suite de l’énoncé.

On cherche dans la suite de l’exercice à concevoir un algorithme répondant à la spécification sui-
vante :Entrée : Une expression régulière e sur un alphabet Σ ne faisant pas intervenir le symbole ∅.

Sortie : Vrai si le langage dénoté par e est local, faux sinon.

Par défaut, dans la suite de l’énoncé, ”expression régulière” signifie ”expression régulière ne faisant
pas intervenir le symbole ∅”. Les expressions régulières seront manipulées en OCaml via le type
somme suivant :

1 type regexp =
2 | Epsilon
3 | Letter of string (* La chaîne en question sera toujours de longueur 1 *)
4 | Union of regexp * regexp
5 | Concat of regexp * regexp
6 | Star of regexp

On propose tout d’abord de calculer les ensembles P (L), D(L) et F (L) à partir d’une expression
régulière dénotant L. Ces ensembles seront représentés en OCaml par des listes de chaînes de
caractères qui vérifieront les propriétés suivantes :
• Elles sont triées dans l’ordre croissant selon l’ordre lexicographique.
• Elles sont sans doublons.
L’énoncé fournit une fonction union permettant de calculer l’union sans doublons de deux listes
triées. La définition inductive d’une expression régulière invite à calculer inductivement les en-
sembles P (L), D(L) et F (L). C’est ce que propose la fonction compute_P fournie par l’énoncé.

Q. 2 En supposant que la fonction contains_epsilon : regexp -> bool renvoie true si et seule-
ment si le langage dénoté par l’expression régulière en entrée contient le mot ε, justifier
brièvement la correction de compute_P.

Q. 3 Implémenter la fonction contains_epsilon.

Q. 4 Sur lemodèle de compute_P, implémenter une fonction compute_D : regexp -> string list
permettant le calcul de l’ensemble D(L) étant donnée une expression régulière dénotant le
langage L.
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Q. 5 Expliquer en langage naturel comment calculer récursivement l’ensemble F (L) étant donnée
une expression régulière e dénotant le langage L. Si e = e1e2 on pourra exprimer F (L) en
fonction notamment de P (L2) et D(L1) où L1 (resp. L2) est le langage dénoté par e1 (resp.
e2).

Q. 6 Écrire une fonction prod : string list -> string list -> string list calculant le pro-
duit cartésien des deux listes en entrée, qu’on pourra supposer triées dans l’ordre lexico-
graphique croissant et sans doublons, puis qui pour chaque couple de chaînes dans la liste
obtenue les concatène. Par exemple :

prod ["a";"c";"e"] ["b";"c"] = ["ab";"ac";"cb";"cc";"eb";"ec"]

Q. 7 En déduire une fonction compute_F : regexp -> string list déterminant l’ensemble F (L)
étant donnée une expression régulière dénontant le langage L.

Dans les questions qui suivent, on ne demande PAS d’implémenter les algorithmes décrits.

Q. 8 Décrire en pseudo-code ou en langage naturel un algorithme permettant de calculer un auto-
mate reconnaissant (P (L)Σ?∩Σ?D(L))\ (Σ?N(L)Σ?) étant donnée une expression régulière
dénotant L.

Q. 9 Décrire un algorithme permettant de détecter si le langage dénoté par une expression régu-
lière est local ou non.

Q. 10 Pourquoi est-il légitime de ne considérer que les expressions régulières ne faisant pas inter-
venir ∅? Comment modifier l’algorithme obtenu dans le cas où cette contrainte n’est plus
vérifiée?
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Sixième partie

Autres thèmes

Exercice 34 : SQL CCINP type A, sujet 0

On considère le schéma de base de données suivant, qui décrit un ensemble de fabricants dematériel
informatique, les matériels qu’ils vendent, leurs clients et ce qu’achètent leurs clients. Les attributs
des clés primaires des six premières relations sont soulignés.

Production(NomFabricant, Modele)
Ordinateur(Modele, Frequence, Ram, Dd, Prix)
Portable(Modele, Frequence, Ram, Dd, Ecran, Prix)
Imprimante(Modele, Couleur, Type, Prix)
Fabricant(Nom, Adresse, NomPatron)
Client(Num, Nom, Prenom)
Achat(NumClient, NomFabricant, Modele, Quantite)

Chaque client possède un numéro unique connu de tous les fabricants. La relation Production donne
pour chaque fabricant l’ensemble des modèles fabriqués par ce fabricant. Deux fabricants différents
peuvent proposer le même matériel. La relation Ordinateur donne pour chaque modèle d’ordina-
teur la vitesse du processeur (en Hz), les tailles de la Ram et du disque dur (en Go) et le prix de
l’ordinateur (en €). La relation Portable, en plus des attributs précendents, comporte la taille de
l’écran (en pouces). La relation Imprimante indique pour chaque modèle d’imprimante si elle im-
prime en couleur (vrai/faux), le tye d’impression (laser ou jet d’encre) et le prix (en €). La relation
Fabricant stocke les nom et adresse de chaque fabricant, ainsi que le nom de son patron. La rela-
tion Client stocke les noms et prénoms de tous les clients de tous les fabricants. Enfin, la relation
Achat regroupe les quadruplets (client c, fabriquant f , modèle m, quantité q) tels que le client de
numéro c a acheté q fois le modèlem au fabricant f . On suppose que l’attribut Quantite est toujours
strictement positif.

Q. 1 Proposer une clé primaire pour la relation Achat et indiquer ses conséquences en terme de
modélisation.

Q. 2 Identifier l’ensemble des clés étrangères éventuelles de chaque table.

Q. 3 Donner en SQL des requêtes répondant aux question suivantes :
a) Quels sont les numéros des modèles des matériels (ordinateur, portable ou imprimante)

fabriqués par l’entreprise du nom de Durand?
b) Quels sont les noms et adresses des fabricants produisant des portables dont le disque

dur a une capacité d’au moins 500 Go?
c) Quels sont les noms des fabricants qui produisent au moins 10 modèles différents d’im-

primantes ?
d) Quels sont les numéros des clients n’ayant acheté aucune imprimante?
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Exercice 35 : Concurrence Mines-Télécom, sujet0

On s’intéresse à un bus touristique pouvant contenir C passagers. On suppose que l’on a n > C
passagers qui attendent leur tour, puis se remettent en attente à l’arrêt du bus dès qu’ils ont fini
pour le revoir. Le bus ne démarre que lorsqu’il est plein.
Pour formaliser ce problème on utilise des fonctions fictives :

- board et unboard permettant au passager de monter et descendre ;
- le bus doit appeler les fonctions load lorsqu’il se remplit, run lorsqu’il démarre son tour et
unload lorsqu’il se vide.

Attention les passagers ne peuvent pas descendre avant que le bis ait ouvert ses portespour une fin
d tour avec unload et ne peuvent pas monter avant que le bus ait ouvert ses portes pour un nouveau
tour avec load.

Q. 1 Écrire les fonctions en pseudo-code correspondant au bus et aux passagers sans prendre en
compte les problèmes de synchronisation dans un premier temps.

Q. 2 Proposer une solution en pseudo-code utilisant deux compteurs protégés par des mutexs et
quatre sémaphores.

Q. 3 Votre solution peut-elle être utilisée dans le cas où l’on a plusieurs bus? Justifier.

Q. 4 Proposer une nouvelle solution pour le pseudo-code du bus dans le cas où il y a m bus nu-
mérotés respectant les règles suivantes.

- un seul bus peut ouvrir ses portes aux passagers à la fois ;
- un bus doit avoir fini de décharger avant qu’un autre vienne décharger ;
- plusieurs bus peuvent faire un tour en même temps ;
- les bus ne peuvent pas se doubler donc ils se chargent et déchargent toujours dans le
même ordre.

La solution doit utiliser deux tableaux de sémaphores en plus des sémaphores utilisés dans
la solution précédente permettant de gérer la coordination entre les bus.

Exercice 36 : Mutex CCINP type A, sujet 0

On considère le programme suivant, ici en OCaml, dans lequel n fils d’exécution incrémentent tous
un même compteur partagé.

1 (* Nombre de fils d'exécution *)
2 let n = 100
3

4 (* Un même compteur partagé *)
5 let compteur = ref 0
6

7 (* Chaque fil d'exécution de numéro i va incrémenter le compteur *)
8 let f i = compteur := !compteur + 1
9

10 (* Création de n fils exécutant f associant à chaque fil son numéro *)
11 let threads = Array.init n (fun i -> Thread.create f i)
12

13 (* Attente de la fin de n fils d'exécution *)
14 let () = Array.iter (fun t -> Thread.join t) threads
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On rappelle que l’on dispose en OCaml des trois fonctions Mutex.create : unit -> Mutex.t pour
la création d’un verrou, Mutex.lock : Mutex.t -> unit pour le verrouillage et Mutex.unlock :
Mutex.t -> unit pour le déverrouillage, du module Mutex pour manipuler des verrous.

Q. 1 Quelles sont les valeurs possibles que peut prendre le compteur à la fin du programme.

Q. 2 Identifier la section critique et indiquer comment et à quel endroit ajouter des verrous pour
garantir que la valeur du compteur à la fin du programme soit n de manière certaine.

Dans la suite de l’exercice, on suppose que l’on ne dispose pas d’une implémentation des verrous.
On se limite au cas de deux fils d’exécution, numérotés 0 et 1. Nous cherchons à garantir deux
propriétés :
• Exclusion mutuelle : un seul fil d’exécution à la fois peut se trouver dans la section critique ;
• Absence de famine : tout fil d’excéution qui cherche à entrer dans la section critique pourra le faire

à un moment.
On utilise pour cela un tableau veut_entrer qui indique pour chaque fil d’exécution s’il souhaite
entrer en section critique ainsi qu’une variable tour qui indique quel fil d’exécution peut effective-
ment entrer dans la section critique. On propose ci-dessous deux versions modifiées f_a et f_b de la
fonction f, l’objectif étant de pouvoir exécuter f_a 0 et f_a 1 de manière concurrente, et de même
pour f_b.

1 let veut_entrer = [|false; false|]
2 let tour = ref 0
3

4 let f_a i =
5 let autre = 1 - i in
6 veut_enter.(i) <- true;
7 while veut_entrer.(autre) do () done;
8 (* section critique *)
9 veut_entrer.(i) <- false

10

11 let f_b i =
12 let autre = 1 - i in
13 veut_entrer.(i) <- true;
14 tour := i;
15 while veut_entrer.(autre) && !tour = autre do () done;
16 (* section critique *)
17 veut_entrer.(i) <- false

Q. 3 Expliquer pourquoi aucune de ces deux versions ne convient, en indiquant la propriété qui
est violée.

Q. 4 Proposer une version f_c qui permet de garantir les deux propriétés.

Q. 5 Connaissez-vous un algorithme permettant de généraliser à n fils d’exécution? Rappeler très
succinctement son principe.
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Exercice 37 : Programmation concurrente en C Mines-Télécom, 2024

Q. 1 Qu’affiche le programme ci-dessous? Justifier.

1 #include <pthread.h>
2 #include <stdio.h>
3

4 int x = 0;
5 void* calcul (){
6 for(int i = 1; i <= 1000000; i++){
7 x++;
8 }
9 }

10

11 int main (){
12 pthread_t t1;
13 pthread_t t2;
14 pthread_create(&t1, NULL, calcul, NULL);
15 pthread_create(&t2, NULL, calcul, NULL);
16 pthread_join(t1, NULL);
17 pthread_join(t2, NULL);
18 printf("res : %d\n",x);
19 }

Q. 2 Qu’affiche le programme ci-dessous? Justifier.

1 #include <pthread.h>
2 #include <stdio.h>
3

4 int x = 0;
5 void* pair (){
6 for(int i = 1; i <= 1000000; i++){
7 while(x%2 != 0){}
8 x++;
9 }

10 }
11

12 void* impair (){
13 for(int i = 1; i <= 1000000; i++){
14 while(x%2 == 0){}
15 x++;
16 }
17 }
18

19 int main (){
20 pthread_t t1;
21 pthread_t t2;
22 pthread_create(&t1,NULL, pair,NULL);
23 pthread_create(&t2,NULL, impair,NULL);
24 pthread_join(t1,NULL);
25 pthread_join(t2,NULL);
26 printf("res : %d\n",x);
27 }

Q. 3 Quels problèmes peuvent apparaître avec cette implémentation en machine?
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Exercice 38 : Activation de processus CCINP type A, 2023

Soit un système temps réel à n processus asynchrones i ∈ [[1, n]] et m ressources rj. Quand un
processus i est actif, il bloque un certain nombre de ressources listées dans un ensemble Pi et une
ressource ne peut être utilisée que par un seul processus. On cherche à activer simultanément le
plus de processus possible.
Le problème de décision Activation correspondant ajoute un entier k aux entrées et cherche à
répondre à la question : ”Est-il possible d’activer au moins k processus en même temps?”

Q. 1 Soit n = 4 et m = 5. On suppose que P1 = {r1, r2}, P2 = {r1, r3}, P3 = {r2, r4, r5} et
P4 = {r1, r2, r4}. Est-il possible d’activer 2 processus en même temps? Même question avec 3
processus.

Q. 2 Dans le cas où chaque processus n’utilise qu’une seule ressource, proposer un algorithme
résolvant le problème Activation. Évaluer la complexité de l’algorithme proposé.

On souhaite montrer que Activation est NP-complet.

Q. 3 Donner un certificat pour ce problème.

Q. 4 Écrire en pseudo-code un algorithme de vérification polynomial. On supposera disposer de
trois primitives, toutes trois de complexité polynomiale :
1. appartient(c, i) qui renvoie V si le processus i est dans l’ensemble d’entiers c.
2. intersecte(Pi, R) qui renvoie V si le processus i utilise une ressource incluse dans un

ensemble de ressources R.
3. ajoute(Pi, R) qui ajoute les ressources Pi dans l’ensemble R et renvoie ce nouvel en-

semble.

En théorie des graphes, le problème Stable se pose la question de l’existence dans un graphe non
orienté G = (S,A) d’un ensemble d’au moins k sommets ne contenant aucune paire de sommets
voisins. En d’autres termes, existe-t-il S ′ ⊂ S, |S ′| > k tel que (s, p) ∈ (S ′)2 ⇒ {s, p} /∈ A?

Q. 5 En utilisant le fait que Stable est NP-complet, montrer par réduction que le problème Acti-
vation est également NP-complet.
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Exercice 39 : ID3 CCINP type A, sujet 0

On considère un problème d’apprentissage supervisé à deux classes dont les données d’apprentissage
sont de la formeZ = (xi, yi)i∈J1,nK avec ∀i ∈ J1, nK, xi ∈ Bd, yi ∈ {+,−}, où d est le nombre d’attributs
binaires d’un exemple et B = {YES,NO}, les valeurs possibles pour les attributs.
Par exemple, le tableau ci-dessous est un échantillon Z de données relatif aux infections à la COVID
19, extrait de IJCRD 2019. La première colonne indique l’identifiant d’un exemple x (qui comporte
trois attributs F , T et R) et la dernière colonne son étiquette y (ici I).

ID Fièvre (F) Toux (T) Problèmes respiratoires (R) Infecté (I)
1 NO NO NO -
2 YES YES YES +
3 YES YES NO -
4 YES NO YES +
5 YES YES YES +
6 NO YES NO -
7 YES NO YES +
8 YES NO YES +
9 NO YES YES +
10 YES YES NO +
11 NO YES NO -
12 NO YES YES -
13 NO YES YES -
14 YES YES NO -

Q. 1 Rappeler le principe de l’apprentissage supervisé.

Q. 2 Dessiner l’arbre de décision obtenu en considérant successivement et dans l’ordre les attributs
F , T et R. Commenter. On rappelle qu’un arbre de décision est un arbre binaire dont les nœuds
internes sont étiquetés par les attributs et les feuilles par {+,−}. Les fils gauches correspondent
à une réponse NO et les fils droits à la réponse YES.

L’entropie d’un ensemble S d’exemples est définie par :

H(S) = −n+

n
log2

(
n+

n

)
− n−

n
log2

(
n−

n

)
où n+, n− et n désignent respectivement le nombre d’éléments de S dont l’étiquette est +, le nombre
d’éléments de S dont l’étiquette est− et enfin le nombre total d’éléments de S. Dans le cas où k = 0,
on prend la convention que k log2 k = 0. Par exemple l’entropie de l’ensemble de toutes les données
Z ci-dessus est 1.00.
Étant donné un attribut A, on définit le gain de A par rapport à S par :

G(S,A) = H(S)− nA=Y ES

n
H(SA=Y ES)− nA=NO

n
H(SA=NO)

où SA=Y ES désigne le sous-ensemble des éléments de S dont l’attribut A est YES et nA=Y ES désigne
son cardinal, de même pour NO et n désigne toujours le cardinal de S. Par exemple G(Z, F ) = 0.26,
G(Z, T ) = 0.07 et G(Z,R) = 0.26 (les valeurs données sont approchées au centième).
Si l’on considère le sous-ensemble ZF =Y ES des individus qui ont eu de la fièvre, et en supprimant
l’attribut F , on obtient le sous-tableau ci-dessous. Le gain d’information de l’attribut T est alors
G(ZF =Y ES, T ) = 0.20.
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ID Toux (T) Problèmes respiratoires (R) Infecté (I)
2 YES YES +
3 YES NO -
4 NO YES +
5 YES YES +
7 NO YES +
8 NO YES +
10 YES NO +
14 YES NO -

Q. 3 Calculer le gain d’entropie G(ZF =Y ES, R) de l’attribut problèmes respiratoires pour le sous-
ensemble des individus qui ont eu de la fièvre.

L’algorithme Iterative Dichotomiser 3 (ID3) (Algo. 1) peut être utilisé pour construire un arbre de
décision. Pour l’appel initial, il suffit de prendre l’ensemble de tous les exemples pour Sp et pour S,
et l’ensemble de tous les attributs pour D.

Algorithme 2 : Algorithme ID3
1 Fonction ID3(Sp, S,D) ;
Entrée : Sp sous-ensemble des exemples du nœud parent,
S sous-ensemble des exemples à considérer,
D sous-ensemble des attributs à considérer
Sortie : Un arbre de décision

2 si l’ensemble des exemples S est vide alors
3 retourner ....... ;
4 si l’ensemble A des attributs est vide alors
5 retourner ....... ;
6 si tous les exemples de S ont une même étiquette y alors
7 retourner ....... ;
8 sinon
9 Soit A ∈ D l’attribut de plus grand gain G(S,A) ;

10 Construire l’arbre de racine A et de sous-arbre gauche ID3(S, SA=NO, D \ {A}) et de
sous-arbre droit ID3(S, SA=Y ES, D \ {A})

Q. 4 Indiquer comment compléter l’algorithme 1.

Exercice 40 : Bin Packing CCINP type A, 2024

On rappelle que le problème BinPacking consiste à placer n objets de volumes connus (vi)i∈J1,nK

dans des boîtes de volume V , et ce en utilisant le moins de boîtes possible.
On prend comme exemple tout au long de l’exercice l’instance suivante.

n = 7, v = (2, 5, 4, 7, 1, 3, 8) et V = 10

On propose un premier algorithme dont l’idée est la suivante : on met les objets un par un dans des
boîtes, dès qu’un objet ne peut pas rentrer dans la boîte courante on ferme celle-ci et on en ouvre
une nouvelle.
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Algorithme 3 :
Entrée : n, (vi)i∈J1,nK, V
Sortie : k, (ri)i∈J1,nK

1 k ← 1 ;
2 S ← 0 ;
3 pour i allant de 1 à n faire
4 si S + vi > V alors
5 k ← k + 1 ;
6 S ← 0 ;
7 ri ← k ;
8 S ← vi + S ;
9 retourner (k, r1, ..., rn)

Q. 1 Que représentent les ri dans l’algorithme 3?

Q. 2 Appliquer l’algorithme 3 à l’exemple.

Q. 3 Montrer que si k est une solution alors k V >
n∑

i=1
vi.

Q. 4 Montrer que si k est une solution fournie par l’algorithme 3 alors
n∑

i=1
vi >

(k−1)V
2 .

Q. 5 Proposer un ratio d’approximation satisfaisant pour l’algorithme 3.

On propose un second algorithme proche du premier, mais dans lequel on garde les boîtes ouvertes.

Algorithme 4 :
Entrée : n, (vi)i∈J1,nK, V
Sortie : k, (ri)i∈J1,nK

1 k ← 1 ;
2 S ← tableau d’entiers indexé par J1, nK, initialisé à 0 ;
3 pour i allant de 1 à n faire
4 ri ← 0 ;
5 pour j allant de 1 à k faire
6 si S[j] + vi < V alors
7 ri ← j ;
8 S[j]← vi + S[j] ;
9 Break ”pour j allant de 1 à k”

10 si ri = 0 alors
11 k ← k + 1 ;
12 ri ← k ;
13 S[k]← vi + S[k] ;

14 retourner (k, r1, ..., rn)

Q. 6 Appliquer l’algorithme 4 à l’exemple.

Q. 7 Comparer la complexité des deux algorithmes.

Q. 8 Proposer une amélioration à l’algorithme 4.
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Exercice 41 : Jeu sur les parties d’un ensemble Mines-Télécom, 2025

Soit E un ensemble fini. Soit EA ⊆ P(E).
Alice et Bob piochent chacun leur tour un élément dans E. Alice gagne s’il existe X∈EA tel qu’elle
a pioché tous les éléments de X. La partie s’arrête soit dès qu’Alice a gagné, soit lorsqu’il n’y a plus
d’éléments à piocher, et dans ce deuxième cas, c’est Bob qui gagne.

Q. 1 Supposons que E = {x1, x2, x3} et EA = {{x1, x3}, {x2, x3}}. Décrire l’ensemble des parties
possibles avec un graphe biparti et donner les positions gagnantes pour Alice. Justifier.

Q. 2 Montrer que le jeu termine en au maximum |E| coups.

Q. 3 Montrer qu’il y a toujours une stratégie gagnante pour au moins un des deux joueurs.

Il y avait trois questions supplémentaires à cet exercice.

Exercice 42 : Jeu de Chomp CCINP type A, 2024

On considère une variante du jeu de Chomp : deux joueurs J1 et J2 s’affrontent autour d’une tablette
de chocolat de taille l×c, dont le carré en haut à gauche est empoisonné. Les joueurs choisissent cha-
cun leur tour une ou plusieurs lignes (ou une ou plusieurs colonnes) partant du bas (respectivement
de la droite) et mangent les carrés correspondants. Il est interdit de manger le carré empoisonné et
le perdant est le joueur qui ne peut plus jouer.
Dans la figure ci-dessous, matérialisant un début de partie sur une tablette de taille 4× 5, le carré
noir est le carré empoisonné, le choix du joueur Ji est d’abord matérialisé par des carrés hachurés,
qui sont ensuite supprimés.

On associe à ce jeu un graphe orienté G = (S,A). Les sommets S sont les états possibles de la
tablette de chocolat, définis par un couple s = (m,n),m ∈ [[1, l]], n ∈ [[1, c]]. De plus, (si, sj) ∈ A si
un des joueurs peut, par son choix de jeu, faire passer la tablette de l’état si à l’état sj. On dit que
sj est un successeur de si et que si est un prédécesseur de sj.

Q. 1 Dessiner le graphe G pour l = 2 et c = 3. Les états de G pourront être représentés par des
dessins de tablettes plutôt que par des couples (m,n).

On va chercher à obtenir une stratégie gagnante pour le joueur J1 de deux manières.

Utilisation des noyaux de graphe
Soit G = (S,A) un graphe orienté. On dit que N ⊂ S est un noyau de G si :
• pour tout sommet s ∈ N , les successeurs de s ne sont pas dans N ,
• tout sommet s ∈ S \N possède au moins un successeur dans N

Q. 2 Donner tous les noyaux possibles pour les graphes suivants :
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s1

s2 s3

s4 s5

s1

s2

s3

s4

Dans la suite, on ne considère que des graphes acycliques.

Q. 3 Montrer que tout graphe acyclique admet un puits, c’est-à-dire un sommet sans successeur.

Dans le cas général, le noyau d’un graphe G = (S,A) est souvent difficile à calculer. Si la dimension
du jeu n’est pas trop importante, on peut toutefois le faire en utilisant l’algorithme suivant :

Algorithme 5 : Calcul de noyau
1 N = ∅ ;
2 tant que il reste des sommets à traiter faire
3 Chercher un sommet s ∈ S sans successeur ;
4 N = N

⋃{s} ;
5 Supprimer s de G ainsi que ses prédécesseurs ;
6 retourner N

Q. 4 Justifier que cet algorithme termine et renvoie un noyau.

Q. 5 Démontrer que ce noyau est unique. Conclure que le graphe du jeu de Chomp possède un
unique noyau N .

Q. 6 Appliquer cet algorithme pour calculer le noyau du jeu de Chomp à 2 lignes et 3 colonnes. Que
peut-on dire du sommet (1, 1) pour le joueur qui doit jouer? En déduire à quoi correspondent
les éléments du noyau.

Q. 7 Montrer que, dans le cas d’un graphe acyclique, tout joueur dont la position initiale n’est pas
dans le noyau a une stratégie gagnante. Le joueur J1 a-t-il une stratégie gagnante pour ce
jeu dans le cas l = 2 et c = 3?

Utilisation des attracteurs
On modélise le jeu par un graphe biparti : pour ce faire, on dédouble les sommets du graphe pré-
cédent : un sommet si génère donc deux sommets s1

i et s2
i , s

j
i étant le sommet i contrôlé par le

joueur Jj. On forme alors deux ensembles de sommets S1 = {s1
i }i et S2 = {s2

i }i, et on construit le
graphe de jeu orienté G = (S,A) avec S = S1

⋃
S2 et S1

⋂
S2 = ∅. De plus, (s1

i , s
2
j) ∈ A si le joueur 1

peut, par son choix de jeu, faire passer la tablette de l’état s1
i à l’état s2

j . On raisonne de même pour
(s2

i , s
1
j) ∈ A.

On rappelle la définition d’un attracteur : soit F1 l’ensemble des positions finales gagnantes pour
J1. On définit alors la suite d’ensembles (Ai)i∈N par récurrence : A0 = F1 et

(∀i ∈ N) Ai+1 = Ai∪{s ∈ S1/∃t ∈Ai, (s, t) ∈ A}∪{s ∈ S2 non terminal,∀t ∈ S, (s, t) ∈ A⇒ t ∈Ai}

et A =
∞⋃

i=0
Ai est l’attracteur pour J1.

Q. 8 Que représente l’ensemble Ai ?

Q. 9 Dans le cas du jeu de Chomp à deux lignes et trois colonnes (question 1), calculer les en-
sembles Ai. Le joueur J1 a-t-il une stratégie gagnante? Comment le savoir à partir de A ?
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Exercice 43 : Analyse d’algorithme CCINP type A

Algorithme 6 : Mystère
Entrée : Un tableau d’entiers T
Sortie : . . .

1 I ← 0 ;
2 tant que I < longueur(T ) faire
3 si I = 0 ∨ T [I] > T [I − 1] alors
4 I ← I + 1 ;
5 sinon
6 échanger T [I] et T [I − 1] ;
7 I ← I − 1 ;

Q. 1 Exécuter l’algorithme ci-dessus sur le tableau [3, 1, 2, 5, 4, 0].

Q. 2 Décrire informellement ce que fait l’algorithme ci-dessus.

Q. 3 Proposer un invariant permettant de prouver la correction partielle de cet algorithme. Prou-
ver que c’est bien un invariant.

Q. 4 Établir la terminaison de cet algorithme.
On pourra introduire la grandeur inv(T ) = |{(i, j) ∈ J0, n − 1K2 | i < j et T [i] > T [j]}| où n
désigne la longueur de T .

Q. 5 Conclure quant à la correction de l’algorithme.

Q. 6 Donner la complexité pire cas de l’algorithme.
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Exercice 44 : Nombre d’occurrences CCINP type B, sujet 0

L’exercice suivant est à traiter dans le langage C. Un squelette de programme C vous est donné dans
ccinp_2022_nb_occurrences.c, avec un jeu de tests qu’il ne faut pas modifier. Vous pouvez bien sûr
ajouter vos propres tests à part.

Dans tout l’exercice, on ne considère que des tableaux d’entiers de longueur n > 0.

Q. 1 Écrire une fonction de prototype bool nb_occurrences(int n, int* tab, int x) qui ren-
voie le nombre d’occurrences de l’élément x dans le tableau tab de longueur n. Quelle est la
complexité de cette fonction?

Dans toute la suite, on suppose que les tableaux sont triés dans l’ordre croissant. On va chercher
à écrire une version plus efficace de la fonction ci-dessus qui exploite cette propriété. On cherche
tout d’abord à écrire une fonction int une_occurrence(int n, int* tab, int x) qui permet de
renvoyer un indice d’une occurrence quelconque de x s’il est présent dans le tableau et −1 sinon.
On procède par dichotomie.

Q. 2 Compléter le code de la fonction int une_occurrence(int n, int* tab, int x) qui vous
est donnée dans le squelette. Cette fonction doit avoir une complexité en O(log n).

Q. 3 Écrire une fonction int premiere_occurrence(int n, int* tab int x) qui renvoie l’indice
de la première occurrence de l’élément x dans un tableau tab de longueur n si cet élément
est présent et −1 sinon. Cette fonction doit avoir une complexité en O(log n).

Q. 4 Écrire une fonction int nombre_occurrences(int n, int* tab, int x) qui renvoie le nombre
d’occurrences de l’élément x dans le tableau tab de longueur n. Cette fonction devra avoir
une complexité en O(log n).

Q. 5 Justifier que la fonction une_occurrence termine et est correcte. On donnera un variant et
un invariant de boucle qu’on justifiera.

Q. 6 Montrer que la complexité de une_occurrence est bien en O(log n).
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Exercice 45 : Tri par pile CCINP type B, sujet 0

L’exercice suivant est à traiter dans le langage OCaml. Dans cet exercice, on s’interdit d’utiliser les traits
impératifs du langage OCaml (références, tableaux, champs mutables...).
Un fichier nommé ccinp_2022_tri_pile.ml accompagne cet énoncé.

On représente en OCaml une permutation σ de J0, n − 1K par la liste d’entiers [σ0;σ1; ...;σn−1]. Un
arbre binaire étiqueté est soit un arbre vide, soit un noeud formé d’un sous-arbre gauche, d’une
étiquette et d’un sous-arbre droit :

1 type arbre =
2 | V
3 | N of arbre * int * arbre

On représente un arbre binaire non étiqueté par un arbre binaire étiqueté en ignorant simplement
les étiquettes. On étiquette un arbre binaire non étiqueté à n noeuds par J0, n−1K en suivant l’ordre
infixe de son parcours en profondeur. La permutation associée à cet arbre est donnée par le parcours
en profondeur par ordre préfixe. La figure 1 propose un exemple (on ne dessine pas les arbres vides).

3

2

0

1

5

4 7

6

Figure 8 – à gauche, un arbre binaire non étiqueté, au milieu, son étiquetage en suivant un ordre
infixe, la permutation associée est [3; 2; 0; 1; 5; 4; 7; 6] ; à droite, un autre arbre binaire non étiqueté

Le fichier compagnon qui vous est fourni implémente ces exemples.

Q. 1 Étiqueter l’arbre de droite de la Figure 8 et donner la permutation associée.

Q. 2 Écrire une fonction parcours_prefixe : arbre -> int list qui renvoie la liste des éti-
quettes d’un arbre dans l’ordre préfixe de son parcours en profondeur. On pourra utiliser
l’opérateur @ et on ne cherchera pas nécessairement à proposer une solution linéaire en la
taille de l’arbre.

Q. 3 Écrire une fonction etiquette : arbre -> arbre qui prend en paramètre un arbre dont on
ignore les étiquettes et qui renvoie un arbre identiquemais étiqueté par les entiers de J0, n−1K
en suivant l’ordre infixe d’un parcours en profondeur.
Indication : on pourra utiliser une fonction auxiliaire de type arbre -> int -> arbre*int qui
prend en paramètres un arbre et la prochaine étiquette à mettre et qui renvoie le couple formé
par l’arbre étiqueté et la nouvelle prochaine étiquette à mettre.

Une permutation σ de J0, n−1K est triable avec une pile s’il est possible de trier la liste [σ0;σ1; ...;σn−1]
en utilisant uniquement une structure de pile comme espace de stockage interne. On considère
l’algorithme suivant, énoncé ici dans un style impératif :
• Initialiser une pile vide ;
• Pour chaque élément en entrée :

- Tant que l’élément est plus grand que le sommet de la pile, dépiler le sommet de la pile vers la
sortie ;

- Empiler l’élément en entrée dans la pile ;
• Dépiler tous les éléments restant dans la pile vers la sortie.
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Par exemple, pour la permutation [3; 2; 0; 1; 5; 4; 7; 6], on empile 3, 2, 0, on dépile 0, on empile 1,
on dépile 1, 2, 3, on empile 5, 4, on dépile 4, 5, on empile 7, 6, on dépile 6, 7. On obtient alors la
liste triée [7;6;5;4;3;2;1;0] en supposant avoir ajouté en sortie les éléments dans une liste. On
admet qu’une permutation est triable par pile si et seulement si cet algorithme permet de la trier
correctement.

Q. 4 Dérouler l’exécution de l’algorithme sur la permutation obtenue en Q. 1 et vérifier qu’elle est
bien triable par pile.

Q. 5 Écrire une fonction trier : int list -> int list qui implémente cet algorithme dans un
style fonctionnel.
Par exemple trier [3;2;0;1;5;4;7;6] doit s’évaluer en la liste [7;6;5;4;3;2;1;0]. On uti-
lisera directement une liste pour implémenter une pile.
Indication : écrire une fonction auxiliaire de type int list -> int list -> int list -> int
list qui prend en paramètre une liste d’entrée, une pile et une liste de sortie, et qui, en fonction
de la forme de la liste d’entrée et de la pile, applique une étape élémentaire avant de procéder
récursivment.

Q. 6 Montrer que s’il existe 0 6 i < j < k 6 n − 1 tels que σk < σi < σj, alors σ n’est pas triable
par une pile.

Q. 7 On se propose de montrer que les permutations de J0, n − 1K triables par une pile sont en
bijection avec les arbres binaires non étiquetés à n noeuds.
1. Montrer que la permutation associée à un arbre binaire est triable par pile. On pourra

remarquer le lien entre le parcours préfixe et l’opération empiler d’une part et le parcours
infixe et l’opération dépiler d’autre part.

2. Montrer qu’une permutation triable par pile est une permutation associée à un arbre bi-
naire. Indication : on peut prendre σ0 comme racine, puis procéder récursivement avec les
σ0 − 1 éléments pour construire le fils gauche et avec le reste pour le fils droit.
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Exercice 46 : Calculs avec les flottants CCINP type B, 2023

Consignes : Cet énoncé est accompagné d’un code compagnon en C, ccinp_2023_flottant.c fournis-
sant les structures de données et certaines fonctions mentionnées dans l’énoncé. Il est à compléter en y
implémentant les fonctions demandées. La ligne de compilation gcc -o main.exe *.c -lm vous permet
de créer un exécutable main.exe.
Un nombre réel x est représenté en machine en base 2 par un flottant qui a un signe s, une mantisse
m et un exposant e tel que x = s ×m × 2e. Dans la norme IEEE 754, en convention normalisée la
partie entière de la mantisse est 1 qui est un bit caché. En simple précision, le signe est codé sur
1 bit, la partie décimale de la mantisse sur 23 bits et l’exposant sur 8 bits. En double précision, le
signe est codé sur 1 bit, la partie décimale de la mantisse sur 52 bits et l’exposant sur 11 bits.
Dans cet exercice, on observe le résultat de calculs obtenus par un programme. On pourra utiliser
la fonction de signature : double pow(double v, double p) qui calcule vp.

Q. 1 Dans la fonction principale main, on a défini 3 variables a, b, c de type double. Compléter
le code pour calculer et afficher le résultat des opérations (a + b) + c et a + (b + c). Que
constate-t-on?

Compte tenu des approximations faites lors du codage, on peut trouver plusieurs nombres x tels
que 1 + x = 1 après un calcul fait par la machine. Le plus petit nombre représentable exactement
en machine et supérieur à 1 s’écrit 1 + ε, avec ε un réel appelé ε machine. On admet que ε s’écrit
sous la forme 2−n avec n un entier naturel strictement positif.

Q. 2 Écrire une fonction de signature double epsilon() qui renvoie la valeur de n. Justifier cette
valeur.

On considère une suite (un)n∈N définie par
u0 = 2
u1 = −4
un = 111− 1130

un−1
+ 3000

un−1×un−2
si n > 2

Q. 3 Écrire une fonction de signature double u(int n) qui renvoie la valeur du terme un.

Q. 4 La limite théorique de la suite (un)n∈N est 6. Compléter la fonction main afin d’afficher les 22
premiers termes de la suite. Vers quelle valeur semble tendre la suite ?

On définit une liste chaînée de nombres à l’aide d’une structure nb comportant un double et un
pointeur vers une structure nb définie ci-dessous.

1 struct nb {double x; struct nb* suivant;};

Q. 5 Écrire une fonction de signature double somme(struct nb* l) qui calcule la somme des élé-
ments de la liste l.

L’algorithme suivant permet d’augmenter la précision du calcul lors du calcul d’une somme.

Entrée : Une liste l de réels triée dans l’ordre croissant de taille au moins 2.
Sortie : La somme des réels contenus dans la liste l.

1 tant que la liste l contient strictement plus d’un élément faire
2 Calculer la somme s = x+ y des deux premiers éléments x et y de l ;
3 Supprimer x et y de l ;
4 Insérer s dans l de sorte à ce que l reste triée ;
5 retourner l’unique élément de l
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Q. 6 Compléter la fonction somme2 qui implémente cet algorithme.

Q. 7 La fonction proposée ne prend pas en compte un cas d’insertion. Illustrer ce propos.

Exercice 47 : Algorithme de Huffman en C CCINP type B

Dans cet exercice on propose une implémentation de l’algorithme de Huffman en C. Plus précisé-
ment on s’intéresse à construire, étant donné une chaîne de caractères w de type char *, l’arbre de
Huffman, dont les feuilles sont les lettres apparaissant dans w. On rappelle que l’algorithme de Huff-
man construit un arbre dont les nœuds ne portent pas d’information et dont les feuilles contiennent
des caractères. L’arbre obtenu par l’algorithme de Huffman est un arbre minimisant ∑

c |σ(c)|f(c)
où :
• c est une caractère apparaissant dans w ;
• σ(c) le chemin de la racine de l’arbre à la feuille étiquetée par c et |σ(c)| la longueur de ce chemin ;
• f(c) le nombre d’occurrences de c dans le mot w.
Dans le fichier _huffman_c_compagnon.c on trouvera :
• La définition d’un type d’arbre, ainsi qu’une fonction d’affichage.
• La définition d’un type de liste d’association dont les clés sont des couples (a, f) où a est un arbre

et f un entier (représentant un nombre d’occurrences). On maintiendra de telles listes triées par
ordre croissant sur la fréquence. Cette définition est accompagnée d’une fonction insere_trie
qui vous permet d’insérer un nouveau couple (a, f) dans une liste triée.

La bonne compréhension de l’exercice nécessite de lire le code qui vous est fourni.

Q. 1 Définir une fonction int len(list l) retournant la longueur de la liste l passée en para-
mètre.

Q. 2 Définir une fonction arbre feuille(char c) prenant en argument une lettre c et retournant
un arbre réduit à une feuille contenant le caractère c.

Q. 3 Définir une fonction arbre noeud(arbre g, arbre d) prenant en arguments deux arbres g
et d et retournant un arbre qui est un nœud interne dont le fils gauche est g et le fils droit
est d.

Q. 4 Définir une fonction void supprime_min(list* pl) prenant en argument un pointeur vers
une liste et supprimant le couple (a, f) de fréquence minimale. On rappelle que la liste poin-
tée par pl est triée par ordre croissant de fréquence.

Q. 5 Définir une fonction list init_huffman(char* w) prenant en argument une chaîne de ca-
ractère et retournant une liste d’association dont les clés sont les arbres réduits à des feuilles
contenant les caractères apparaissant dans w et les valeurs sont le nombre d’occurrence as-
socié à une telle lettre.

Q. 6 En déduire une fonction arbre huffman(char* w) retournant l’arbre de Huffman associé à
la chaîne de caractère w. On testera la fonction avec la chaîne de caractères fournie dans la
fonction main.
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