Lycée Jean Bart — MPSI — 20 avril 2024

DEVOIR SURVEILLE NY10

MATHEMATIQUES

Durée : 4 heures

CONSIGNES
— Ce sujet est constitué de 2 exercices et 2 problémes
communs a tous les candidats.

— Tout matériel électronique est interdit.

— Les résultats doivent étre soulignés ou |encadrés|.

Baréme approximatif :
> Exercice 1 (fractions rationnelles) : 8pts
> Exercice 2 (développements limités) : 5pts
> Probléme 1 (analyse, polyndémes) : 19pts (2+6+11)

> Probléme 2 (algébre linéaire) : 35pts (11+7-+9+8)
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EXERCICE 1 — | (FRACTION RATIONNELLE).

1/ Résoudre dans R I'équation : z* — 522 +4 =0

Remarque. Aprés résolution, on pourra se rassurer en vérifiant que cette équation posséde exactement
quatre solutions, deux a deux opposées.

3X2+3X +6

2/ On consideére la fraction rationnelle : F = Xt 5xT 1 d

On pourra noter : P =3X2+3X +6¢et Q=X*—-5X%2+4.
Décomposer en éléments simples F' dans R(X).

N

32 +3n+6
3/ Pour tout entier N > 3, Sy =y T
/ Pour tout entier on pose : Sy 23714—5712—1—4

n=

a/ Calculer Sy pour tout entier N > 3.

b/ Déduire de la question précédente que la suite (Sn), est convergente, et préciser Nlim Sn.
—400

EXERCICE 2 — | (DL, EQUIVALENTS).

1/ Rappeler le développement limité a 'ordre 4 en 0 de cos (z), et celui de /1 — x & 'ordre 2 en 0.

2/ Calculer le développement limité a 'ordre 4 en 0 de /1 — z2.

3/ Déterminer la limite lorsque n tend vers +oo de
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— PROBLEME 1 — DERIVEE n-EME DE LA FONCTION ARCTANGENTE ——

Problématique. Le but de ce probléme est d’établir une formule générale donnant les dérivées successives
de la fonction arctangente, en étudiant notamment une tres jolie suite de polynomes.

Tout au long de ce probléme, f désigne la fonction arctangente :

Vee R, f(z)=arctan(x)

PARTIE 1 — QUESTIONS PRELIMINAIRES

1/ Rappeler les deux expressions de la dérivée de la fonction tan sur | — 7/2,7/2[.

1
14 22

2/ Etablir que pour tout réel x on a : cos? (arctan(z)) =

PARTIE 2 — DERIVEES SUCCESSIVES DE f

3/ Soit n € N*. Etablir par récurrence qu’il existe un polynéome P, € R[X] tel que :

Ba(x)

Vo e R, fM(z) = Tt

Jusqu’a la fin de ce probléme, on note (P,),cn+ la suite de polyndémes définie ci-dessus.

On pourra admettre que :
Vne N, P,,=((1+X*)P/'—2nXP,
4/ Montrer par récurrence que pour tout entier n > 2, il existe un polynéme @, € R,,_»[X] tel que :
P, =(-1)""'nlX" 1 +Q,

5/ Déduire de la question précédente le degré et le coefficient dominant de P, pour tout entier n > 2.

PARTIE 2 — RACINES DE P,
Dans cette partie, n désigne un entier naturel > 2.
Dans ce contexte, on admet que f(™ s’annule en (n — 1) réels deux a deux distincts.

6/ Etablir que P, posséde exactement (n — 1) racines réelles deux a deux distinctes.
7/ Etablir par récurrence que :
Vne N* Ve R, f"(x)=(n—1)cos"(f(r))sin (n (f(q:) + Z))
8/ Justifier que : Vo € R, cos(f(z)) > 0.
9/ A l'aide des questions précédentes, résoudre dans R 1’équation : f(™(z) = 0.

10/ En déduire la décomposition en irréductibles dans R[X] du polynéme F,.
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PROBLEME 2 — SUR LES RACINES n-EMES DE idgp

Problématique. L’objet de ce probleme est l’étude de quelques endomorphismes particuliers, appelés en-
domorphismes itempotents. Un endomorphisme u d’un K-espace vectoriel E est itempotent s’il existe un
entier naturel non nul n tel que u™ = idg ; dans ce sens, u est une racine n-éme de ['identité de E.

Cet énonce est partagé en quatre parties : les deux premiéres sont consacrées a l'étude de deux cas particuliers
(avecn =2 etn=3).*

La troisieme partie a pour objet une propriété générale des racines cubiques de l’identité d’un espace vectoriel,
et généralise la seconde.

La derniere partie étend le résultat de la troisieme partie auz racines n-émes de l’identité, avec n un entier
quelconque.

PARTIE 1 — ETUDE D’UN EXEMPLE AVEC n = 2

Dans cette partie, E; désigne le K-espace vectoriel Ky[X], avec K =R ou C.
On note B = {1, X, X?} la base canonique de E;.

On note : P=XX-1); RBR=X(X-2); et Pa=(X—-1)(X—-2).
Enfin, on note : F = Vect (P, P,) et G = Vect(DP).

1/ Etablir que B’ = { Py, P5, P3} est une base de E;.

2/ Etablir que: E; = FPHG.

3/ Ecrire la matrice de passage Pgp> de la base B a la base B.1

4/ Etude d’une symétrie. On note sp la symétrie par rapport a F parallelement a G. On rappelle que
s est un endomorphisme de E;.

a/ Etablir que : (sp —idg,) o (sp + idg,) = 02 (&)

b/ Justifier briévement que : VQ € Ey, 3! (ag,az,a3) € K3, Q=P+ P+ azP

c/ Calculer sp(Py), sp(Py) et sp(Ps).

d/ Soit (v, as, a3) € K3, A laide de la question précédente, calculer : sp (a1 Py + ao Py + a3 P3).

e/ Montrer que ker (sp — idg,) est un sev de E;, de dimension 2; et que ker (sp + idg, ) est un sev de
E;, de dimension 1.

Remarque : a lissue de cette partie, on peut observer que : E; = ker (sp + idg, ) @ ker (sp — idg, )

*. Et vous ne manquerez pas d’observer que la premiére contient un nombre tout-a-fait indécent d’applications directes du
cours : elle représente & ce titre une importante source de points faciles & prendre.

1. Cette question a un unique intérét : rapporter un point a tout.e étudiant.e qui sait traiter cette question de cours. La
matrice Pgg> ne sera pas réutilisée dans la suite du probléme.
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PARTIE 2 — ETUDE D’UN EXEMPLE AVEC n = 3
Dans cette partie, on note Ey = C5[X], et on considére 1'application

2in/3

fiEs E, avec j =e
aX?+bX + c—ai? X2+ bjX + ¢
Il revient au méme de dire que l'application f envoie le polyndéme P(X) sur le polynéme P (jX).
5/ Etablir que f est un endomorphisme de E,.
6/ Etablir que : f3 =idg,
7/ Montrer que ker (f — idg,) est le sev de Ey constitué des polyndomes constants.
8/ Pour tout P € E,, calculer f*(P)+ f(P)+ P. En déduire que : ker (f? + f + idg,) = Vect(X, X?).
Remarque : a lissue de cette partie, on peut observer que : Eg =ker (f* + f + idg,) @ker (f — idg,)

PARTIE 3 — CAS GENERAL AVEC n =3
Dans cette partie, on revient au cas général ou E désigne un K-espace vectoriel, avec K =R ou C.

On considére un endomorphisme ¢ de E, tel que : 03 = idg.
9/ Etablir que :  (¢* + ¢ +idg) o (¢ — idg) = Ogm®) = (¢ —idg) o (¢* + ¢ + idg)
10/ Effectuer la division euclidienne de X% + X + 1 par X — 1.

11/ A T'aide de la question précédente, établir que :
1 1
3 (QOQ + o+ idE) 3 (¢ +2idg) o (¢ — idg) = idE
12/ En déduire que :  ker (p? + ¢ + idg) Nker (¢ — idg) = {ﬁE}

13/ Etablir que : E =ker (¢* + ¢ + idg) @ ker (¢ — idg)

PARTIE 4 — CAS GENERAL AVEC n > 2 ARBITRAIRE

Dans cette partie, n désigne un entier naturel > 2, et E un K-espace vectoriel, avec K =R ou C.

On considére un endomorphisme 1 de E, tel que : Y" = idg.
14/ Etablir que : (nZi wk) o (¢ —idg) = Og(m)
k=0
15/ Justifier qu'il existe deux polyndmes @1 et Q3 de K[X] tels que :
Q1 () o (”Z‘l Wc) + Q2 (¥) o (¢ —idg) = idp
k=0

16/ Etablir que :

—_

E = ker (n_ 1/1k> D ker (¢ — idg)
0

i



